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  مُقدّمة

  

  

    
 ينففي الصّ  الرياضياتِ  تمماً لمنهاجِ انوي العلمي مُ الثّ  لثاف الثّ لصّ في ا الرياضياتِ  يأتي منهاجُ 

التربوية وفق المعايير  المناهجِ  لتطويرِ  ه في المركز الوطنيّ لذي جرى إعدادُ ا ينانويالثّ والثاني ل الأوّ 
تتطور المفاهيم  إذْ  ها،لِ لمفاهيم والمهارات وتكامُ ل الحلزونيّ راكم تّ اله على في بنائِ  عتمداً مُ ، الوطنية

بطرائق سهلة ومتنوعة  العلميةُ  ةُ الماد  مُ ة وتقُد بالحياة العملي  المعارفُ قرَن ، فتُ مترابطٍ  والمهارات في بناءٍ 
  خرى.ة الأراسيّ الدّ  مع المواد  ة وتتكاملُ حياتيّ  مدعّمة بمواقفَ و 

وينتهي كل  ن درساً يوعشر  تسعة متضمنة وحداتٍ  سبععلى الرياضيات الجزء الأول  كتاب يشتملُ 
تعلّمها في الدرس،  من المعارف والمهارات التيوتمكنه درس بعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب 

 ها فيما يأتي: لُ مِ جْ التي نُ  زةِ الممي  عدداً من الفقراتِ  وحدةٍ  في كل  ونجدُ  ، وليتابع بقية دروس الوحدة
إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما  ة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ تحفيزيّ  مةهي مقد و المقدمة:  •

  . المختلفة مات في ميادين العلوماسهإه العلماء من قدمّ 
لة مزودة بأسئم المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّ  إلى تعزيرِ  : تهدفُ نشطةٌ  انطلاقةٌ  •

  وحدة والإضاءة على مفاهيمها.توضيحات كمدخل للوشروحات و 

وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس  :أمثلةٌ  •
اتباعها  يجبُ  نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ 

 الأنشطة والتدريبات والمسائل.  عند حل 

في مادة التعلم والإجابة هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية تطرح سؤالاً  كريساً للفهم :ت •
طرح  عند المتعلم حيث تتم إعادة لتكريس الفهمبطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة عنه 

  ر الدرس بأساليب مختلفة.افكأ

حيث ة في الوحدة أساسيّ  قضايا ومفاهيمَ ى إل التنويهُ وهي فقرةٌ يجري فيها  :أفكار يجب تمثلها •
  .طٍ ومبس  مختصرٍ  ها بأسلوبٍ صياغتُ تُعادُ 
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التفكير قبل البدء على كيفية للمتعلم  إرشاداتٍ  وهي فقرةٌ تتضمن :امتلاكها يجبُ  منعكساتٌ  •
 استعمالالسريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية بالإجابة عن سؤال، وما هو المنعكس 

 .ةأمثلة توضيحيّ  فية ساسيّ الأ مفاهيمَ الو  قضاياال

يقع فيها الطلاب الأخطاء الشائعة التي إلى بعض الإشارة حيث جرت ها: بَ تجن  يجبُ  أخطاءٌ  •
 منقوص. أسلوبفي غير مكانها، أو ب عادة، أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب

اتية صيغت على شكل من التمرينات والتطبيقات الحيفي نهاية كل وحدة مجموعة  طة:أنشّ  •
 تفاعلية.   أنشطة

عن  م الذاتي التعل  عُ المشكلات وتشجّ  على طرائق حل  ب المتعلّمَ ر دَ هي فقرة تُ و  :البحثَ  لنتعلمِ  •
ه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة لِ عْ بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب طريق تزويد

 بلغة سليمة.  هذه الحلولة صياغثمُّ بهدف الوصول إلى حلول المسائل 
تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان  وهي: ماً إلى الأمامِ دُ قُ  •

 . لديه ص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ عل تَ للمُ  تتُيحُ مواقف حياتية 
  

وهي مراجعة  (تذكرة بالمتتاليات الإثبات بالتدريج أو الاستقراء الرياضي) كانت الوحدة الأولىوهكذا  -
  لما تعلمه الطالب في بحث المتتاليات في منهاج الثاني الثانوي.  مة متم و 

لتكون تمهيداً  متضمنة عدداً من الدروس الأساسية )النهايات والاستمرار :التوابع(الوحدة الثانية  -
سة التوابع، بدءاً من نهاية تابع والعمليات على النهايات ومن ثم المقاربات لوحدة نهاية متتالية ودرا

الذي يجد الطلاب بوجه عام صعوبة في استيعابه عند عرضه والتوابع المستمرة وحل المعادلات و 
 للمرة الأولى.  

واشتقاق تابع  مراجعة لما تعلمه الطالب في الثاني الثانويلتضم  (الاشتقاق)ثمُّ تأتي الوحدة الثالثة  -
وفي تعيين  في دراسة اطراد التوابعتطبيقات الاشتقاق عدداً من و  مركب ومشتقات من مراتب عليا،

  القيم الحديّة محلياً والتمهيد لدراسة التوابع.

 يستفيد الطالب من الخبرات السابقة لتطبيق مال  (نهاية متتالية)لوحدة الرابعة مفهوم وندرس في ا -
  .ارب المتتاليات المطردة والتعرف على المتتاليات المتجاورةتعلّمه في دراسة تق
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، )الأسي(التابع وفي الوحدة السادسة  بري)ييتمي النار (التابع اللوغالخامسةِ  الوحدةِ ونتعرف في  -
  .، ودراسة توابع تشتمل على توابع أسية ولوغاريتميةونهايات تتعلق بكل منهما المشتقات و الخواص 

تفيد في العديد من المجالات التطبيقية والبحتة وفي  رياضياتية فائقة الأهمية نتعرف أداةواخيراً  -
 . )التكامل والتوابع الأصلية(الميكانيك وهي 

تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة وهنا نريد التأكيد على أنّ 
موجّه المُيسر و الدور أن يؤدي المدرّس  يتطلّب من، بداعيلإالتفكير او وخاصة مهارات التفكير الناقد 

اً، فيطرح التساؤلات المُناسبة، ويختار المناسب من الأمثلة، ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّ  ،للعملية التعلمية
  ورة.ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل، ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّ 

ه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من وفي النهاية، نريد أن نتوجّ 
المساعدة، فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات، ومنهم من حلّ المسائل أو 

خلدون الأستاذ ونخص بالذكر  في إعادة صياغة بعض الفقرات، تحقّق من صحتها، ومنهم من ساهم
   .والأستاذ نضال تفاحة الشماع

بشير قابيل محمد بالشكر والعرفان الأستاذ الدكتور فوزي الدنان والأستاذ الدكتور  وكذلك نخص
  على ملاحظاتهما القيمة وقراءتهما الدقيقة لهذا الكتاب.

    الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البنّاءة  وأخيراً نأمل من زملائنا
  عاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار.المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين م

  
   المُعدّون  
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عالم  1883لنتامّٔل أحجية بسـيطة تسمّى برج هانوي، وهي أحجية اخترعها عام 

ُ Eduard Lucasالر:ضيّات  عطى برجاً من ثمانية أقراص مثقوبة المراكز، مكدّسٌ . ن
بعضها فوق بعضٍ تِبعاً لتناقص قياساتها، أي بحيث يكون الصغير فوق الكبير،  

  :   ويخترقها جميعاً واحدٌ من ثلاثة أعمدة كما يبينِّ الشكل

  
الهدف هو نقل كامل البرج إلى أحد العمودين الاخٓرين مع vلتزام �لشرطَينْ 

  : الاتٓيين
  واحدٍ فقط في النق� الواحدة. يسُمح بنقل قرصٍ  �
  لا يسمح بوضع قرصٍ فوق قرصٍ أصغر منه.  �

لعُبته، وذكر أسطورة تحكي قصة برج أكبر، يسمّى برج براهما،   Lucasعرضَ 
نٍ من أربعة وسـتين قرصاً مصنوعاً من ا�هب الخالص، وثلاثة أعمدة من  مكو�

تبّة تبعاً لقياسها فوق أحد هـذه الأقراص ا�هبيّة مر تْ ضعالألماس. في البدء وُ 
مجموعة من الرهبان بنقل البرج إلى العمود الثالث مع vلتزام  تمـر الأعمدة، وا� 

ون ليل نهار لأداء هذه المهمّة �لقواعد التي سـبق ذكرها.  وانطلقَ الرهبـان يعمل
  .!أنّ نهاية العالم سـتقع عند انتهائهم من نقل البرج معتقدين

. ولكنّ القليل من التفكير، وربماّيكون لهذه الا� من غير الواضح أنّ   حجية حل¤
ما هو أفضل  ””””¬ ٕ�مكان الحلّ. والسؤال المطروح: االتجريب، يمكن أن يقنع بعض

  أي ما هـو عدد النقلات اللازم والكافي لأداء المهمّة ؟  ،““““؟ ما نسـتطيع تحقيقه

A B C
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   طةنشانطلاقة  

  .التجربة والملاحظة والاستقراء

كثيراً ما يوجّه الانتقاد إلى علم الرياضيات بأنّه لا يتضمن في جنباته شيئاً من المُلاحظة والتجربة 
  والاستقراء كما تفُهَم هذه التعابير في العلوم الطبيعية.

وا ويعملون في مجال الرياضيات يتضمن الكثير من ولكن من المؤكّد أنّ عمل الباحثين الذين عمل
الملاحظة والتجربة والاستقراء. الاستقراء في المُعجم هو استخلاص نتائج عامّة من النظر في حالات 

الملاحظة والتجربة في الرياضيات تجهيزات مُكلفة كما في علوم الفيزياء أو الفلك أو لا تتطلّب خاصّة. 
  رقة نكتب عليها.غيرها، بل مُجرّد قلم وو 

,1,3,5,7,9}لنتأمّل مثلاً الأعداد الطبيعية الفردية:  عدداً منها.  nمجموع أوّل  nSوليكن  …{
  :nبدلالة  nSنُنشئ جدولاً يضم القيم التي يأخذها المقدار 

n  1  2  3  4  

nS  1  1 43+ =  1 3 5 9+ + =  13 7 61 5+ + + =  

n,5,6,7الموافقة في حالة  nSأنشئ جدولاً في دفترك تستكمل فيه الجدول السابق بحساب قيم  = … ،
  . nبدلالة  nSأَتلاحظ نمطاً؟ اقترح صيغة تُعطي عبارة 

عدد  nياضياتية ولاحظت نتائجها واستقرأت صيغة تُعطي عبارة مجموع أوّل ها أنت قد أجريت تجربة ر 
. ولكن كيف تثُبتُ صحّة استقرائك إثباتاً رياضياتياً ؟ هذا ما سنتعلّمه في هذه nطبيعي فردي بدلالة 

 الوحدة.

   نشاط
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        اتمتتاليال عموميات عن    
غير  أو أية مجموعة جزئية. ℕ تابعٌ مجموعة تعريفه هي مجموعة الأعداد الطبيعيّة هي المتتاليةُ 
0منها من النمط  منتهية 0 0{ , 1, 2, }n n n+ + عددٌ طبيعي معطى (يمكن أن يتغير  0nحيث  …

) الرمزية بـلمتتالإلى انرمز من متتالية إلى أخرى).  )
0n n

u
≥

)أو  )
0

n n n
u

≥
ونسمّي . 

n
u  حد

  .nالدليل  االمتتالية ذ

 من الحدود بقطع النظر عن قيم هذه الحدود. فحدود المتتالية  للمتتالية عددٌ لا نهائي( )
0n n

u
≥

 

)المعرّفة بالعلاقة  1)nnu = كما إنّ . −1و +1القيمتين فقط تأخذ  −
1

1

n
n ≥

    
و  

2
2

1

1 nn ≥

    −
 

0متتاليتان فيهما  1n 0و = 2n   بالترتيب. =

1.1 . . . .�
�	��� �����                

   .nبتعريف صريح للحدّ ذي الدليل ����

)مثل تفيد في حسابه.  nبصيغة تتبع العدد  nأي يُعرّف الحد ذو الدليل  1)

1

n

nu
n

−
=

+
أو ، 

( )nu f n=  حيثf  0]هو تابع معرّف على, )2مثل  ∞+] ) 1f x x x= +   مثلاً. +
  بالتدريج. ����

)متتالية عرّف الكأن نُ بدلالة الحدود التي سبقته.  nأي أن يُحسب الحد ذو الدليل  ) 0n nu بأن  ≤
من حدود  حساب كلّ حد في  فيد، تتسمّى علاقة تدريجيّةثمُّ نعطى علاقة،  0uنُعطى الحدّ 

  ه. تسبق التي ودالحدالحد أو المتتالية بدلالة 

)متتاليةال نتأمّل مثلاً ل   )
0n n

u
≥

0انطلاقاً من حدّ البدء المعرفة   3u التدريجيّة والعلاقة  =
2

1 2n nu u+ = )تسمح هذه المعطيات بحساب حدود المتتالية  ،− ) 0n nu   .واحداً إثر آخر ≤
2 2 2

1 0 2 1 3 22 7, 2 47, 2 2207,u u u u u u= − = = − = = − = …  
1nuيمكن التعبير عن الحد أنّه  .لونلاحظ في هذا المثا الذي سبقه أي  nuتابعاً للحدّ  +

( )1n nu f u+ 2هو التابع  f، والتابع = 2x x −֏.  

  ، وتحقّق الشرط I تابعاً معرّفاً على مجال f إذا كان بوجه عام،
) يكن I من x مهما يكن العدد  )f x  عنصراً منI  ًأيضا  

)أمكننا تعريف متتالية  ) 0n nu  ، والعلاقة التدريجيّةI من المجال 0u، بإعطاء حد البدء ≤

1 ( )n nu f u+ =.  

 مثال
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  فَكرْ     

  في المثال السابق؟ في  7تساوي  1جميع حدود المتتالية التي دليلها أكبر من أنّ آحاد  صحيحٌ أَ 

2.1.  ����� �� �
�	���                

    
        1  تعريف

)نقول إنّ المتتالية        )
0

n n n
u

≥
   إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متزايدة تماماً  

0nمهما تكن   n≤  1يكنn nu u +<.  
)إنّ المتتالية ونقول   )

0
n n n
u

≥
   إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متناقصة تماماً  

0nمهما تكن   n≤  1يكنn nu u +>.  
)وتكون المتتالية   )

0
n n n
u

≥
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متزايدة 

0nمهما تكن   n≤  1يكنn nu u +≤.  
)المتتالية كما تكون )

0
n n n
u

≥
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متناقصة 

0nمهما تكن   n≤  1يكنn nu u +≥.  
)المتتالية وأخيراً تكون   )

0
n n n
u

≥
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  ثابتة 

0nمهما تكن   n≤  1يكنn nu u +=.  
ت  ت التي تحقّق أحد الشروط السابقة اسم متتاليا ، ويبين لنا مثال المتتالية مطّردةنطلق على المتتاليا

( ) 0n nu )المعرّفة بالعلاقة  ≤ )1 nnu =   أنّه توجد متتاليات غير مطّردة. −

)متتالية لدراسة اطراد  ) 0n nu 1nuو nu، العددينn، نقارن، أياً كان العدد الطبيعي ≤ وذلك  +
1n بدراسة إشارة الفرق nu u+ 1n، أو بمقارنة النسبة −

n

u

u
في حال كون حدود المتتالية  1والعدد  +

   موجبة تماماً.

3.1. �
�	!"� �
�	��
�            

    
        2  تعريف

)0نقول إنّ المتتالية  )n nu وتحقّقت العلاقة التدريجيّة  rإذا وُجِدَ عدد حقيقي  متتالية حسابيّة ≤
1n nu u r+ =  المتتالية الحسابيّة أساس r. نسمّي العدد n أيّاً كان العدد الطبيعي +

0( )n nu   قل من حد إلى الحد الذي يليه بإضافة العدد الحقيقي نفسه.ننت متتالية حسابيّة. إذن في ≤
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  ، كانpو  mأياً كان العددان الطبيعيان  وفي هذه الحالة،
( )m pu u m p r= + −  

  كان متتالية حسابية،من حدود  ℓوآخرها  aأوّلها  متتالياً  حداً  nمجموعَ  Sإذا كان و 
( )

2
an

S
+

=
ℓ  

   وبوجه خاص
( 1)

1 2 3
2

n n
n

+
+ + + + =⋯  

4.1. �
#�$%� �
�	��
�            

 
  3  تعريف

)نقول إنّ المتتاليةَ  )
0n n

u
≥

وتحقّقت العلاقة التدريجيّة  qإذا وُجِدَ عدد حقيقي  متتاليةٌ هندسيّةٌ  

1n nu q u+ = )المتتالية الهندسيّة أساس q. نسمّي العدد n أيّاً كان العدد الطبيعي × ) 0n nu ≥ .
  .ذاتهضرب بالعدد الحقيقي الإذن في متتالية هندسيّة ننتقل من حد إلى الحد الذي يليه ب

  ، كانpو  mأياً كان العددان الطبيعيان عندئذ: 
m p

m pqu u −=  
1qأساسها  هندسيةمتتالية من حدود  aحداً متتالياً أوّلها  nمجموعَ  Sإذا كان و    كان ، ≠

1

1

nq
a

q
S

−
=

−
  

   وبوجه خاص
2 1 1

1
1

n
n q

q q q
q

− −
+ + + +

−
=⋯  

  :مطابقة مفيدة  

( )1 2 3 2 1( )n n n n n na a x ax x a x x a− − − −− += − + + +⋯  
nأي إنّ  nx a−  هو جداء ضرب( )x a−  بمجموع جميع الأعدادx aα β حيث α وβ  عددان
1nمجموعهما يساوي  طبيعيان   . فنجد مثلاً −

( )5 5 4 3 2 2 3 4( ) ax a x a x x x a xa a− = − + + + +  

xالحقيقة، المساواة واضحة في حالة  في a=  0أوx aفيما عدا ذلك، نعوض و  .=
q

x
  في =

2 1 1
1

1

n
n q

q q q
q

− −
+ + + + =

−
⋯  
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  فنحصل على 
2 1

2 1 1
1

( )

n n n

n n

a a a x a

x x x x x a

−

− −

−
+ + + + =

−
⋯  

)1عندما نضرب طرفي المساواة الأخيرة بالعدد المرجوة المطابقة جد ون )nx x a− −.  
  

  تكريساً للفهم

)0متتالية  اطرادكيف ندرس جهة    )n nu   ؟ ≤
  ثمة ثلاث طرائق:

1n الفرق دراسة إشارة  � nu u+ −.  

)متتاليةالنتأمّل ل   )
1n n

u
≥

 الصيغة وفقالمعرفة  
2 1

2n

n
u

n

+
1nفي حالة  =   لدينا .≤

2 2 2

1

( 1) 1 1 1

2( 1) 2 2 ( 1)n n

n n n n
u u

n n n n
+

+ + + + −
− = − =

+ +
  

1nإشارة  nu u+ 2تماثل إشارة  − 1n n+ 1n لأنّ . و − ≥ 1، فإن 0n − 2و  ≤ 0n   إذن <
2 1n n+ 1nفي حالةموجب تماماً  − ). إذن ≤ )

1n n
u

≥
  متزايدة تماماً.متتالية  

)كتابة  � )nu f n= التابع  اطراد، إن أمكن، ثم دراسةf . فإذا كان التابعf  ًعلى المجال مطّردا
0[ [,n )كانت جهة اطراد   ∞+ )

0
n n n
u

≥
  .fهي نفسها جهة اطراد  

)0المتتالية لنتأمّل    )n nv )2 بالصيغةمعرفة ال ≤ 1)nv n= 0n في حالة − نرمز بالرمز  .≤
f ع المعرف على إلى التابR  2وفق( 1)x x ). عندئذ ֏− ) 2( 1)f x x′ = ولأنّ  .−

( ) 0f x′ 1x في حالة < ,1]متزايد تماماً على  f، استنتجنا أنّ < )1. فالمتتالية ∞+] )n nv ≥ 
0الحد ذي الدليل من  متزايدة تماماً بدءاً  1n =.  

)0عندما تكون المتتالية  � )n nu 1nبين يمكن أن نقارن ذات حدود موجبة تماماً،  ≤

n

u

u

  .1والعدد  +

)المتتالية لنتأمّل   )
0n n

w
≥

2وفق  ℕالمعرفة على  

3

n

nw
 =   

موجبة  nwجميع حدودها   .

1 لدينا تماماً، و  2

3
n

n

w

w

+  ، كانnأياً كان العدد الطبيعي ، إذن  .nأياً كان العدد الطبيعي  =

1 1n

n

w

w

+ 1n أو > nw w+ ). فالمتتالية > )
0n n

w
≥

  متناقصة تماماً. 

 مثال

 مثال

 مثال
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   تَدربْ 

  

1ليكن  �

2

3

n

n nu n في حالة =+ ∈ ℕ المتتالية 0. أثبت أن( )n nu   أساسها.  جِدْ هندسية و متتالية  ≤

  أو هندسية : الأسئلة الآتية تتعلّق بمتتاليات حسابية �
�  0( )n nu 2 فيها متتالية حسابية ≤ 41u 5و  = 13u =   .20u. احسب −

�  0( )n nu 7 يهاهندسية فمتتالية  ≤

1

1080
u 10و  =

25

2197
u   .30u. احسب =

� 0( )n nu 1 وفيها 3حسابية أساسها متتالية  ≤ 2u =  قيمة ، واستنتجnبدلالة  nu. احسب −
30المجموعين  31 32u u u+ 1و  + 2 20u u u+ + +⋯.  

� 0( )n nu 1 وفيها 3هندسية أساسها متتالية  ≤ 2u =  قيمة ، واستنتجnبدلالة  nu. احسب −
1المجموعين  2 7u u u+ + 2و  ⋯+ 4 6 2nu u u u+ + +⋯.  

	 0( )n nu 0 فيهاو  −2متتالية حسابية أساسها  ≤ 3u = 25احسب  .− 26 125u u u+ + +⋯.  

 0( )n nu 0 فيهاو  2أساسها  هندسيةمتتالية  ≤ 1u 3احسب  .= 4 10u u u+ + +⋯.  
1احسب المجموع  � 3 5

2 2 2
1 2 3 10S = + + + + + + +⋯.  

� a  وb  وc  علماً أن احسبهامن متتالية هندسية.  متواليةثلاثة حدود  
36.75a b c+ + 343abcو  = =  

� ( )
0n n

v
≥

0وفق  تدريجياً  متتالية معرفة  1v 1و  = 1
n

n
n

v
v

v
+ =

+
.  

�  تحقق أن> 0nv  ًكان العدد الطبيعيأيا n.  

)ثبت أن المتتالية أ � )
0n n

u
≥

1المعرفة بالعلاقة  
n

n

u
v

  حسابية.متتالية  =

  .nبدلالة  nvاستنتج عبارة  �


  .درس جهة اطراد كل من المتتاليات الآتيةا 

2

2

0
0 0

1 11

2 1 3
3 1

4
3 1 1

210 1
1,1, 2,
12 3
2

n n n

n n nn

n n n nn n

n
u u n u

n n
n n

u u u
n n
uu u

u u u uu u+ ++

−
= = + =

+
+

= = =
− +

 = = =    
  = = −=   

� � �


 	 �

� � �
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  البرهان بالتدريج، أو بالاستقراء الرياضي 

1.2.     �
   �	������ ����	�'هم

)بالرمز نرمز  nفي حالة عدد طبيعي موجب تماماً  )E n  إلى المساواة:  

 »3 3 3 21 2 (1 2 )n n=+ + + + + +⋯ ⋯«   

3ن لأ صحيحة E(1) من الواضح أنّ  21 )صحيحة، لأنE  (2). و=1 )3 3 21 2 1 2+ = ن إكما  .+
(3)E  صحيحة، لأن( )3 3 3 21 2 3 1 2 3+ + = + +.  

) أَتكونولكن،  )E n العدد صحيحة أياً كان n ؟ وفي حالة الإيجاب، كيف يكون الإثبات ونحن لا نمتلك
  ق عدداً غيرَ منتهٍ من المرات؟تحق القدرة على ال

  

2.2.    ������	� �	���� '���   

نص على ي أو الاستقراء الرياضي جيبالتدر  الإثبات
أنّه كي تتمكن من صعود السُلّم والوصول إلى أية درجة 

0nيحقق  nدليلها  n≥،  يكفي أن تتمكن من الصعود
، وأن يكون بإمكانك 0nلى الدرجة القاعدية التي دليلها إ

إلى الدرجة التي دليلها  pالصعود من أية درجة دليلها 
1p   التي تعلوها مباشرة. +

  
  

) خاصّةلإثبات صحة ، وبصياغة رياضيّاتية )E n  تتعلّق بالعدد الطبيعيn 0 في حالةn n≥.  
0n القاعدية حالةالفي  الخاصّةنثبت صحة هذه  � n=.  
0pفي حالة  نثبت � n≥ أنّ صحّة ( )E p تقتضي صحّة ( 1)E p +.    

) وعندها نستنتج صحّة الخاصّة  )E n قيمة  أياً كانتn  0أكبر أو تساويn.  
  

�( )E n

يمكننا بلوغ الدرجة
0

n   

الدرجة
0

1n +   

الدرجة
0

2n +   

 يمكننا p الدرجة ومن

  +1p الدرجة الصعود إلى

الدرجة
0

n   

   +1pالدرجة

   pالدرجة
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  تكريساً للفهم

  ؟ الإثبات بالتدريج عملنست متى 
أو  ℕ فييتحول  n اً طبيعي تتبع متحولاً  خاصّةج عندما نريد إثبات صحة يالبرهان بالتدر  عملنست

}0 في مجموعة من النمط : }n n n∈ ≥ℕ.  
  
  اً ؟الإثبات بالتدريج استعمالاً صحيح نستعمل كيف  

  وفق الخطوات الآتية:ج يالإثباتُ بالبرهان بالتدر  يجري
)أولاً يجب أن نكتب وبوضوح الخاصّة   � )E n  التي تتعلّق بالعدد الطبيعيn  والتي نرغب

0nفي حالة  بإثبات صحتها n≥.  0وفي أغلب الأحيان يكون 0n 0أو  = 1n =.  
0n في الحالة القاعدية الخاصّةنثبت صحة هذه  � n= 0، أي صحة( )E n.  
) حّةنفترض ص � )E p  في حالة عددp  0أكبر أو يساويn صحّة ونبرهن ( 1)E p +.  

  كان nأثبت أنّه مهما كان العدد الطبيعي الموجب تماماً   
2 2

3 3 3 ( 1)
1 2

4

n n
n

+
+ + + =⋯  

  
) الخاصّة المطلوبة  � )E n :هي المساواة  

 »
2 2

3 3 3 ( 1)
1 2

4

n n
n

+
+ + + =⋯«   

)01ونريد إثبات صحتها في حالة  )n n≥ =.  

صحيحة لأنها تنص على المساواة الواضحة  E(1)الخاصّة  �
2 2

3 1 (1 1)
1

4

+
=.  

�  نفترض أن( )E n  صحيحة، أي
2 2

3 3 3 ( 1)
1 2

4

n n
n

+
+ + +   عندئذ .⋯=

( )

3 3 3 3 3 3 3

2 2
3

2

3

2

2 2

( 11 2 ( 1) 1 2

( 1)

4
( 1)

4 4
4

( 1) ( 2)

4

)

( 1)

n n n

n n

n
n n

n n

n

n

+ + + + + = + + + +

+
= +

+
= + +

+
=

+

+

+

⋯ ⋯����������������	

  

)ذه هي تحديداً الخاصّة وه 1)E n )، فنكون إذن قد أثبتنا صحتها اعتماداً على صحة + )E nذن . إ
( )E n  ًصحيحة مهما كان العدد الطبيعي الموجب تماماn.  

�( )E n

 مثال

    الحل
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  ليات الحسابية أنّ لقد رأينا عند دراسة المتتا  
( 1)

1 2
2

n n
n

+
+ + + =⋯  

  إذن
2 2

2 ( 1)
(1 2 )

4

n n
n

+
+ + + =⋯  

  فإذا استفدنا من المثال السابق استنتجنا أنّ 
3 3 3 21 2 (1 2 )n n+ + + = + + +⋯ ⋯  

  .nفي حالة أي عدد طبيعي موجب تماماً 
  

4كان  nا كان العدد الطبيعي أثبت أنّه مهم   2n   .3للعدد  اً مضاعف +

  
)ة الخاص � )E n المطلوبة هي  

 »4 2n    »3مضاعفٌ للعدد  +
04 صحيحة لأنها تنص على أنّ   E(0)الخاصّة  � 2 1 2 3+ = +   .3 ، مضاعف للعدد=
�  نفترض أن( )E n ،4 نّ إ أي صحيحة 2n    ثمُّ نلاحظ أنّ  .3مضاعفٌ للعدد  +

14 2 4 4 2 (4 2) 4 24 8 2 4( ) 6nn n n+ + = × + = + × − ++ = −  
4بحسب افتراضنا،  2n 4)4ذن ، إ3مضاعفٌ للعدد  + 2)n  يكونمن ثَمّ ، و 3مضاعفٌ للعدد  +
4(4 2) 6n + ). فالقضية 3لأنه مجموع مضاعفين للعدد  3مضاعفاً للعدد  − 1)E n ن إذصحيحة.  +

( )E n  صحيحة مهما كان العدد الطبيعيn.  

 
   تَدربْ 

  

1nنعرف في حالة عدد طبيعي  � 2المقدار  ≤ 2 2 21 2 3nS n= + + + +⋯ ،  
1nS. ثمُّ عبر عن 4Sو 3Sو 2Sو 1Sاحسب   �   . nو nSبدلالة  +
1nدريج أنّه في حالة أية عدد طبيعي أثبت بالت  �   لدينا : ≤

( 1)(2 1)

6n

n n n
S

+ +
=.  

1xليكن  � > )نرمز  nفي حالة عدد طبيعي . − )E n 1) إلى المتراجحة ) 1nx nx+ ≥ . أثبت +
)أنّ المتراجحة  )E n  محقّقة أياً كان العدد الطبيعيn.  

�( )E n

 مثال

    الحل
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)بيّن أي المتتاليات   ) 0n nu   .)0nن حدّ معيّن الآتية مطّردة (ربما بدءاً م ≤

2

2

0 0

1 1

1
2 3 1

2

1 1
1

2 8
1 1

13 3
22 2 2

4 4

n
n n n

n

n n n

n n
n n n n

n
u u u n

n

n
u u u

n nn
u u

u
u u u u+ +

+
= = = − +

+

 = = + = −   
 = =    = + + + 
 = + = +   

⋯⋯

� �

� � 


� � �

1

!

  

!تذكّر أنّ    ( 1) 1n n n= × − × !0موجب تماماً وأن  n عدد طبيعي في حالة ⋯× 1= .  

)المتتالية   ) 0n nu 0معرفة وفق  ≤ 2u 1و  = 2 3n nu u+ = أي عدد طبيعي غير   في حالة −
  .n معدوم

  .nبدلالة  nuثم خمنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب  �

3nuبحساب عبارة  � 0nعند كل  −   .nبدلالة  nuن ، عبرْ ع≤

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 3u 1و  = 4n nu u+ = − عدد طبيعي غير  في حالة +
  . nبدلالة  nuثم حدد  nبدلالة  nuوخمنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب  .n معدوم

  الخاصتين الآتيتينصحةبالتدريج أثبت   
1 2 2 3 3 ( 1) 1n n n+ × ! + × ! + + × ! = + ! −⋯ �.  

1! 2nn −≥ �.  

1nفي حالة عدد طبيعي   1ليكن  ،≤ 1 1
1
2 3nu

n
= + + + 2n و ⋯+ n nv u u= أثبت  .−

)أن المتتالية  )nv تماماً  متزايدة.  

 a  وb  وc  0وثلاثة أعداد حقيقيةa ≠ نعلم أن .a  وb  وc  هي ثلاثة حدود متعاقبة من
 متواليةهي ثلاثة حدود  cو  2bو  3aكما نعلم أنq.  متتالية هندسية، نرمز إلى أساسها بالرمز 

  .qاحسب  من متتالية حسابية.

4 

3 

6 

5 

2 

1 



  

23  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 
��� �� �ّ�� ��ُ� ً������ � �   

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0وفق تدريجياً المعرفة  ≤ 7u 1و  = 10 18n nu u+ = عند كل عدد  −
  .nبدلالة  nuالتعبير عن  هذا التمرين إلىنهدف في  .nطبيعي 

  نحو الحلّ   ��

أن نكون قد عرفنا بشرط  nu، يمكننا حساب تدريجيةمتتالية معرفة بعلاقة م أنّه في حالة نعل   �
في هذا النمط   .nمباشرةً بدلالة  nuإيجاد طريقةٍ لحساب والمطلوب هنا هو  الحدود التي تسبقه.

 ه.دليلو  ة الحدّ الربط بين قيم الةحدوداً أولى من المتتالية ثم نحاول في كل ح سبل، نحمن المسائ
  ...1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب 

بينهما عددٌ يوجد ، و 2وينتهي بالرقم  5بالرقم  من اليسار الحدود المحسوبة يبدأ نجد أن كل حد من   �
 nuهذا بالتعبير عن لك بالتأكيد، سيسمح  الحد. دليل هذا، أي بnبقيمة  من الأصفار يتعلق

  .nبدلالة 
 .5و 4، 3، 2، 1القيم  nعيّن عدد الأصفار المشار إليه أعلاه عندما تأخذ  .1

 .nما عدد الأصفار بدلالة  .2

5تحقّق أنّ  .3 10 2k
ku = × }من  kفي حالة  + }1,2,3, 4,5. 

 .nت صحة اقتراحك أياً كانت . ثمُ أثبnبدلالة  nuاقترح صيغة للحدّ  .4

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

  !"#����!�"$%�� !"&'	(   

)0نتأمّل المتتالية  )n nu   وفقتدريجياً المعرفة  ≤

0u a=     2     و
1

1

2n nu u n n+ = + +   ( )∗  

)0المتتالية  تُحقّقبحيث  Pمن الدرجة الثانية عيّن كثير حدود  � )n nt التي حدها العام  ≤

( )nt P n= التدريجية  العلاقة( 2 نفسها أي ∗(
1

1

2n nt t n n+ = +   .nأياً كانت  +

)0أثبت أن المتتالية  � )n nv nالتي حدها العام  ≤ n nv u t=   هي متتالية هندسية. −
  .aو  nبدلالة  nuثمnv  اكتب عبارة  �
  

7  

8  
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  نحو الحلّ   ��

)2. لنكتبه إذن بالصيغة Pنبحث عن كثير حدود من الدرجة الثانية    � )P n an bn c= + +. 
)نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام  cو bو aلتعيين الأمثال  )nt P n=  تُحقق العلاقة

  التدريجية.
)0بيّن أنّ  .1 )n nt )علاقة التدريجية تحقق ال ≤  إذا وفقط إذا كان ∗(

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

         − + + − + + + =               
  

 .nأياً كان العدد الطبيعي 

 ثمُّ عين هذه الأعداد. .cو bو aاستنتج من ذلك جملة بسيطة من المعادلات تحققها  .2

)0لإثبات أنّ المتتالية    � )n nv 1nبحيث تتحقق المساواة  qهندسية، يكفي أن نجد عدداً  ≤ nv qv+ = ،
  .qعيّن 

  .يمكننا إنجاز المطلوب nt، ثمُّ لأنّنا نعرف nvيمكننا استنتاج  qو 0vبمعرفة    �
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

    إلى الأمام قدُُماً 

1aونفترض أنّ  bو a عددين حقيقيين نُعطى  )0المتتالية  نتأمّل .≠ )n nv التي تحقق   ≤

1n nv av b+ =   . nالعدد الطبيعي  ، أياً كان+
1يحقق  fعيّن تابعاً  � ( )n nv f v+ 0nأياً كانت قيمة  = ≥.  
)حلّ المعادلة  ℓاحسب  � )f x x=.  
)0ف المتتالية نعرّ  � )n nu nحيث  ≤ nu v= − ℓ ّن )0. أثبت أ )n nu هندسية، واستنتج  ≤ متتالية 

nu   بدلالةn وa وb 0وv ثمُّ استنتج .nv .بدلالة هذه المُعاملات  

)0نتأمّل متتالية   )n nu   :وفق معرّفة بالتدريج ≤
0 1

1 1

2, 4,

5 6 ( 1)n n n

u u

u u u n+ −

 = =
 = − ≥

  

5aيحققان  bو aيقيين عددين حق عيّن � b+ 6abو  = =.  
)0 لتكن � )n nv 1nالمتتالية  ≤ n nv u au+= − 0. أثبت أن( )n nv   .bمتتالية هندسية أساسُها  ≤
)0 لتكن � )n nw 1nالمتتالية  ≤ n nw u bu+= − 0. أثبت أن( )n nw   .a متتالية هندسية أساسُها ≤

  .nبدلالة  nuاستنتج عبارة ثمُّ  .nبدلالة  nwو  nvرْ عن عبّ  

10 

9  
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n ،2nأثبت، أيّاً كان العدد الطبيعي  � ≥ : 2، أن 23 ( 1)n n× ≥ +.  
)نرمز بالرمز  � )E n  23« إلى القضية 2 5n n n≥ + ×.«  

)، تكون nما أصغر عدد طبيعي غير معدوم  � )E n صحيحة عنده؟  
�  أثبت أن( )E n  صحيحة، أيّاً كان العدد الطبيعيn 5 الذي يحقق الشرطn ≥.  

  

)نرمز بالرمز   )E n  23« إلى القضية ( 2)n n≥ +.«  
   صحيحة؟ E(4)و E(3)و E(1)و E(0) أَتكون القضايا �

)أن القضية بالتدريج  أثبت � )E n  صحيحة عند كل عدد طبيعيn 3 يحقق الشرطn ≥.  
  

  .nأياً كان العدد الطبيعي  كل من الخواص الآتيةبالتدريج، صحة  أثبت 
�  »4 5n 32«  �    ».3مضاعفٌ للعدد  + 1n   ».7مضاعفٌ للعدد  −
�  »3 2n n+  3مضاعفٌ للعدد«.    
  »2 1 23 2n n+   .»7مضاعفٌ للعدد  ++
  

10العددَ  9يقسمُ العددُ « نرمز إلى القضية   1n )بالرمز» + )E n ،في حالة n ∈ ℕ .  
)ه إذا كانت أثبت أنّ  � )E n  صحيحة عند قيمةٍ للعددn كانت عندئذ ،( 1)E n   صحيحة. +
)القضية أتكون  � )E n  صحيحة علىℕ.رْ إجابتك ؟ بر  
  

 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ≤ 1u 1و  = 2n nu u+ = 0nعند كل  + ≥.  
�  0أثبت أن 2nu≤   .n، أيّاً كان العدد الطبيعي ≥
)0أثبت أن المتتالية  � )n nu   متزايدة تماماً. ≤

 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ≤ 1u 1و  =

3 2

2 6
n

n
n

u
u

u
+

+
=

+
0nعند كل   ≥.  

�  3التابع  أثبت أن 2

2 6

x
x

x

+

+
1 متزايدٌ تماماً واستنتج أنّ  ֏

2
1nu<   .n، أيّاً كان العدد ≥

)0أثبت أن المتتالية  � )n nu   متناقصة تماماً. ≤

16 

15 

14 

13 

12 

11 
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عددٌ حقيقي من المجال  θليكن  
2
0, π 

   . 0المتتالية ثمُّ نعرّف( )n nu   معرفة وفق ≤

0 2cosu θ=  1و 2n nu u+ = n في حالة + ∈ ℕ.  
  .2uو 1uاحسب  �

2cosج، أن يأثبت بالتدر  �
2

n n
u

θ =   
.  

21تذكرْ أن مساعدة:  cos2 2cosθ θ+ =.  
  

)هي مجموعة النقاط  H، محدث بمعلم متجانس، Pفي مستوٍ   , )M x y  إحداثياتها التي تحقق
2المعادلة  25 1x y− )التابع الذي يقرن بكل نقطة  fليكن  .= , )M x y  من المستويP  النقطة

(9 20 ,4 9 )M x y x y′ + )، أي + )f M M  ، ثمُّ (1,0)النقطة التي إحداثياتها  0Sلتكن  .=′
)0متتالية النقاط  Pلنتأمّل في المستوي  )n nS 1 معرفة وفق:ال ≤ ( )n nS f S+ = . أثبت أنnS 

  .أعداد صحيحةها تإحداثيا أنّ و  Hمن المجموعة  نقطة
  

 نضع  عدد طبيعي غير معدوم.  إلى nعدد حقيقي ويرمز  إلى xيرمز  
(2 1) )cos cos(3 ) cos(5 ) cos(n n xS x x x −= + + + +⋯  

:تعرفها باستعمال دساتير مثلثاتية � أثبت أن ، 

( )
1

sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b⋅ = + + sin(2و      − ) 2 sin cosa a a=   

ل كلاً من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين � مثلثيتين إلى مجموع نسبتين مثلثيتين حو.  
sin cos((2 1) )x n x⋅ sin   و   + cosnx nx⋅  

�  أثبت أنsin( )
cos( )

sinn

nx
S nx

x
= 1n، أياً يكن × )و   ≤ )x k kπ≠ ∈ Z.  

19 

18 

17 
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  : النها�ت و
سـتمرار التوابع     
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، وأراد يوماً ز�رة يسكن عد�ن سفح جبل عالٍ   
بيتٍ يتربعّ على قمة الجبل. هناك  في جدّه ا0ي يقيم

 Aن إلى بيت جدّه والرح�طريق واحدة من بيت عد
  اراً كاملاً من شروق الشمس إلى غروبها.نه تسـتغرق

أعدّ عد�ن عدُّته وانطلق في رحلته في الصباح الباكر مع أوّل أشعة الشمس البازغة، 
عوده يستريح من وقت إلى اخٓر ويسـتمتع dلمناظر الخلابة، وفي بعض وكان في رحA ص

  الأحيان يرجع على أعقابه ليقطف زهرة أو ثمرة من شجرة. 

وصل عد�ن إلى بيت جده عند الغروب كما 
 Aز نفسه لرحvّكان متوقعّاً، فالتقى جدّه وتسامرا و
 zن عائداً إلى منز�العودة في اليوم التالي. انطلق عد
مع بزوغ الشمس، كانت رحA النزول أسهل، فراح 
يسرُع أحياً� ويبُطئ أحياً� أخرى، ويتوقفّ لتناول 

  الطعام. وصل عد�ن إلى منزz مع غروب الشمس. 

تعلم أنهّ يوجد موقع على الطريق أشارت عنده ساعة عد�ن إلى الوقت نفسه في ا� 
  رحA ا0هاب وفي رحA العودة؟

  نة القيمة الوسطى التي سـندرسها في هذه الوحدة.هذه نتيجة من مبره 

  

 الشمس غروب شروق الشمس

البُ 
نان

عد
زل 

 من
عن

عد 
 

  

 
 رحلة الإياب رحلة الذهاب

 

 الوقت
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  انطلاقة نشطة 

  حل المعادلات 

  .ℝمعرفة على  fالأشكال الآتية هي الخطوط البيانية لتوابع 

  

) الحل الهندسي لمعادلة )f x k= وجود نقاط مشتركة بين الخط البياني  عن هو البحثfC  للتابعf 
yالذي معادلته  d والمستقيم k=.  يمكن حل المعادلة نعلم أنّه من الدرجة الثانية،  كثير حدودفي حالة
( )f x k=  ًعندها نرسم الخط البياني في الحالة العامة قد يستحيل حلها ولكنجبرياً. حلا .fC  للتابعf 

yالذي معادلته  dونرسم المستقيم  k= فتكون فواصل النقاط المشتركة بين ،fC  وd  حلولاً للمعادلة
( )f x k= .إن كان لها حلول  

ف على معرّ  f الخط البياني لتابعالمجاور  في الشكل رسمنا  �
,0]المجال   1المحصور بين العددين  kأياً كان العدد الحقيقي . [4

)، كان للمعادلة 5و  )f x k=  للتابع  الخط البياني حلول. لأنf 
 مستمرنقول في هكذا حالة إن التابع  .»قطعة واحدة« مكوّن من

,0]على المجال  4] .  
  

معرف  fالخط البياني لتابع فنجد أيضاً  أمّا في الشكل المجاور  �
,0]على المجال  )ليس للمعادلة . ولكن [4 )f x k=  حلول عندما

3تكون  4k<  .الخط البياني ليس قطعة واحدةلاحظ أنّ . ≥
,0]على المجال  غير مستمر f نقول في هكذا حالة إن التابع 4] .

   )2غير مستمر عند  بالتحديد ،هو(

x

y

O

d k

Cf
x

y

O

d k

Cf
x

y

O

k

Cf

3

d
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]فة على المجال معرّ  fالأشكال المرسومة أدناه، هي الخطوط البيانية لتوابع  3, 3]− +.  

  

�  على المجال  الثلاثة مستمرٌ  التوابع أي[ 3, 3]−   ها غير مستمر عليه.وأيّ  +
)اذكر، في كل حالة، عدد حلول المعادلة  � )f x k= ،قيم تبعاً لk .  

  ومجالات استمرار ونهايات 

  تابع الجزء الصحيح �
1nيحقق  n، يوجد عدد صحيح وحيد xأيّاً يكن العدد الحقيقي  x n≤ <  nيسمى العدد  .+

)يرمز إليه بالرمز ، و xلعدد الحقيقي لالجزء الصحيح  )E x. :على سبيل المثال  
( ) 3E π = 3، لأن 3 1≤ π < ) و  + 3.5) 4E − = − 4، لأن 3.5 3− ≤ − < −.  

ابع تل في الشكل المرافق، ما رُسم باللون الأحمر هو الخط البياني
  .]0,2]على المجال  معرف

:تحقق أن التابع هو  � ( )E x E x֏ (1). احسبE.  
  ؟1في النقطة  E للتابعنهاية  E(1)هل  �

)، 1معرف في النقطة  Eالتابع  مع أنّ   )(1) 1E )قيم ولكن  = )E x تتجمّع حول قيمة  لا

في غير مستمر . نقول إنه 1عند نهاية ، فليس لهذا التابع 1من  xعند اقتراب  )نهاية(محدّدة 
  .1النقطة 

 يتألف من قطعتين، فهو يعاني انقطاعاً عند  ]0,2] على المجاللهذا التابع خط البياني اللاحظ أن
1x = نقول إن .E  0,2]غير مستمر على المجال[.  
  .]2,5]على المجال  Eارسم الخط البياني للتابع  �

.a  التابع  ]2,5]في أية نقاط من المجالE غير مستمر؟  
.b  هلE  لْ إجابتك.]3,5[مستمر على المجال؟ عل   
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  صورة مجال �
)هي مجموعة الأعداد  fوفق تابعٍ  I صورة مجالٍ  )f x عندما تتحوّل x  فيI يع القيم آخذة جم

). نرمز إلى هذه المجموعة بالرمز فيه )f I.  
f:2ارسم الخط البياني للتابع  � x x֏ لاحظ أن .f  مستمر علىℝ  فهو مستمر على كل

  مجال.
]و [0,2]، صورة كل من المجالات f، وفق عيّن � ]و −[2,2 2, [و −[4 ,2]−   .ℝو ∞

)المجموعة  لاحظ أنّه في كل حالة كانت  )f I .ًمجالا  

  

        عند اللانهايةنهاية تابع     
1.1 . . . .   �������  �
	����) ������� ��(  ���+∞ ) ��(−∞�����  �	��� �  ،.  

تحوي   f مجموعة تعريفهذا يعني أنّ ، ∞+ في جوار اللانهاية الموجبة اً معرّفتابعاً  f ليكن
[مجالاً من الشكل  [,a a حيث ∞+ ∈ ℝ.  

  

 
 1  تعريف

)إذا كانت قيم  ℓهي  ∞+عند  fنهاية  نقول إنّ  )f x  تصبح قريبة من القيمةℓ أو تتجمّع ،
limكبيرة بما يكفي. ونكتب  xعندما تصبح ، ℓحول  ( )

x
f x

→+∞
= ℓ. 

0εمهما اخترنا العدد  بصياغة أدق >
)فإن قيم    )f x  ستقع

,داخل المجال  − ε + ε ℓ ℓ  ًقيمة معينةمن  بدءا A وذلك ،
  كما هو موضّح في الشكل المجاور.
y الذي معادلته في هذه الحالة نقول إنّ المستقيم = ℓ 

، لأنّ المنحني fC للمنحني ∞+عند  مقارب أفقيمستقيم 
  . xندما تزداد قيم يقترب من هذا المستقيم ع

limونعرّف بالمثل  ( )
x

f x
→−∞

= ℓ  في حالة تابعf  معرّف في

الذي  المستقيم وعندئذ يكون .∞−جوار اللانهاية السالبة 
y معادلته = ℓ للمنحني ∞−عند  اً أفقي اً مقاربماً مستقي fC.  

  

fC

y

O

ℓ

A x

−εℓ

+εℓ

fC

y

O

ℓ

0x x

ε−ℓ

ε+ℓ
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  :∞+عند  ℓ=0هي  الآتيةالتوابع  كل من أنّ نهاية تذكّر
1

x
x

و ֏
2

1
x

x
1و ֏

n
x

x
1 و n)في حالة عدد طبيعي غير معدوم ( ֏

x
x

֏  

0yفالمستقيم المنطبق على محور الفواصل الذي معادلته  مستقيم مقارب أفقي للخط البياني لكل  =
  لكل من التوابع ∞−. وكذلك يكون المستقيم نفسه مستقيماً مُقارباً أفقياً في جوار ∞+ منها في جوار

1
x

x
و ֏

2

1
x

x
1و ֏

n
x

x
  .n)طبيعي غير معدوم في حالة عدد ( ֏

1....2 . . . .    �
	���� ��"	#$��  ���+∞ ) ��(−∞  
تحوي مجالاً   f مجموعة تعريفأي أنّ ، ∞+ في جوار اللانهاية الموجبة اً معرّفتابعاً  f ليكن

[من الشكل  [,a a حيث ∞+ ∈ ℝ.  
  2  تعريف 

)قيم إذا كانت  ∞+هي  ∞+عند  fنقول إن نهاية  )f x عدد  أيّ  (أي تصبح أكبر) تتجاوز
نكتب ذلك و كبيرة بما يكفي.  xتكون عندما  Mحقيقي 

lim ( )
x

f x
→+∞

=   يُكافئ هذا التعريفُ القولَ: .∞+

  :قحقّ يُ  Aد عددٌ حقيقي ، وُجِ Mأياً كان العدد الحقيقي  
xإذا كان  A>  كان( )f x M>.  

عندما  Mفي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 
  .Aأكبر من حدٍ معيّن  xتصبح 

limنعرّف بالمثل كلاًّ من  ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞− ( )
x

f x
→−∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞.  

  
  .∞+د عن ∞+هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع  تذكّر ����

lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞

A

M

y

x

fC

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞

M

A

fC

y

O x

M

fC

y
O xA

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

A

M

y

x

fC
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2 3, , ,x x x x x x x x֏ ֏ ֏ ֏  
  .∞−عند  ∞+هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع و  ����

2x x֏ وnx x֏ ) غير معدوم في حالة عدد طبيعي زوجي(n  
  .∞−عند  ∞−هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع و  ����

x x֏ وnx x֏ ) في حالة عدد طبيعي فردي(n  

  تكريساً للفهم  

  ؟ ∞+نهاية عند  sinلماذا ليس لتابع الجيب   

. ولأنℓ نرمز إليها بالرمز لأن هذه النهاية موجودة، و على سبيل الجدل نفترض ل
1 sin 1x− ≤ ≤ ]إلى المجال  ℓ فلا بُدّ أن تنتمي النهاية ،ℝمن  x أياً كان + 1, 1]I = − + .  

1ونصف قطره  ℓمركزه  Jلنتأمل مجالاً مفتوحاً 
3

2يساوي  Jطول المجال لمّا كان  .
3

وهو ، 
)و 1المسافة بين العددين ( 2أصغر تماماً من   1على العددين  إن هذا المجال لن يحتويف، −1

1في آن معاً، وإذا افترضنا مثلاً أنّ  −1و J− sinقيم  كانت ∌ x  عند جميع الأعداد

2
2x k ππ= sinxيجعل  Aإذن لا يوجد حدJ . خارج المجال  − J∈  في حالةx A> ،

limوهذا يُناقض الافتراض  sin
x

x
→∞

= ℓ وعليه ليس للتابع .sin  نهاية عند+∞.    

  

  »في غاية الكبر x«استعمال   

}\ف على المعرّ  fلتابع لنتأمّل ا 3/2}−ℝ 4 الصيغة وفق 5
( )

2 3

x
f x

x

−
=

+
.  من المعلوم أن

lim ( ) 2
x

f x
→+∞

x الشرط: إذا كان الذي يحقق Aالعدد  عيّن .= A> انتمى ( )f x  إلى المجال

  .0.05ونصف قطره  2الذي مركزه  I المفتوح
  

    الحل  

 مثال

1

ℓ

π
2

3π
2

5π
2

7π
2

9π
2

J
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)ينتمي  )f x إلى المجال المفتوح I  إذا تحقّقت المتراجحة 0.05ونصف قطره  2الذي مركزه  
1

( ) 2
20

f x − <  

  ولكن
4 5 11

( ) 2 2
2 3 2 3

x
f x

x x

− −
− = − =

+ +
  

  إذن تُكافئ المتراجحة السابقة الشرط
11 1

|2 3| 20x
<

+
  

2|أو  3| 220x + 0xافتراض أن  نا، يمكنxللمتحول  بيرةينصب اهتمامنا على القيم الك وإذْ . < > ،
2إذن  3 0x + 220 من ثَمّ و  < 2 3x< 108.5x، أو + 108.5xإذا كان  أنّه ينتج عن ذلك .< > ،

)انتمى  )f x  2[إلى المجال 0.05,2 0.05[I = − 108.5Aأخذ يمكن أن نو .  + =.  

  الوضع النسبي للخط البياني لتابع ومقاربه الأفقي  

lim ا كانلمّ السابق.  المثالفي  ( ) 2
x

f x
→+∞

2yالذي معادلته  ∆ كان المستقيم، = مقارباً  =

)ادرس، بالاعتماد على إشارة . fالتابع  fCأفقياً للخط البياني  )f x y− وضع الخط البياني ،
fC  بالنسبة إلى المستقيم المقارب△.  

  
)إلى دراسة إشارة المقدار  .∆بالنسبة إلى المستقيم  fCالخط البياني تؤول دراسة  ) 2f x   وجدنا  ولقد −

11
( ) 2

2 3
f x

x

−
− =

+
  

)واضح أن ومن ال ) 2f x 3ب على المجال موج −
1 2

,I  = −∞ −    وسالب على المجال
3

2 2
,I  = − +∞  .  وبهذا يقعfC 1في المجال  ∆ فوقI  2وتحته في المجالI.  

 
    تَدربْ  

  .∞−وعند  ∞+حسب نهايات التوابع الآتية عندا �
4 3 2

3 4 3 2

4 3 3 2

( ) 3 1 ( ) 1

( ) 5 3 1 ( ) 8 12 5

( ) 2 100 ( ) 7 2 5 1

f x x f x x x x

f x x x f x x x x x

f x x x f x x x x

= − + = − + − +

= − − = − + −

= − + = + − −

� �

� �

	 


   

5بالعلاقة  عطىالم fنهاية التابع  احسب � 1
( )

1

x
f x

x

−
=

−
 يحقق Aدداً ع أعطِ ، ثم ∞+عند  

xإذا كان الشرط:   A> كان ،( )f x  4.9,5.1[في المجال[.  

    الحل

 مثال
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  عدد حقيقي عندنهاية تابع   

، وأننا نرمز أو اجتماع عدة مجالات غير تافه مجال ومما سندرسه ه f أي تابع نُذكّر أنّ منطلق  
إلى منطلق هذا  a فإمّا أن تنتمي a. وعند دراسة نهاية هذا التابع عند نقطة fDإليه بالرمز 

  التابع أو تكون طرفاً لأحد مجالات هذه المنطلق.

1....2 . . . .    �
	���� ��"	#$��  ���%�&	'��  �	��� ،����( )��  

 
 3  تعريف

)إذا تجاوزت قيم  ∞+هي  aعند  fنقول إن نهاية  )f x  أي عدد حقيقيM ن تقترب حيx 
limنكتب ذلك و . aبما يكفي من العدد  ( )

x a
f x

→
= +∞.  

عندما يصبح   Mفي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 
عدد حقيقي موجب  α حيث، αأصغر من حد معين  aعن  xبُعد 

  تماماً. 
لٌ ايوجد مجف Mالحقيقي  العددُ  مهما كَبُرَ  القولَ  يكافئ التعريف السابق

fIمن  xإذا كان « : يحقق aمركزه  Iمفتوح  D∩ كان ،( )f x M>.«  

xن المستقيم الذي معادلته إنقول  a=  لمنحني التابع.  قارب شاقوليستقيم ممهو  

limونعرّف بالمماثَلة  ( )
x a

f x
→

= )، إذا صارت قيم ∞− )f x  سالبة

قريبة بما  xسابقاً عندما تكون  مُعطى  Mوأصغر من أي عدد حقيقي 
يوجد ف M السالب يقيالحق العددُ  صَغُرَ  مهماو . أaيكفي من العدد 

  : يحقق aمركزه  Iلٌ مفتوح امج
fIمن  xإذا كان «  D∩ كان ،( )f x M<.«  

xن المستقيم الذي معادلته أيضاً في هذه الحالة إنقول  a=  لمنحني التابع. مستقيم مقارب شاقوليهو  

  

y

O

M

a x

fC

a−α a+α

y
O

M

a x

fC

a−α
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1التابع  
:f x

x
[معرّف على المجال  ֏ [0,fD = +∞ .

0aالنقطة و  ولكنها أحد طرفي هذا  fD للا تنتمي إلى المجا =
0aالمجال، يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عند النقطة  =. 

1فإن القيم  0من  xعندما تقترب الأعداد 

x
أكثر تصبح كبيرة  

عدداً حقيقياً موجباً تجاوزت قيمُ التابع العددَ  M فأكثر. إذا كان
Mمهما كان ،M  كبيراً، عندما تصغر قيمةx  2بحيث يصبح

1
0 x

M
< < .  

  . ونكتب عندئذ ∞+ تساويعند الصفر   fنهاية التابع ن إفي هذه الحالة  نقول

0

1
lim
x x→

= أو    ∞+
0

1
lim
x x+→

= +∞  

0xويكون محور التراتيب الذي معادلته    لمنحني التابع. مقارباً شاقولياً  =

2.2.  ��� �
	����a  ����( )�� �*ℓ  

 
  4 تعريف

)إذا تجمّعت القيم  ℓهي  aعند  fنقول إن نهاية  )f x  قرب القيمةℓ  عندما تصبحx  قريبة بما
lim.  ونكتب ذلك aيكفي من  ( )

x a
f x

→
= ℓ.  

  :صياغة دقيقة
0εمهما كان  ���� )فإن القيم   < )f x  ستقع داخل المجال

,ε ε − + ℓ ℓ  عندما يصبح المتحولx  منfD  قريباً من
aيصبح بعده عن  عندما ، أيa  معين  أصغر من حدδ 
  .ε)يتعلّق بالعدد (

0εمهما كان أو  ���� )مجموعة حلول المتراجحة فإنّ  < )f x ε− <ℓ  تحوي مجموعة من
[النمط  , [fD a aδ δ∩ − 0δحيث  + >. 

0εمهما كان  أو ���� [فتوجد مجموعة من النمط  < , [fD a aδ δ∩ − 0δحيث  + تحقق  <
)عناصرها المتراجحة  )f x ε− <ℓ. 

  
  

  مثال

M

x

fC

y

21/MO

x

y

O

ℓ
ε

ε

a
δδ
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  تعيين مجال  

:نهاية للتابع  3العدد نعلم أنّ  4 1f x x  الشرط: قيحقّ  2مركزه  Iمجالاً عيّن  .2عند  ֏+
)، كان Iمن المجال  xإذا كان  )f x 2.99من المجال, 3.01J  =  .  

  

)«يكافئ القولُ  )f x  2.99,3.01من المجال 
  « َ2.99« القول 4 1 3.01x< + إذن  ،»>

2 22.99 4 1 3.01x< +  أخيراً و  >
2 22.99 1 3.01 1

4 4
x

− −
< تؤول بعد الاختزال  وهذه المتراجحة ،>

1.985025 إلى 2.015025x< I]1.99,2.01[فمثلاً يمكننا أخذ المجال . > )لينتمي  = )f x  إلى 
2.99,3.01المجال  

   أياً كانx  منI.  

  وكان بالإمكان أيضاً أن نلاحظ أنّ 
4( 2)

4 1 3
3 4 1

x
x

x

−
+ − =

+ +
  

0xومنه، في حالة    لدينا <
4 | 2| 4 | 2|

4 1 3 | 2|
3 4 1 3 4 0 1

x x
x x

x

− −
+ − = < = −

+ + + × +
  

|فالشرط  2| 0.01x − 4يقتضي  > 1 3 0.01x + − 1.99,2.01xأو المتراجحة  >  ∈     تقتضي
2.99 4 1 3.01x< + <.  

  

    تكريساً للفهم  

  ؟ fD، بالضرورة، نهاية عند كل نقطة من f لماذا لا يكون لتابعٍ  
I[0,5] على المجالالمعرف  f الخط البياني للتابع مثلاً  لنتأمل   :وفق =

1, [0,2[
( )

3, [2,5]

x
f x

x

 ∈= 
 ∈

  

(2) 3f . في 2إلى  x عندما تسعى fليس نهاية للتابع  3 ولكن، =
2.5,3.5I، إذا تأملنا المجال المفتوح حقيقة الأمر  =    2الذي مركزه 

)لوجدنا أنه لا يحتوي جميع القيم   ،0.5ونصف قطره  )f x  الموافقة لقيم
x جال مفتوح أي مالتي تنتمي إلىJ  فعندما تقترب2مركزه . x  ضمن
J  يكون )من اليسار( 2أصغر من بقيم ( ) 1f x نتمي تلا  1 القيمةو  =

  .3نهاية عند  fهذا إثباتٌ أنْ ليس للتابع  .Iإلى 

    الحل

  مثال

x

y

O 2

1

3
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  ؟ نتحدّث عن نهاية من اليمين ونهاية من اليسارلماذا  
قصرنا إذا ، ولكن )ولا لانهائيةقيقية حلا ( aله نهاية عند  ليس f تابعٍ أنفسنا أمام قد نجد  نالأن

[ المجموعةعلى مجموعة تعريفه  , [ fa D+∞  للتابع الجديد أصبحو ، غير خاليةذه الأخيرة وكانت ه ∩
يقبل لتابع ا عندئذ إن  قلنا ،)لانهائيةحقيقية أو ( ℓنهاية  ، )الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه(

  ونعبر عن ذلك بالكتابة : aنهايةً من اليمين عند 
lim ( )
x a

f x
+→

= ℓ  أو
,

lim ( )
x a x a

f x
→ >

= ℓ  

[ كانت المجموعةمماثلة، إذا وبال , [ fa D−∞ على قصرنا مجموعة تعريف التابع ، وإذا غير خالية ∩
[ة المجموع , [ fa D−∞  ℓ، نهاية )الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه(أصبح للتابع الجديد ف، ∩

  ونعبر عن ذلك بالكتابة : aعند  اليسارنهايةً من يقبل لتابع ادئذ إن عن قلنا ،)لانهائيةحقيقية أو (
lim ( )
x a

f x
−→

= ℓ  أو
,

lim ( )
x a x a

f x
→ <

= ℓ  

  

    

0

1
lim
x x+→

= و   ∞+
0

1
lim
x x−→

= −∞  
0

| |
lim 1
x

x

x+→
= و +

0

| |
lim 1
x

x

x−→
= − 

 
    تَدربْ  

في حالة عدم  اة، ويمكنالمعط aوعند النقطة  ∞−وعند  ∞+احسب نهايات التوابع الآتية عند   �
  .aمن اليسار عند النهاية حساب النهاية من اليمين و  وجودالنهاية

2

2

2 3
( ) , 2 ( ) , 1

2 1
5 1 2 1

( ) , 1 ( ) , 1
1 1

2 2
( ) 3 5 , 2 ( ) , 2

2 ( 2)

x x
f x a f x a

x x
x x

f x a f x a
x x

x
f x x a f x a

x x

+ −
= = = =

− −
+ −

= = − = = −
+ +

+
= − + = − = =

+ −

� �

� �

	 


   

المعين بالعلاقة  fنهاية التابع  جِدْ  �
2

5 1
( )

( 1)

x
f x

x

−
=

−
إذا  :الشرط قيحقّ  αعدداً  عيّن، ثم 1عند  

1[المجال  من عنصراً  xكان  ,1 [α α− )3، كان 1مختلفاً عن  + ) 10f x >.  

  مثال

x

y

O

1
:f x

x
֏

x

y

O

1

1−

| |
:

x
f x

x
֏



  

39  

   النهايات العمليات على 
fات الآتية، التي سنعرضها في جداول،  في حساب نهايات التوابع تفيد المبرهن g+  وfg  وf

g
إذا  

. ℝمن  aأو عند نقطة ما  ∞−أو عند  ∞+. هذه النهايات مأخوذة إما عند gو fكنا نعرف نهاية 
تتطلب الحالات التي  هي أعداد حقيقية. الخانات ذات اللون الأحمر تدل على ℓ′و ℓفي الجداول أدناه 

. في بقية الحالات، نقبل النتائج المبينة وهي حالات عدم التعيينستنتاج النهاية ونسميها لا دراسة إضافية
سهلة التوقع حدسياً، فمثلاً إذا كان 

1
lim ( )
x

f x
→

= وكان  ∞+
1

lim ( ) 3
x

g x
→

 أنّ  ندركفإننا   =

( )
1

lim ( )
x

f g x
→

+ = +∞.        

.1.3 +��,� �
	#   
  ∞+  ∞−  ∞+  f  ℓ  ℓ  ℓ نهاية

  ∞−  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  g  ′ℓ نهاية

f نهاية g+  ′+ℓ ℓ  +∞  −∞  +∞  −∞    

.2.3  -��.� �
	#  
  f  ℓ  0>ℓ  0>ℓ  0<ℓ  0<ℓ  +∞  +∞  −∞  0 نهاية

  ∞−أو ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  g  ′ℓ نهاية

fg  ′⋅ℓنهاية ℓ  +∞  −∞  −∞  +∞  +∞  −∞  +∞    

.3.3 �/0�� �
	#  

3.1.3.  �
	#g �12�� 3�	/4 �  
  ∞−أو ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞+  f  ℓ  ℓنهاية 

g  0′نهاية  ≠ℓ  +∞ 0  ∞−أو′ >ℓ  0′ <ℓ  0′ >ℓ  0′ <ℓ  +∞ أو−∞  
fنهاية

g
  

′
ℓ

ℓ
  0  +∞  −∞  −∞  +∞    

3.2.3.  �
	#g  �12�� 3�	/4  
  0  ∞−أو ℓ>0  ∞−أو  ℓ>0  ∞+أو ℓ<0  ∞+أو f  0>ℓنهاية 

  0  سالبة gوقيم  0  موجبة gوقيم  0  سالبة gوقيم  0  موجبة gوقيم  g  0نهاية 

fنهاية 

g
  +∞  −∞  −∞  +∞    
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.4.3  5�6 7�8��� 9��  
عندما نكون بصدد حالة عدم تعيين فإننا لا نستطيع أن نحدد النهاية اعتماداً على الجداول السابق، وتلزم 

  الحالة. هذه الحالات الأربع هي دراسة أكثر تفصيلاً في هذه

»0

0
«   »±∞

±∞
«   »0 × ±∞«   »+∞ − ∞«  

حالات عدم التعيين وليس لها معنى رياضي إذ لا يجوز مثلاً  كتابةهذه الكتابة هي رموز لتسهيل 
  أن يكون المقام معدوماً في الكسر الأول.

  كيف نستفيد من المبرهنات السابقة؟  

التابع  احسب نهاية
2

:
sin

x x
h x

x

−
  .عند الصفر ֏

  
fh تابعين، إذ إنّ  قسمةمن  hينتج 

g
f:2 وقد عرّفنا = x x x−֏  و: sing x x֏.  ّونلاحظ أن  

0
lim ( ) 0
x

f x
→

و  =
0

lim ( ) 0
x

g x
→

 نُحاول مثل هذه الحالة، نالعمليات على النهايات لا تجيب ع إنّ  .=

  نكتب تكون أكثر مُلاءَمة لحساب النهاية، ف hالبحث عن صيغة أخرى للتابع  إذن
( 1) ( )

( ) ( 1)
sin sin ( )

x x x u x
f x x

x x v x

−
= = × − =  

sin حيث 
( )

x
v x

x
)و  = ) 1u x x=   وهنا نعلم من دراستنا السابقة أنّ ، −

0 0

sin
lim ( ) lim 1
x x

x
v x

x→ →
=    و   =

0 0
lim ( ) lim( 1) 1
x x

u x x
→ →

= − = −  

إذن نستنتج من العمليات على النهايات أنّ 
0

lim ( ) 1
x

f x
→

= −.  

  إزالة عدم تعيين  

1التابع  احسب نهاية 1
:

x
f x

x

+ −
  .0 عند ֏

  
، لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي مباشرة مبرهنات العمليات على النهاياتمن  الاستفادةمكن تلا 

  نكتبلذلك  الصفر.
( )( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1
( )

1 11 1 1 1

x x x
f x

xx x x x

+ − + + + −
= = =

+ ++ + + +
.  

) ولما كان )
0

lim 1 1 2
x

x
→

+ +  استنتجنا أنّ ، =
0

1
lim ( )

2x
f x

→
=.  

    الحل

  مثال

    الحل

  مثال
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  إزالة عدم تعيين  

:التابع  احسب نهاية
1

x x
f x

x

+

+
  . ∞+ عند ֏

  
  نكتب

11 1

( )
1 1

1 1

x
x

x xf x

x
x x

  + +  
= =

  + +  

)، ∞+في جوار (   0x >.  

1لدينا و 
lim 0
x x→+∞

1و  =
lim 0
x x→+∞

lim، إذن = ( ) 1
x

f x
→+∞

=.  

  

    تكريساً للفهم  

  ؟ ∞−أو  ∞+سرية عند كيف نجد نهايات توابع كثيرات حدود صحيحة و نهايات توابع ك  

، نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حده المُسيْطر، أي ∞− وكذلك عند ∞+ عند ����
 خارج قوسين. درجة الأعلىنضع الحد  لإثبات هذه الخاصة الذي له أعلى درجة.

3نهاية التابع  لدراسة   2: 2 1f x x x x− + طر هو سيْ رى أنّ الحد المُ ن ،∞+ عند ֏−
3x فنكتب ،  

3

2 3

2 1 1
( ) 1f x x

x x x

 = − + −   
  

  ولمّا كان

2

2 1 1
lim 1 1
x x xx→+∞

  − + − =  
3lim  و  

x
x

→+∞
= +∞  

limاستنتجنا أنّ  ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

 )حدودلامن بسطه ومقامه تابع كثير  كل (، تساوي نهايةُ تابع كسري ∞−أو  ∞+عند  ����
 ذلك نُخرجلإثبات  في المقام. طرالمُسيْ  الحد البسط على المُسيْطر في نهايةَ خارج قسمة الحدّ 

 عن النهاية م نبحثثُ  النتيجةخارج قوسين ونختصر  من البسط والمقام ، في كل مسيطرالحد ال
 المطلوبة.

    الحل

  مثال

  مثال
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نهاية التابع لندرس   
2

2 6
:

3 1

x
f x

x x

+

− +
ط هو إنّ الحدّ المسيْطر في البس .∞− عند  ֏

2x  2والحدّ المسيْطر في المقام هوx إذن نكتب في حالة  .x  :ٍسالبة وصغيرة بقدر كاف   

2

2 2

3 32 1 1
2

( )
3 1 3 1

1 1

x
x xf x

x
x

x xx x

  +  + 
= = ⋅

  − + − +  

  

  ولكن 

( )2

3 1
lim 1 1
x x x→−∞

− + 3 و   =
lim 1 1
x x→−∞

  + =  
2  و  

lim 0
x x→−∞

=  

limأو 0 تساوي ∞−عند  fإذن نهاية التابع  ( ) 0
x

f x
→−∞

=.  

 
    تَدربْ  

المعطاة، ويمكن عند الحاجة  aط اوعند النق ∞−وعند  ∞+احسب نهايات التوابع الآتية عند   �
  .aحساب النهاية من اليمين ومن اليسار عند 

2

2

2

2

2 1 2
( ) 2, 2 ( ) 1,2

( 1)(2 )4
1 1 1

( ) 1,2 ( ) 2 1
1 2 (1 )

x x
f x a f x a

x xx

f x x a f x x a
x x x

+
= = − = =

− −−

= + − = = − + =
− − −

� �

� �

        

عند أطراف مجموعة  fادرس في كل حالة نهاية  ، ثمf مجموعة تعريف التابع فيما يأتي  عيّن   �
  من اليسار.النهاية وادرس، عند اللزوم، النهاية من اليمين و  ،تعريفه

2

2

2

1
( ) 1 ( )

1
1

( ) ( )
1

( ) 1 ( )
1

x
f x x x f x

x
x x

f x f x x
x x

x x x
f x x x f x

x

+
= + − =

−
+

= = +
+

+ −
= − − =

+

� �

� �

	 


  

2المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع    � 1
( )

3

x
f x

x

− +
=

+
 قيحقّ  A، ثم أوجد عدداً ∞+عند  

xإذا كان  الشرط: A> كان ،( )f x  في المجال] 2.05, 1.95[− −.  

3لعلاقة المعين با fأوجد نهاية التابع    �
( )

3

x
f x

x

+
=

−
 قيحقّ  5مركزه  I، ثم أوجد مجالاً 5عند  

) نتمىا، Iإلى المجال  x انتمىإذا  الشرط )f x  3.95,4.05[إلى المجال[.  
  

  مثال
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  مبرهنات المقارنة 

.1.4   ��*:;�<	(=�  

 
  1مبرهنة  

I, من النمط ثلاثة توابع معرفة على مجال hو  gو  fلتكن  b = +∞   عند كل  لنفترض أنّهو
x من I تتحقّق المتراجحة ( ) ( ) ( )x xg xhf≤  ℓالنهاية  hو  gلتابعين . ثمُّ لنفترض أنّ ل≥

lim عندئذ، ∞+ ذاتها عند ( )
x

xf
→+∞

= ℓ.  

  الإثبات  
يحوي  ℓمركزه  Jض، كل مجال مفتوح الفرْ  استناداً إلى

) قيم جميع )g x و( )h x  الموافقة لقيمx  من مجال
,A +∞ .  ّويمكننا أن نفترض أنA b> ّعندها، لأن .

( ) ( ) ( )g x f x h x≤ )جميع  وقعت ،I على المجال ≥ )f x 
A,من المجال  xلقيم  الموافقة +∞  المجال  فيJ .  

limإذن  ( )
x

f x
→+∞

= ℓ 1التعريف  استناداً إلى.  

   

sinالتابع  احسب نهاية
:

x
f x

x
  .∞+ عند ֏

  
,0من  xعند كل  +∞  1 تتحقّق لمتراجحة sin 1x− ≤ ≤   نستنتج أنّ ومنها  +

sin1 1x

x x x
− ≤ ≤ +.  

) لأنّ و  ) ( )1 1
lim lim 0
x xx x→+∞ →+∞

− = + lim أنّ  1المبرهنة استنتجنا استناداً إلى  = ( ) 0
x

f x
→+∞

=.  

 
  2مبرهنة  

I, على مجال ينمعرفعين بتا gو  fليكن  b = +∞   عند كل  لنفترض أنّهوx  منI  تتحقّق
) المتراجحة ) ( )f x g x− ≤ℓأنّ  . ثمُّ لنفترض lim ( ) 0

x
g x

→+∞
limعندئذ ، = ( )

x
f x

→+∞
= ℓ.  

  

    الحل

  مثال
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  الإثبات  
)تعني المتراجحة  ) ( )f x g x− ≤ℓ  أن( ) ( ) ( )g x f x g x− ≤ ≤ +ℓ ℓ.  وإذlim ( ) 0

x
g x

→+∞
= فإن ،  

lim ( ( )) lim ( ( ))
x x

g x g x
→+∞ →+∞

− = + =ℓ ℓ ℓ.  

lim نجد، 1استناداً إلى المبرهنة ، عليهو  ( )
x

f x
→+∞

= ℓ.  

عند 2و 1تبقى نتائج المبرهنتين  عند صحيحة  ت  ن نستبدل  .∞−ما تؤخذ النهايا إذ يكفي أ
b−∞,المجال  

   بالمجال,b +∞ 
 .  

.2.4  �
	#$�� ��� �>�	��� ��*:;  

 
  3مبرهنة  

I, على مجال ينمعرف عينبتا gو  fليكن  b = +∞  .  
) كانذا إ � ) ( )f x g x≥ عند كل ،x  منI كان ، وlim ( )

x
g x

→+∞
=   ، كان ∞+

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

) كانإذا  � ) ( )f x g x≤ عند كل ،x  منI كان ، وlim ( )
x

g x
→+∞

=  ، كان ∞−

lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞.  

  الإثبات  
M,، كل مجال من النمط استناداً إلى الفرْض +∞   قيم يحوي جميع( )g x ،عندما x A> ، ّنا ولأن

Aيمكن أن نأخذ  b>، تتحقق المتراجحةف ( ) ( )f x g x≥، هذا المجال سيحوي أيضاً جميع  أنّ  نستنتج
)قيم  )f x ،عندما x A> إذن .lim ( )

x
f x

→+∞
=  ويجري بالمثل إثبات الفقرة .2 التعريف بناءً على ∞+

  الثانية من المبرهنة.
   

:التابع  احسب نهاية cosf x x x+֏ عند +∞.  

  
cos كان xمهما كانت  1x ≥ )ومنه  − ) cos 1f x x x x= + ≥ limولكن  ،− ( 1)

x
x

→+∞
− = +∞ ،

limينتج أن  3 لمبرهنةاستناداً إلى اف ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

    الحل

  مثال
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  مع تابع الجزء الصحيح  

)ادرس نهاية التابع  )
:

E x
f x

x
  .)هو تابع الجزء الصحيح E(. ∞+عند  ֏

  
( )E x  هو العدد الصحيح الوحيد الذي يحقق( ) ( ) 1E x x E x≤ < 1، أو + ( )x E x x− < ≤.  

,0من المجال  xوعند قيم  +∞  تتحقّق المتراجحة  
1 ( )

1
x E x

x x

−
≤ ≤  

)ولما كان  )1
lim 1
x

x

x→+∞

−
= فيدت مبرهنة الإحاطة، فإن  باستنتاج أنlim ( ) 1

x
f x

→+∞
=.  

  في جوار الصفر  

1ادرس نهاية التابع 
: sinf x x

x
  عند الصفر. ֏

  
1لاحظ أنّ 

( ) 0 | | sinf x x
x

− = 1 ، ولأنّ ×
sin 1
x

≤ ،

  ، فإنℝ {0}\من  xأياً تكن 
( ) 0 | |f x x− ≤.  

ولكن 
0

lim 0
x

x
→

 نجد 2 المبرهنةاستناداً إلى ، ف=
0

lim ( ) 0
x

f x
→

=.  

  

    تكريساً للفهم  

  ؟الإحاطة ما المعلومات الإضافية التي تزودنا بها مبرهنة   

  في: تفيد هذه المبرهنةإضافة إلى معرفة نهاية تابع، 
   معرفة القيم التقريبية لتابع عند قيم المتحول التي هي في غاية الكبر. ����
 معرفة سلوك الفرع اللانهائي للخط البياني للتابع.  ����

 

   

:درس سلوك التابع ا 2 sin
2

x
f x x+֏  في جوار+∞.  

  

    الحل

  مثال

    الحل

  مثال

  مثال

x

y
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1كان  ،ℝمن  x مهما كانت sin 1x− ≤   ومنه ≥

2 2 sin 2
2 2 2

x x x
x− ≤ + ≤ +  

  إذن
2 ( ) 2

2 2

x x
f x− ≤ ≤ +.  

limولكن  2
2x

x

→+∞

  − = +∞  
  ج أن نستنت.  3 لمبرهنةفاستناداً إلى ا ،

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

  :الآتيتانن ا، لدينا المعلومت∞+عند  fإضافة إلى معرفة نهاية 
 إنّ  �

2

x للعدد  هي قيمةٌ تقريبية( )f x  مثلاً فزيادة أو نقصاناً.  2بخطأ يساوي  
1000 1000

2 (1000) 2
2 2

f− ≤ ≤ 4998، أي + (10000) 50002f≤ ≤.  

2محددٌ بالمستقيمين اللذين معادلتاهما  f الخط البياني للتابع �
2

x
y = 2و  −

2

x
y = + .  

 
    تَدربْ  

  أجب عن الأسئلة الأتية:   �

� f  3تابعٌ يحقق cos 3 7
( )

1

x x x
f x

x x

+ +
≤ ≤

−
1x، أيّاً كان    ؟∞+عند  fما نهاية  .<

�  1أثبت أن cos 1

1 1 1

x

x x x

−
≤ ≤

+ + +
1xأياً يكن   > cos. استنتج نهاية −

:
1

x
f x

x +
عند  ֏

  .∞−عند . ثمُّ ادرس بالمثل نهاية التابع ذاته ∞+
� f  1تابعٌ يحقق

( ) 3
1

f x
x

− ≤
+

0xأيّاً كان ،    ؟∞+عند  f. ما نهاية ≤

� f  21تابعٌ يحقق
( )

4
f x x≥ 0، أيّاً كانx   ؟∞−عند  f. ما نهاية >


  2أثبت أن 25 sin 5x x x− ≥ من المتراجحة السابقة استنتج  .x العدد الحقيقي أيّاً كان، −
2نهاية  5 sinx x x−֏  عند و  ∞+عند−∞ .  

,0معرف على المجال ال تابعال fليكن   � + ∞  
)وفق   ) 1f x x x= + −.  

�  1تحقق أن
( )

1
f x

x x
=

+ +
0xأياً يكن   ≥.  

�  1استنتج أن 1
( )

2 1 2
f x

x x
≤ ≤

+
0xفي حالة   >.  

؟∞+عند  fما نهاية  �

    الحل

x

y

O
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        نهاية تابع مركب    
  صحّة المبرهنة المهمّة الآتية: باتسنقبل دون إث

 
  4مبرهنة  

)ونفترض أنّ  hو gو  fثلاثة توابع  نتأمّل ) ( ) ( ( ))f x g h x g h x=   . إذا كان �=
lim ( )
x a

h x b
→

limو    = ( )
t b

g t c
→

=  

limفعندئذ  ( )
x a

f x c
→

أعداداً حقيقية منتهية أو مقادير  cو bو a، وذلك سواءٌ كانت المقادير =

  لانهائيّة.
  

:هذه المبرهنة في إيجاد نهاية تابع مركب  عند استعمال ( ( ))f x g h x֏ عند ،a بداية، نبحث 

limعن  ( )
x a

b h x
→

  .bعند  gنبحث عن نهاية  م ثُ ، =

  
  

:2نهاية التابع  ابحث عن � 1f x x x−   .∞+عند  ֏+

1المجال نتأمّل التابع المعطى على  �
3
, +∞    1بالعلاقة

( )
3 1

f x
x

=
−

. ما نهاية هذا التابع 

1إلى  xعندما تسعى 
3

  ؟ 

  
)2نضع  � ) 1X h x x x= = − )، عندئذ + )f x X= و ، معلومٌ لدينا أنlim ( )

x
h x

→+∞
= +∞ 

 وأنlim
X

X
→+∞

= lim، إذن ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

)نضع  � ) 3 1X h x x= = 1على  −
3
, +∞   0، عندئذX 1و <

( )f x
X

ومعلوم لدينا أنّ  .=

1
3

lim ( ) 0
x

h x
→

و  =
0

1
lim
X X→

  = +∞  
، إذن 

1
3

lim ( )
x

f x
→

= +∞.  

)ما نكتب عند )X h x=  و( ) ( ) ( )( )f x g X g h x= = في و  .غيرنا المتحول، نقول إننا �
  كون قد ركبنا تابعين.حن بذلك نالحقيقة ن

  

    الحل

  مثال
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    تكريساً للفهم  

  الصفر؟إلى دراسة النهاية عند  ∞+كيف ننقل دراسة النهاية عند    

1بإجراء تغييرٍ للمتحول وفق 
X

x
=.  

1وفق  ℝ∗المعرف على  fسلوك التابع  ،∞+عند  لنتأمل،  
( ) sinf x x

x
لا يفيدنا  .=

)ستخدام قواعد العمليات على النهايات، لأن ا )1
lim sin 0
x x→+∞

، تغيير المتحول نجري. لذا =

1بوضع 
( )X h x

x
= sin يكون ، عندئذ=

( )
X

f x
X

limو  = ( ) 0
x

h x
→+∞

  . إذن=

0

sin
lim ( ) lim 1
x X

X
f x

X→+∞ →
= =.  

1ق يساعد تغيير المتحول وف 
X

x
  ، أيضاً، في:=

  .∞+الانتقال من دراسة النهاية عند الصفر، من اليمين، إلى دراسة النهاية عند  �

  .∞−الانتقال من دراسة النهاية عند الصفر، من اليسار، إلى دراسة النهاية عند  �

  إلى دراسة النهاية عند الصفر ، من اليمين. ∞+ن دراسة النهاية عند الانتقال م �

  إلى دراسة النهاية عند الصفر ، من اليسار. ∞−الانتقال من دراسة النهاية عند  �

)للتابع  aنهايةً عند  fلماذا يكون العدد المشتق لتابع اشتقاقي   ) ( )
:

−

−
֏
f x f a

g x
x a

  ؟

)لتابع ل« القولَ يُكافئ » aاشتقاقي عند  f«  القولَ تذكّر أنّ  ) ( )
( )

f a h f a
h t h

h

+ −
نهاية  ֏=

) وعندها يكون». عند الصفر ℓحقيقية  )f a′=ℓ.  
)ولنلاحظ أنّ  ،gالمدروس  لنتأمل التابع ) ( )t x a g x− ، إذن نحن أمام نهاية تابع مركّب، فإذا =

)وضعنا  )h x x a=   كان، −
( ) ( ( ))g x t h x=  

  ولأنّ  
lim ( ) 0
x a

h x
→

و  =
0

lim ( ) ( )
h

t h f a
→

′=  

limاستنتجنا أنّ  ( ) ( )
x a

g x f a
→

  أي، =′
( ) ( )

lim ( )
x a

f x f a
f a

x a→

−
′=

−
  

  مثال
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    تَدربْ  

  .aعند  fاب نهاية طلب حسويُ  Dمعرّفاً على مجموعة  fعطى تابعاً نُ  ،يأتيفيما    �

3 21 5
2

2

2

2

3
]5, [, ( ) , 5

5

, , ( ) ,

1
] ,1[, ( ) ,

1

1
] 1, 1[, ( ) . 1

1

1
\{1}, ( ) cos , 1

( 1)

1
\{ 2}, ( ) cos ,

2

2
] ,1[, ( )

x
D f x a

x

D f x x x x a

x
D f x a

x

D f x a
x

D f x x a
x

x
D f x a

x

D f x

π

π

−

+
= +∞ = =

−

 = −∞ = − + + = −  

− +
= − = = −

+

= − + = =
−

= = + =
−

 

∞

∞ ∞

∞
+ = − = = +  + 

= − ∞



=

ℝ

ℝ

�

�

�

�




	

2

2

2

, 1,
1

1
]0, [, ( ) sin ,

1
]0, [, ( ) ,

1
] [ ]1, [, ( ) co, s ,

1
1

x
a

x

D f x a
x

D f x x x a
x

x
D f x a

x
π

= −
−

 = + = = +  

 = + = − + = +  

 −  = − ∪ + = × = + 

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ −


∞ ∞
 + 

�

�




�

   

        
[التابع المعرف على المجال  fليكن   � 5, [− 3وفق  ∞+

( )
5

x
f x

x

−
=

+
.  

limاحسب  � ( )
x

f x
→+∞

limواستنتج ،  ( ( ))
x

f f x
→+∞

.  

limأعدْ حساب  � ( ( ))
x

f f x
→+∞

)بعد كتابة   ( ))f f x  بدلالةx.        
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 المقارب المائل        

 
 5  تعريف

I,تابعاً معرفاً على مجال من النمط  fليكن  b ∞ = +  ليكن. و fC  لتابع لالخط البيانيf  في
yالمستقيم الذي معادلته  ∆ وكذلك ليكن ،معلمٍ معطى ax b= مقاربٌ  ∆نقول إن المستقيم  .+

  ، إذا وفقط إذا كان:∞+في جوار  fCالبياني  للخط
( )lim ( ) ( ) 0

x
f x ax b

→+∞
− + =  

  .∞−في جوار  مائلال مقاربالمماثل، بأسلوب عرف، ون

كن ت، ولfعدداً من مجموعة تعريف  xليكن  :هندسياً 
M  نقطة منfC  وP  وي فاصلةُ كل منهما اتس ∆نقطة من
x.  عندئذ( ) ( )PM f x ax b= −  واستناداً إلى التعريف .+

الخط  ، أي اقتربPMالمسافة  رتْ غُ صَ  xكلما كبر العدد 
  .∆ من المستقيم fCالبياني 

 نا معرفة إشارة نُ إضافة إلى ذلك، تمك( ) ( )f x ax b−  من +
  .∆بالنسبة إلى مقاربه  fC البياني وضع الخط تعيين

  مقارب مائل  

بالعلاقة  المعطى fاني للتابع الخط البي fCليكن 
2 3 1

( )
2

x x
f x

x

+ +
=

+
المستقيم  ∆. وليكن 

1yالذي معادلته  x= +.  
  .∞+في جوار  fCمقارب للخط  ∆أن المستقيم أثبت  �
  .∆بالنسبة إلى  fCادرس وضع  �

  
 لاحظ أنّ  �

( )
2 23 1 ( 3 2) 1

( ) 1
2 2

x x x x
f x x

x x

+ + − + + −
− + = =

+ +
.  

1 إذن
lim ( ( ) ( 1)) lim 0

2x x
f x x

x→+∞ →+∞

−
− + = =

+
 fC البياني مقارب للخطمستقيم  ∆فالمستقيم  .

  .∞+ في جوار

    الحل

  مثال

x

( )f x
M

P

d

fC
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)إشارةُ  تُعاكس � ) ( 1)f x x− 2xإشارةَ  +   إذن: +

[على المجال  ���� 2, [− +∞ ،( ) ( 1) 0f x x− + جزء ف >
2xالموافق لقيم  fCالخط البياني  >   .∆تحت يقع   −

[على المجال  ���� , 2[−∞ − ،( ) ( 1) 0f x x− + جزء الخط ف <
2xالموافق لقيم  fCالبياني  <  .∆فوق  يقع  −

  

 
    تَدربْ  

، عند fللتابع  fCمائلاً للخط البياني  مقارباً  ∆كان المستقيم  يأتي بيّن معللاً إجابتك إذافيما    �
  .∆ و مقاربه fC. ادرس بعدئذ الوضع النسبي للخط ∞−عند  وأ ∞+

( )

2

2

3

2

2

2 5
2

10
( ) 2 3 , : 2 3

1

1
( ) 1 , : 1

sin
( ) , :

5
( ) 3 7 , : 3 7

| |

2 7 3
( ) , : 2 1

4

3 5
( ) , : 2

1

4 sin
( ) , : 4

1 1
( ) , : 1

2 1 2

f x x y x
x

f x x y x
x

x
f x x y x

x

f x x y x
x

x x
f x y x

x

x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

= + + ∆ = +
+

= − + − ∆ = − +

= + ∆ =

= + − ∆ = +

− −
= ∆ = +

−

− −
= ∆ = −

+

− − +
= ∆ = − −

+ + +
= ∆ = +

+

�

�

�

�




	

�

�

   

x

y

O

fC

∆

1
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        الاستمرار    
.1.7  ����? @A� �� �B�> ��� ��������  

، مؤلّفٌة من مجال أو من اجتماع مجالات غير مقتصرة على fD معرّفٌ على مجموعةتابعٌ  fفيما يأتي 
  نقطة واحدة.

 
 6  تعريف

  ق الشرطإذا وفقط إذا تحقa ،  عندمستمرٌ  f التابعَ نقول إنّ  .fDنقطة من  aلتكن 
lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=.  

مستمراً عند  fكان إذا وفقط إذا  ،fDمحتواة في  D على مجموعةمستمرٌ  f التابعَ ونقول إنّ 
  .Dكل نقطة من نقاط 

مجموع أنّ المبرهنات المتعلقة بالعمليات على نهايات التوابع،  ومننستنتج من هذا التعريف،  
. وكذلك يكون جداء )أو عليها(مستمرٌ أيضاً عندها )أو على مجموعة(تابعين مستمرين عند نقطة 

ا نستنتج من خاصّة نهاية ضربهما، أو خارج قسمتهما شريطة كونه معرّفاً عند النقطة المدروسة. كم
  التابع المركّب أنّ مركّب تابعين مستمرّين مستمرٌ أيضاً.

  نقطة لا تنتمي إلى مجموعة تعريف التابع، أي معنىً. عندليس لدراسة استمرار تابع،  

.2.7  C	��D��� ��������  

 
 5  مبرهنة

  .a، كان مستمراً في aاشتقاقياً في نقطة  fإذا كان التابع  �
  .I ، كان مستمراً علىI اشتقاقياً على مجال fإذا كان التابع  �

  الإثبات

)المعرف بالعلاقة  gللتابع  ن، إذa عنداشتقاقي  fالتابع لنفترض أنّ  ) ( )
( )

f x f a
g x

x a

−
=

−
نهايةٌ  

)هي  aعند منتهية  )f a′.  نستنتج من ذلك أنّه في حالةx  منfD  مختلف عنa  يكون   
( ) ( ) ( ) ( )f x f a x a g x− = −  

lim لأنّ و  ( ) ( )
x a

g x f a
→

)limو =′ ) 0
x a

x a
→

− limأن  استنتجنا، = ( ) ( )
x a

f x f a
→

=.  
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.3.7  ��8E��� ������� �������  
x֏أي » الجذر التربيعي « وجدنا في الصف الثاني الثانوي أن تابع   � x  اشتقاقي على المجال

,0المفتوح  +∞  0، فهو مستمر على, +∞  إن ثم .
0

lim 0 (0)
x

x f
→

= ، أي إن هذا  =

,0المجال  كامل عند الصفر، فهو مستمر على أيضاً  التابع مستمرٌ  +∞ .  
  .ℝلى ، فهي مستمرة عℝاشتقاقية على » كثيرات الحدود « التوابع   �
  .D، فهي مستمرة على Dاشتقاقية على مجموعة تعريفها » الكسرية « التوابع   �
sinxالتابعان   � x֏  وcosx x֏  اشتقاقيان علىℝ فهما مستمران على ،ℝ.  
بإجراء عمليات أن جميع التوابع التي نحصل عليها من التوابع المألوفة سابقة الذكر،  مما سبق نتجنست

  .عريفهاأو عمليات تركيب هي توابع مستمرة على مجموعات ت جبرية

    تكريساً للفهم  

  كيف نتعرف استمرار تابع اعتماداً على خطه البياني ؟   

المعرفين على  gو fالخطّان البيانيان للتابعين  ،بالترتيب، هما gCو fC، الآتيين �و � الشكلين في
] المجال 2,6]I = −.  

  

 »دون رفع القلم«رسم يُ  fCأو لأن  »قطعة واحدة« مكوّن من لأن خطه البياني Iمستمر على  fالتابع 
  لأنI  غير مستمر على فهو  gالتابع أمّا  .عن الورقة

3, 3
lim ( ) 1

x x
g x

→ <
   و   =

3, 3
lim ( ) 2

x x
g x

→ >
=  

3xنهاية عند  gللتابع  إذن ليس =.  

  ؟Iلا يكون بالضرورة اشتقاقياً على  Iلماذا إذا كان تابعٌ مستمراً على مجال   

ليس ، لكن العكس Iعلى  اً مر بالضرورة مست يكون، Iمن المعلوم أن تابعاً اشتقاقياً على مجال 
  عليه. ياً اشتقاق دون أن يكون، فقد يكون تابعٌ مستمراً على مجال بالضرورة صحيحاً 

  
  

x

y

O

fC

��

x

y

O 3

g
C
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  عليه تابعٌ مستمرٌ على مجال وغير اشتقاقي  

قي عند اشتقامستمر عند الصفر لكنه غير » الجذر التربيعي « تابع 
 الصفر، لأن   

( ) (0) 1

0

f x f x

x x x

−
= =

−
  

إذن 
0

( ) (0)
lim

0x

f x f

x→

−
= +∞

−
.  

  في المبدأ.» شاقولياً « يقبل الخط البياني لهذا التابع مماساً  

  وتركيبها؟ ألوفةما هي نتائج الاستمرار المتعلقة بنهايات التوابع الم  

  تمرةتركيب توابع مس 
:2التابع  4 5f x x x+ <لأنℝ  معرفٌ على  ֏+

2 4 5 0x x+  نارمز وإذا .ℝعلى  +
2إلى التابع  gبالرمز  4 5x x x+ x تابع الجذر التربيعيإلى  hوبالرمز  ֏+ x֏كان ، 

( ) ( ( ))f x h g x=  علىℝ.  
الجذر «و » كثير حدود« رجعيينه مركب من تابعين ممثالٌ عن تابعٍ مألوف، لأنّ  fالتابع 

مستمر على  fمستمر على مجموعة تعريفه، فالتابع  hو  ℝمستمر على  gالتابع  ».التربيعي
  .ℝمجموعة تعريفه 

  بالمثل، التابع
: sin cosf x x x+֏  

  .ℝه مجموع تابعين مستمرين على نّ لأ ℝستمر على متابعٌ 

 
    تَدربْ  

)المعطى وفق  fنتأمّل التابع    � ) 1 cosf x x= −.   
  ؟ fما مجموعة تعريف  �
  مستمراً على مجموعة تعريفه؟ fأَيكون  �
  دوراً له. 2πزوجي ويقبل العدد  fبيّن أنّ التابع  �
,0]على المجال  fمقصور التابع   gليكن  � ]π ّأثبت أن .g .اشتقاقي وارسم خطه البياني  

]على المجال  fاستنتج الخط البياني للتابع   2 ,2 ]π π− ما مجموعة تعريف .f   ؟′

  

  مثال

  مثال
C

1

1

x

y

y x=



  

55  

        التوابع المستمرة وحل المعادلات 
.1.8  @B���� ������ ��*:;  

 التوابع المستمرة علىة من خواص سنقبل دون إثبات المبرهنة المهمة الآتية التي تصف خاصّة أساسيّ 
  مجال.

 
 6  برهنةم

]على مجال  اً مستمر  اً تابع f كانإذا  , ]a bأيّاً يكن العدد الحقيقي  دئذٍ . عنy  المحصور بين( )f a 
)و )f bعددٌ حقيقي  - على الأقل- ، يوجدc  محصور بينa  وb  يحقق( )f c y=.  

)بافتراض   ) ( )f a f b≤  وبوضع[ , ]I a b=:يمكن عرض هذه المبرهنة بطرائقَ عدة، منها ،  

]من المجال  y أياً يكن ���� ( ), ( )]f a f b ،للمعادلة ف( )f x y= بالمجهول ،x على الأقل، حل واحد 
  .Iفي المجال 

]من المجال  yعدد حقيقي  كل  ���� ( ), ( )]f a f bعدد  ، هو صورةc  من المجالI.  يدل الشكل و
 ليس وحيداً بالضرورة. cالمرافق على أن العدد 

  

)رمزنا بالرمز  إذا ���� )f I  إلى مجموعة الصور( )f x  عندما تأخذx قيم  في ال جميعI أمكننا ،
]المجال إنّ : بالقولالتعبير عن هذه المبرهنة  ( ), ( )]f a f b  محتوىً في( )f I.  

 
 ملاحظة

بالرمز  Aمعرف على  fوفق تابعٍ  A ، نرمز إلى مجموعة صور عناصر المجموعةموماً ع
( )f A  ونسميها صورة المجموعةA  وفقf.  

a b

x

y

( )f a

( )f b

c

y
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8.2.   FAG; H	? @A� ً	;	J )�ّB;� ���/; ��	4 ��	([ , ]a b   

 
 7  مبرهنة

]على مجال تماماً  اً ومتزايد اً مستمر  اً تابع f كانإذا  , ]I a b=.  
]صورة المجال  � , ]a b  وفقf  هو المجال[ ( ), ( )]f a f b.  
]من  y كانأياً  � ( ), ( )]f a f b ،للمعادلة ف( )f x y= بالمجهول ،x واحد فقط فيوواحد ، حلI.  

    الإثبات

   كانَ  Iتماماً على  اً متزايد f لما كان �
( ) ( ) ( )f a f x f b≤ ≤  

)عدد من  إذن كلI.   من  x مهما كانت )f I ،ينتمي إلى 
]المجال  ( ), ( )]f a f b.  
]المجال  عنصراً من yإذا كان  بالعكس، ( ), ( )]f a f b كان ،

y  ٍصورة عدد c من ،I )إذن ينتمي 6)المبرهنة بناءً على ،
y  إلى( )f I.  للمجموعتين نرى أنّ وهكذا( )f I و[ ( ), ( )]f a f b  أي، نفسهاالعناصر  

( ) [ ( ), ( )]f I f a f b=  
)، ليس للمعادلة سبق ماإضافة إلى  � )f x y=  لكل عددين مختلفين صورتين أكثر من حل، لأن

  .fبسبب التزايد التام للتابع مختلفتين. 

متناقص تماماً على أنْ نستبدل المجال  fتابع حالة  تبقى المبرهنة السابقة صحيحة في 
[ ( ), ( )]f b f a  بالمجال[ ( ), ( )]f a f b.  

 
 نتيجة

]مستمراً ومطرداً على المجال  fإذا كان  , ]I a b=  وكان( ) ( ) 0f a f b×  للمعادلةكان ، >
( ) 0f x   . Iوحيد في وحل ، حلٌ x، بالمجهول =

  الإثبات

)في الحقيقة، تقتضي الفرضيةُ  ) ( ) 0f a f b× )« أنّ  > ) 0f a )و ≠ ) 0f b يقع في  0أنّ الصفر و  ≠
)المجال الذي طرفيه  )f a و( )f b 7. فهذه إذن حالة خاصة من المبرهنة.  

] مغلقمستمراً على مجال  fإذا كان   , ]a b  ّا نعلم بطريقة ما أنّه مطّردٌ تماماً على المجال وكن
[ المفتوح , [a b  فإنّ استمرارf  يقتضي أنّ يكونf اً تماماً على في الحقيقة مطرد[ , ]a b.  

a b

x

y

( )f a

( )f b

c

y
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  حل معادلة  

3وفق  ℝمعرف على ال التابع f ليكن 2( ) 2 1f x x x= − −.   
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x ,2] في المجال cتقبل حلاً وحيداً  = 3].  
 αوعيّن  2التي فاصلتها  Mفي النقطة  fللخط البياني للتابع  T لمماسلاكتب معادلة  �

  مع محور الفواصل. Tفاصلة نقطة تقاطع 
)والنقطة  Mالمار بالنقطة  Sاكتب معادلة للمستقيم  � , ( ))N fα α.  ثمُّ عيّنβ  فاصلة نقطة

  مع محور الفواصل. Sتقاطع 
  .cتصاعدياً، واستنتج مجالاً يحصر الحلّ  cو βو αرتّب الأعداد  �

)لإثبات أن للمعادلة  ) 0f x ]حلاً وحيداً في مجال  = , ]a b ،نتيقّن  أنf مطرد تماماً  مستمرٌ وأنّه
]على  , ]a b  وأن( )f a و( )f b من إشارتين مختلفتين.  

  
  إلى جدول تغيراته الآتي: fتقودنا دراسة التابع  �

  
,2]تماماً على المجال  متزايدٌ  fالتابع المستمر  ونلاحظ من الجدول أنّ  )وأنّ  ،[3 )2 1f = − 

)و )3 8f ) أي، = ) ( )2 3 0f f× )للمعادلة . إذن > ) 0f x ,2]في المجال  cحل وحيد  = 3].  

)أن  أيضاً  بين الجدول بوضوحيُ   ) 0f x [على المجال  > )و  ∞−[2, ) 0f x على المجال  <
[3, ) تقبل المعادلة إذن، لا .∞+] ) 0f x xسوى الحل  = c=  فيℝ.  

,2)في النقطة  Tمعادلة المماس  � 1)M )(2):  هي − 2) (2) 4 9y f x f x′= − + = هو يقطع و ، −
9محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 

4
α =.  

,2)المار بالنقطة  Sمعادلة المستقيم  � 1)M 179والنقطة  −
4 64

( , )N ْ179 ، إذ
4 64

( )f   هي  ،=
( )9

4

9
4

(2) 81 89
( 2) (2)

16 82

f f
y x f x

−
= − + = −

−
  

178وهو يقطع محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 
81

β =.  
17لاحظ أنّ  �

64
( ) 0f α = و  <

3

24497

(81)
( ) 0f β = − cβإذن  > α< [، وعليه > , [c α β∈.  

4
3

59
27

0 2 3

( ) 0 0

( ) 1 1 8

x

f x

f x

−∞ +∞

′ + − +

−∞ − − − +∞ր ց ր ր ր

    الحل

  مثال



  

58  

مطّرد عليه، إذ يكون  fوتابع  Iإلى حالة مجال لا على التعيين  7في الحقيقة، يمكن تعميم المبرهنة 
)في جميع الأحوال  )J f I= ية الحالات المختلفة للمجالين مجالاً، توضّح المبرهنة الآتI وJ  وذلك

  : fتبعاً لجهة اطراد التابع 

 
 8  مبرهنة

}عنصران من المجموعة  bو aفيما يأتي  , }∪ −∞ +∞ℝ ّونفترض أن ،a b< ّونفترض أن .
)وأنّ  Iمجال العلى تماماً  ومطّردٌ  مستمرٌ  تابعٌ  f التابع )J f I=.  

       f  ًمتزايد تماما        f  ًمتناقص تماما  

[ , ]I a b=    ( ) [ ( ), ( )]f I f a f b=    ( ) [ ( ), ( )]f I f b f a=  
] , ]I a b=    ( ) ] lim ( ), ( )]

x a
f I f x f b

→
=    ( ) [ ( ), lim ( )[

x a
f I f b f x

→
=  

[ , [I a b=    ( ) [ ( ), lim ( )[
x b

f I f a f x
→

=    ( ) ]lim ( ), ( )]
x b

f I f x f a
→

=  
] , [I a b=    ( ) ] lim ( ), lim ( )[

x a x b
f I f x f x

→ →
=    ( ) ]lim ( ), lim ( )[

x b x a
f I f x f x

→ →
=  

  حل معادلة  

)ما عدد حلول المعادلة  .ℝعلى  مستمرالو  معرفال fتأمّل جدول تغيرات  ) 0f x   ؟ℝفي  =

  
  

  في كل من المجالات fانطلاقاً من جدول التغيرات، سنهتم بتحديد قيم 
1 ] , 1[I = − ∞ 2و − [ 1,2]I = 3 و − ]2, [I = +∞.  

متزايداً مستمراً و و  3Iو 1Iمتناقصاً تماماً على كلّ من مستمراً و  f. لمّا كان 8استناداً إلى المبرهنة 
  استنتجنا أنّ  2Iتماماً على 

1 1( ) ] [2,J f I= = 2و −∞+ 2( ) [ 2, 4]J f I= = 3و − 3( ) ]3, 4[J f I= =  
���� f  ً1على المجال  متناقصٌ تماماI  1وينتمي الصفر إلى المجالJ 1في  ، فيوجد إذنI  ٌعدد

)يحقق  αحقيقي وحيدٌ  ) 0f α =.  
���� f  ً2على المجال  متزايدٌ تماماI  2وينتمي الصفر إلى المجالJ2في  ، فيوجد إذنI  عددٌ حقيقي

)يحقق  βوحيدٌ  ) 0f β =.  
)ليس للمعادلة  ���� ) 0f x   .3J ، لأن الصفر لا ينتمي إلى المجال 3Iولٌ في المجال حل =

)للمعادلة أنّ  مما سبقنستنتج  ) 0f x   .ℝحلين في  =

1 2

( ) 2 4 3

x

f x

−∞ − +∞

+∞ −ց ր ց

    الحل

  مثال
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    تكريساً للفهم  

]هل صورة مجال    , ]a b  هي دوماً مجال مستمرّ وفق تابع[ , ]m M؟   
]مطرداً. عندما  fحتى لو لم يكن  نعم , ]I a b=، يكون ( )f I  ًاً مغلق مجالا 

[ , ]m M  أياً كانت وx  منI  كان( )m f x M≤ من  yياً كانت أإذن،   .≥
[ , ]m M  ِد على الأقل عدد حقيقي وُجc المجال من [ , ]a b  يحقق( )f c y=.  

)كيف يفسر وجود ووحدانية حل المعادلة     ) =f x y؟  

)بين  yوتقع  مستمراً الحل عندما يكون التابع  وجود لنا يتأكد ���� )f a و( )f b. 
 بالضرورة.  مضمونالحل غير وجود ، فإن أما في حالة تابع غير مستمر

,1]معرّف على المرسوم خطه البياني في الشكل المرافق، التابع ف ولكنه  [4
)المعادلة ونرى أنّ  .غير مستمر ) 4f x في حين لا حلول  قابلة للحل. =

)لمعادلة ل ) 2f x =. 

الحل. أما في حالة الاطراد غير  وحدانيةللتابع  الاطراد التاملنا  ويضمن ����
 من حل.  التام، فقد نجد للمعادلة أكثر

ونرى لكنه ليس متزايداً تماماً. ، و )متزايد (في الشكل المرافق، التابع مطرد 
,2]جميع قيم المجال أنّ  )حلولٌ للمعادلة  [3 ) 1f x = .  

.3.8  �/08�� ��	��� 9��1;   

)نضع ول ،Iتماماً على مجالٍ ما  اً در ومطّ  اً مستمر  fلنتأمّل تابعاً  )f I J= المجموعة .J ،كما نعلم ،
  عندئذ: هي مجال.

)، ينتمي Iمن  xأياً يكن العدد الحقيقي  ���� )f x  إلىJ .  
)يحقق  Iمن  x، يوجد عددٌ، واحد فقط، Jمن  yأياً يكن العدد الحقيقي  ���� )f x y= .  

 عندما يتحقق هذان الشرطان، نقول إنf  تقابلٌ منI إلى J  
عدداً  yإذا كان  :كما يأتي Jعلى gف تابعاً يمكننا الآن أن نعرّ 

) الحل الوحيد للمعادلة x وكان Jمن  )f x y= ،عرّفنا 
( )g y x=.  نقول إنg المعرف على ،( )J f I= التابع، هو 
 العكسي التقابل. كما نسميه Iالمعرف على  fللتابع  العكسي
1f، ونرمز إليه بالرمز fللتقابل  −.  

) كان، Iمن  x كان، أياً عليهو  ( ))g f x x= كانأياً . و y  منJ ،نكا ( ( ))f g y y=.  

x

y

a

m

b

M

x

y

O 1

1

3

5

2

4

2 3

x

y

O 1

1
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2

2 3

I J

( )
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)f 1هو التابع العكسي للتابع  gمثلما  )f g− = فإن ،f  هو التابع العكسي للتابعg 
1( )g f− )تُكتب العلاقتان و  .= ( ))g f x x= و( ( ))f g y y= بالشكل  

( )1 ( )f f x x− ) و = )1( )f f y y− =.  

    تكريساً للفهم  

  متناظرين ؟قابل وتقابله العكسي يكون الخطاّن البيانيان لتلماذا   
  

عندئذ أياً كانت  .fالعكسي للتابع  قابلالت g، وليكن J إلى مجال I مستمراً من مجال تقابلاً  fليكن 
x  منI أياً كانت  وy  منJ كانت العبارتان ،( )f x y=  و( )g y x= .متكافئتين  

 ، عندئذgCو  fCعلى التوالي بالرمزين  gو  fفي معلم متجانس، نرمز إلى الخطين البيانيين للتابعين 

fC وgC  متناظران بالنسبة إلى المستقيمd  الذي معادلتهy x=.  

xي الحقيقة، تكون نقطتان ف
M y

 
 
  

xو 
M y

 ′
′  ′  

متناظرتين بالنسبة إلى  

yالمستقيم الذي معادلته  x= كان إذا وفقط إذ  
x y′ y و  = x′ =.  

)فإذا كانت  )
x

M y f x

 
 =  

)كانت نظيرتها  fCنقطة من   )
y

M x g y

 
′  =  

 

، gCنقطة من  Mه إذا كانت أنّ  ونجد بالمثل. gCنقطة من إذن هي ف
Mكانت نظيرتها    .fCنقطة من  ′

  

  

f:2التابعان  x x֏ و:g x x֏  ومتزايدان تماماً مستمران
,0]على  [I = ).  وإذا وضعنا ∞+ )f x y=  وجدنا( )g y x=، 

) كانإذا  ،وبالعكس )g y x= كان ( )f x y=يمثّل كلّ من .إذن 
f وg وفي معلم متجانس يكون خطاهماتقابلاً وتقابله العكسي ، 

yالذي معادلته  dستقيم لمإلى امتناظرين بالنسبة  البيانيان x=.  

  مثال

O
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M ′
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    تَدربْ  

3وفق  ℝمعرف على  f التابع   � 2( ) 2f x x x x= − + )لماذا يكون للمعادلة علّل  .− ) 0f x = 
   ؟]1,2[حيد في المجال حل و 

3وفق  ℝمعرف على  f التابع � 2( ) 3 1f x x x= − )لماذا يكون للمعادلة علّل  .+ ) 1 0f x + = 
   ؟حقيقيةثلاثة حلول  فقطثلاثة و 

]التابع المعرف على المجال  fليكن  � 3,2]I = )2وفق  − ) 1f x x= +.  
). واحسب fC ارسم خطه البياني � )f I.  
)ة ما عدد حلول المعادل � ) 4f x   ؟Iفي المجال  =

,2]التابع المعرف على المجال  fليكن   � 3]I 1وفق  =
( )

1
f x

x
=

−
.   

). واحسب fC ارسم خطه البياني � )f I.  
3ما عدد حلول المعادلة  �

( )
4

f x   ؟Iفي المجال  =

3وفق  ℝالتابع المعرف على المجال  fليكن  � 1
( ) 4 3

2
f x x x= − −.   

)احسب  � 1)f 1و −
2

( )f   .f(1)و f(0)و −
)استنتج أن المعادلة  � ) 0f x ]ل ثلاثة حلول في المجال تقب = 1,1]−.  

)3 وفق ℝالتابع المعرف على المجال  fليكن  � ) 1 3f x x x= + −  
  .∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية  �
)احسب  � )f x′  مْ جدولاً بتغيراتنظ وادرس إشارته، ثمf.  
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x واحد منها إلى واحد من  قبل ثلاثة جذور فقط، ينتمي كلت =

] :المجالات 2, 1]− ]، و−   .[1,2]و −[1,1

)وفق  ℝالمعرّف على  fنتأمّل التابع    � ) cosf x x x= −.   
)و  f(0)احسب  � )

2
f π  واستنتج أنّه يوجد عدد حقيقيα  يحقّق)( 0f α = .  

)اشرح لماذا كل حلّ للمعادلة  � ) 0f x ]يجب أن ينتمي إلى المجال  = 1,1]−.  
)استنتج أنّ كل حلّ للمعادلة  � ) 0f x   .]0,1[يجب أن ينتمي إلى المجال  =
cosxبرهن أنّ التابع  � x x−֏  واستنتج أنّ للمعادلة ]0,1[متزايدٌ تماماً على المجال ،

( ) 0f x   .]0,1[ينتمي إلى  αحل حقيقي وحيد  =
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

تج مجموع تابعين أو جداء ضربهما أو خارج قسمتهما، االنهايات في إيجاد نهاية ن تفيد العمليات على ����
   :تقودنا إلى حالات عدم التعيين وهيأن هذه العمليات قد إلاّ 

+∞ − ∞  ،0 × ±∞،  0

0
،  ±∞

±∞
.  

  .  ∞+نفسه إلى  fانتهى ، ∞+ينتهي إلى  تابعٍ  أكبر من fذا كان تابعٌ إ ����

  . ∞− نفسه إلى fانتهى ، ∞−ينتهي إلى  تابعٍ  أصغر من  fإذا كان تابعٌ و  ����

 ℓسواءٌ كان  .ℓإلى نفسه  f انتهى، ℓمحصوراً بين تابعين ينتهي كل منهما إلى  fإذا كان تابعٌ  ����
  .∞−أو  ∞+ كانأو  اً حقيقي اً عدد

)ندما نبحث عن نهاية تابعٍ مركب ع ���� )( )x g h x֏ عند ،a نبحثُ أولاً عن نهاية ،h  عندa فإذا ،
limكان  ( )

x a
h x b

→
  .bعند  gعن نهاية  بحثنا  =

فعندما نبحث، على سبيل المثال، عن  .بتغيير المتحولتسمح المبرهنة المتعلقة بنهاية تابع مركب،  ����
 التابع نهاية

5/2 3/2
4 1 4 1

: 3
1 1

x x
f x

x x

   + +  −     − −   
֏ 

4، يمكن أن نضع ∞+عند  1
( )

1

x
u x

x

−
=

+
lim، فيكون  ( ) 2

x
u x

→+∞
  من ثَمّ ويكون  =

( )5 3

2
lim ( ) lim 3 32 24 8
x u

f x u u
→+∞ →

= − = − =.  

lim، نحسب aعند  fلدراسة استمرار  ���� ( )
x a

f x
→

)ونحسب   )f a.  

  مستمرة.توابع التوابع الاشتقاقية هي  ����

   منعكسات يجب امتلاكُها. 

x : رجعيةالتوابع المعند البحث عن نهاية تابع، فكرْ في استعمال  ���� x֏، 2x x֏، 3x x֏ ،

x x֏، 1
x

x
֏، 2

1
x

x
֏، 3

1
x

x
֏ ،1

x
x

)ثم اكتب  .֏ )f x  بدلالة تلك التوابع بشكل

  ضرب أو خارج قسمة. ناتج مجموع أو جداء 
  .المُسيْطرتساوي نهاية حده  ∞−أو  ∞+عند حدود الكثير تذكرْ أن نهاية تابع  ����
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تساوي نهاية خارج  ∞−أو  ∞+ عند )بسطه ومقامه كثيرا حدود(كسري تذكرْ أن نهاية تابع  ����
  في المقام.المسيطر  حدالالبسط على المسيطر في  حد ال قسمة

∞+عندما تقودنا مبرهنات النهايات إلى الحالة  ���� − ∞أو  ∞

∞
لأعلى درجة ، تذكرْ أن تضع الحد ا

  خارج قوسين.
  .الإحاطةمبرهنة  بالاستفادة منعندما لا تفيد مبرهنات النهايات، فكر  ����
yلإثبات أن المستقيم الذي معادلته  ���� ax b= ، يكفي ∞+في جوار  fCمقارب للخط البياني  +

 إثبات أن( )lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

− +   .∞−)الأمر ذاته عند (. =

1إن تغيير المتحول وفق  ����
X

x
أو  ∞+ينقل حساب النهاية عند الصفر إلى حساب النهاية عند  =

  ل حساب النهاية.، وبالعكس. مما قد يسه ∞−عند 
����  رْ في أنلتابعٍ الاستمرار والاطراد التامفك ،f  يقودان إلى معرفة وجود حل المعادلة( )f x k=  في

   .ووحدانية هذا الحل fمجال من مجموعة تعريف 

  .أخطاء يجب تجنّبها 

xفمثلاً التابعان  .aلا يعني بالضرورة قابلية اشتقاقه في  aاستمرار تابع عند  ���� x֏ وx x֏ 
  .ن عنده، وغير اشتقاقييعند الصفرمستمران 

]صورة المجال  تعيينل ���� , ]a b  ٍوفق تابعf حساب، لا يكفي ( )f a  و( )f b. 
  
  

QE
ZC  
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��������������������        
  البحث عن مقاربات مائلة 

  أمثلة �

1. f  ف على0[هو التابع المعر, 1وفق  ∞+] 1
( )

2
f x x

x
= − +.  

1الذي معادلته  ∆لماذا يمكن تأكيد أن المستقيم  1

2
y x=   ؟∞+في جوار  fCمقاربٌ للخط  −

  .fCو ∆بينْ الوضع النسبي للخطين  2
2. f  ف على0]هو التابع المعر, وفق  ∞+]

22 1
( )

3

x
f x

x

+
=

+
.  

)قيماً كبيرة، تكون قيم  xبإعطاء  )f x قريبة من 
22

2
x

x
x

. فيمكن إذن أن يكون مستقيمٌ معادلته =

2yمن النمط  x b= ) . سنسعى إذن إلى كتابةfC البياني مقارباً للخط + )f x  :بالصيغة  
( ) 2

3

c
f x x b

x
= + +

+
  

)يحققان  cو  bعددين  عين 1 ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
0x كان،أياً  ≥.  

2  استنتج أنfC  ًنْ وضعه بالنسبة إلى و  ،∆مائلاً  يقبل مقاربابيfC.  
limتابعٌ يحققُ  f نتأمّل تابعاً . الحالة العامة � ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

y ه، معادلتمستقيم معادلته في معلمٍ معطىً  ∆ .1 ax b= + ( )0a ≠ نفترض أن. 

( )lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

− + =.  

 أثبت أن( )
lim
x

f x
a

x→+∞
)و  = )lim ( )

x
b f x ax

→+∞
=   اكتب  مساعدة: .−

( )( ) ( ) ( )f x fa axxx bb= + +−+.  
 إذا كان  أنّه بالعكس، أثبت و  .2

( )
lim
x

f x
a

x→+∞
= )a و  )عدد حقيقي غير معدوم( )lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− =)b عدد حقيقي(  

yكان المستقيم الذي معادلته  ax b=   .fCمقارباً للخط  +
  تطبيق �

,0]التابع المعرف على  fليكن  )2وفق  ∞+] ) 1f x x=  fCأثبت أن ، �بالاستفادة من . +
  .∞+يقبل مقارباً مائلاً في جوار 

  . ∞+بطريقة مماثلة لما هو في جوار  ∞−يُبحث عن المقارب المائل في جوار  ملاحظة:

 1 نشاط
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  نهايات جديرة بالاهتمام  

هو حساب النهايتين الهدف من هذا النشاط 
0

sin
lim
x

x

x→
و  

20

cos - 1
lim
x

x

x→

 .  

  عموميات �

sin بالصيغة ℝ{0}\المعرّف على  f التابعليكن 
( )

h
f h

h
بعض  نجدالآتي  الجدولي . ف=

   المقابلة لها. f التابع وقيم 0الأعداد القريبة من العدد 

  
)قيمة تقترب  0من العدد  h قيمة عندما تقتربأنّه نلاحظ من الجدول  )f h  وذلك مع كون 1من العدد 

0hغير معرف عند  fالتابع    ويوضّح ذلك الشكل الآتي. .=

  

 :عند الصفر 1سعى إلى العدد ي fالتابع إنّ  إذن من الطبيعي القول
0

lim ( ) 1
h

f h
→

=.  

المجال  من h حالة �
2

0, π 
    

 Cتلك النقطة من  M. ولتكن Oة التي مركزها الدائرة المثلثاتيّ  Cلتكن 
)الأساسي بالراديان للزاوية الموجهة  التعيينَ  h نبحيث يكو  , )OA OM

���	 ���	 .
h  ًالهندسية  لزاويةا قياسهو أيضا
AOM الشروط  وفق هذه .بالراديان

 1 ومع الأخذ بدلالات الشكل المرافق، نعلم أنOA cosOMو = h′ = 
sinMMو h′   .hيساوي  AM�وطول القوس  =

)   OATمساحة المثلث  ≤ OAMمساحة القطاع الدائري  ≤ OAMمساحة المثلث    )∗   
تساوي  OAMلماذا مساحة القطاع الدائري  .1

2

h؟  

1تساوي  OAMلماذا مساحة المثلث  .2
sin

2
h؟  

1تساوي  OATلماذا مساحة المثلث  .3 sin

2 cos

h

h
  ؟×

)استنتج من  .4 )∗  أنsin
sin

cos

h
h h

h
≤ ≤.  

5.  استنتج أن sin
cos 1

h
h

h
≤ من  hأياً يكن  ≥

2
0, π 

  .  

y

0 x

1

 2 نشاط

0 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2

( ) 0.84147 0.95885 0.98962 0.99740 0.99935 0.99948 0.9 6

0

999 1

h

f h

− − − − − −± ± ± ± ± ± ± →

→

⋯

⋯

x
h

y

T

O

M

M ′ A
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المجال  من h حالة �
2
, 0π −    

hنضع  h′ = ، فيكون −
2

0hπ ′> sinقة بالدراسة السا واستناداً إلى <
cos 1

h
h

h

′
′ ≤ ≤

′
.  

0hأياً كان ه استنتج أنّ  .1 من المجال  hو ≠
2 2
,π π −   كان ،sin

cos 1
h

h
h

≤ ≤.  

cosxنهاية التابع المألوف  .2 x֏ 1 عند الصفر تساوي استنتج أن .
0

sin
lim 1
h

h

h→
=. 

  
  النهاية الثانية المتعلّقة بتابع جيب التمام �

يقودنا البحث عن نهاية 
2

cos 1h

h

عند الصفر، بحساب نهاية البسط ونهاية المقام، إلى حالة عدم  −

0hعند تعيين، لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي الصفر  =.   
  
1.  2بملاحظة أنcos 1 2 sin

2

h
h = − أثبت أن ، 

22

2 2

2 sin ( /2) sin( /2)cos 1 1

2 ( /2)4 ( /2)

h hh

hh h

 − = − = −   ×
.  

2.  استنتج أن
20

cos 1 1
lim

2h

h

h→

−
= −.  

  تطبيق �
\لنتأمّل التابع المعرّف في  }[ , ] {0D π π= −   بالصيغة �

cos(3 ) cos
( )

sin

x x
f x

x x

−
=  

شاط لتحسب ونتائج هذا الن �استعمل أسلوب الفقرة 
0

lim ( )
x

f x
→

.  

QE
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            ��	
�� 
	������	
�� 
	������	
�� 
	������	
�� 
	���� 

ادرس النهاية من  عند أطراف مجموعة تعريفه، وعند اللزوم fادرس في كل حالة نهاية التابع  
  اليمين ومن اليسار.

( )( )

3

2 2

2

2

2

4
( ) 2 ( )

1
1 1 1

( ) ( ) 3
1 2 3

1
( ) cos ( ) 2 3 5

1
( ) 2 ( ) 2 sin

( ) 1 ( ) 2 3

x
f x f x

x x

f x x f x x x
x x x

f x x f x x x
x

f x x x f x x x
x

f x x x f x x x

= − =
+

= + − = + −
+ + +

= + = − −

= + − = +

= + + = − +

� �

� �

	 


� �

� 


  

2المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع   1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
، ثم أوجد ∞+وعند  ∞−وعند  1عند  

  ستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.معادلات الم
  

2المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع  
( )

1

x
f x

x

−
=

+
ثم أوجد  .−1وعند  ∞+وعند  ∞−عند  

  معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.

  f 1[معرف على المجال ال تابعهو ال, 2وفق  ∞+] sin
( )

1

x x
f x

x

+
=

−
.  

�  2أثبت أن 1 2 1
( )

1 1

x x
f x

x x

− +
≤ ≤

− −
1xأياً يكن   >.   

  . ∞+عند  fاستنتج نهاية  �

3 وفق ℝالتابع المعرف على  fليكن   2( ) 2 3 1f x x x= − وليكن  −
C  في الشكل المرافق.المبيّن خطه البياني  
  .∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية  �
)احسب  � )f x′  مْ جدولاً بتغيراتنظ وادرس إشارته، ثمf.  
� . المعادلة أثبت أن( ) 0f x وإذا رمزنا إلى  تقبل جذراً واحداً فقط. =

1.6,1.7ينتمي إلى المجال  αأثبت أنα،  هذا الجذر بالرمز 
 .  

5 

4 

3 

2 

1 

O x

y
C

1
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      لنتعلمّ البحث معاً    

 �������� ����   

sin(3بالعلاقة  ℝ∗معرف على ال fالتابع نتأمّل    )
( )

x
f x

x
  عند الصفر. f. ادرس نهاية =

   نحو الحلّ   ��

  ؟، لماذانحن أمام صيغة عدم تعيين   �
   بحثاً عن طريق   �

)ذكِرنا عبارة تُ : الطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولى )f x  بالتابعsinx
x

x
عند الصفر. وهذا  1الذي تساوي نهايته  ֏

3Xجرِ التغيير أ يقودنا إلى التفكير بتغييرٍ للمتحول. x=أنجز الحل ثم ،.  

)تمكن كتابة : الثانيةالثانيةالثانيةالثانيةريقة ريقة ريقة ريقة الطالطالطالط )f x  بالصيغةsin(3 ) sin 0
( )

0

x
f x

x

−
=

−
، وهذه العبارة هي معدل تغير 

sin التابع 3x x֏.  لإيجاد نهاية ذلك استفد منf عند الصفر.  

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  

  ��	��  + +x ax bx c֏
2  

)2وفق  ℝالتابع المعرفٌ على  fليكن  ) 2 1f x x x= +  خطه البياني. C وليكن .+
  .∞−، وكذلك الأمر في جوار ∞+يقبل مقارباً مائلاً في جوار  Cإثبات أن الخط المطلوب هو 

   نحو الحلّ   ��

   فهم السؤال   �
22في كثير الحدود  المسيطرالحد  ���� 1x x+  ، عند القيم الكبيرة أنّه ن، فيمكن أن نخم22x هو  +

) يكون، xللمتحول  )f x 22 من مرتبة 2x x=.  
   بحثاً عن طريق  �

)ثبت أن أ 1 )2 2
4

lim 2 1 2
x

x x x
→+∞

+ + − =.  

)استنتج قيمة  2 )2
4

lim ( ) ( 2 )
x

f x x
→+∞

− +.  

  .∞−قة في جوار أعد الدراسة الساب 3
  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  

7 

6 
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      �!"# $ %�&' �  �()&� ��%�*  

   يكتب بالصيغة nمن الدرجة  P حدودٍ  من المعلوم أن كثيرَ 
1

1 0( ) n n
n nP x a x a x a−

−= + + 0naحيث  ⋯+ ≠.  
  .على الأقلحقيقياً جذراً  Pفرديّاً، قبِلَ  عدداً  nإثبات أنه إذا كان نهدف إلى 

   نحو الحلّ   ��

)يتعلق الأمر بإثبات أن للمعادلة  فهم السؤال.   � ) 0P x فردي. يتبادر  nحلا على الأقل في حالة  =
)ندرس تغيرات التابع  إلى الذهن أن )x P x֏ التابع ولأن .P  مستمرٌ، يمكن التفكير في إيجاد

)يحققان  bو  aعددين  ) ( ) 0P a P b×   .في تحقيق ما خطر لنا تفيدأيةُ مبرهنة  .>
0naلنفترض أوّلاً أنّ  بحثاً عن طريق.  � >.  

limاحسب  ���� ( )
x

P x
→+∞

limو  ( )
x

P x
→−∞

 .فردياً  nمستفيداً من كون العدد  

)يحققان  bو a عددان حقيقيان استنتج أنّه يوجد ���� ) 0P a )و < ) 0P b <. 
)يحقق  cاستنتج وجود عدد حقيقي  ���� ) 0P c =. 
0naادرس بالمثل حالة  ���� < . 

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

   

               قدُُماً إلى الأمام

  ن اليمين ومن اليسار.النهاية معند الضرورة  وادرس ،aعند  fادرس في كل حالة نهاية التابع  

2

2

2

3 2

2

2

4
( ) ,1,5,

6 5
4 12

( ) , 2,2,
4

2 1
( ) , 2,1,

2
1 2

( ) , 3, 3,
3 9

x
f x a

x x

x x
f x a

x
x x

f x a
x x

f x a
x x

−
= = −∞ +

− +
− −

= = −∞ − +
−

− −
= = −∞ − +

+ −

∞

∞

∞

= − = −∞ − +∞
− −

�

�

�

�

  

4
2

3

3

1
( ) 2 sin , ( ) ,1,

1
1

( ) 1, ( ) (2 cos ) ,
1

x
f x x x a f x a

x
x

f x a f x x x a
x

∞ ∞
−

= + = −∞ + =

∞

= −∞ +
−

−
= = + = + = −∞ ∞+

−

	 


� �

  

9 

8 
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1وفق  ℝالتابع المعرف على  gليكن   
( )

3 2 sin
g x

x
=

+
.  

�  أثبت أن g .محدود  

 استنتج كلا من النهايتين �
2

lim
3 2 sinx

x

x→+∞

    +  
sin و 

lim
3 2 sinx

x x

x→+∞

 +    +  
.  

التابع المعين بالعلاقة  fليكن  
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x

+
=

− −
.  

  . f مجموعة تعريف fD عيّن �
)التي تحقق  cو bو aأوجد الأعداد  � )

1 2

b c
f x a

x x
= + +

+ −
  .fDمن  x، أياً تكن 

  .fDعند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف  fادرس نهاية  �

التابع المعين بالعلاقة  fليكن  
2

( )
( 1)

x
f x

x
=

−
.  

  . 1في جوار  fادرس نهاية  �
)6ويحقق  1زه مرك Iأوجد مجالاً  � ) 10f x   .I{1}\من  x، أياً تكن <

  . a، عند f ادرس في كل حالة نهاية التابع 
2 2

2

( ) 4 2 ( ) 2

2 1 2
( ) 0 ( ) 3

31 1
1

( ) 1, ( ) 1,
11

f x x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

xx

x x x
f x a f x a

xx

= + + = −∞ = + − = +

+ −
= = = =

−+ −
+ − +

∞

= = − + = = +
−−

∞ ∞

� �

� �

	 


  

  .f ادرس في كل حالة نهاية التابع 
1 cos sin

( ) 0 ( ) 0,
sin

2 3 2 sin
( ) 2 ( ) 0

1 cos2 5 3

x x
f x a f x a

x x
x x x

f x a f x a
xx

∞
−

= = = = +

− −
= = = =

−+ −

� �

� �

  

,3[التابع المعرف على المجال  gليكن   3وفق  ∞+] 1
( )

3

x
g x

x

−
=

−
.  

limاحسب  � ( )
x

g x
→+∞

limواستنتج   ( ( ))
x

g g x
→+∞

.  

limأعدْ حساب  � ( ( ))
x

g g x
→+∞

)بعد كتابة   ( ))g g x  بدلالةx.  
  

15 

14 

13 

12 

11 
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)المعرف بالعلاقة  fالخط البياني للتابع  Cيكن ل  )
c

f x a x b
x d

= + +
−

جد الأعداد  .

  :علماً أنّ الخواص الآتية محققة dو cو bو aالحقيقية 
3xالمستقيم الشاقولي الذي معادلته  ����   .Cمقارب للخط  =
2المستقيم المائل الذي معادلته  ���� 5y x=   .∞−وعند  ∞+عند  Cمقارب للخط  −
  .Cإلى الخط  A(1,2)تنتمي النقطة  ����

. بينْ، في كل fDالذي ندرسه على مجموعة تعريفه  f لتابعلالخط البياني  هو C فيما يأتي 
  .C للخط )أفقية أو شاقولية أو مائلة(حالة، إن كان ثمة مستقيمات مقاربة 

2

2

2 2

2 2

2

3 3

2 2

2 1
( ) 3 ( )

31
3 2

( ) 1 ( ) 1
22

2 sin 2 5 4
( ) ( )

3 1 6 1
( ) ( )

1 1
3 2 1 1

( ) ( )
1 2

x
f x x f x

xx
x x

f x x f x
xx

x x x x
f x f x

x x
x x x x

f x f x
x x

x x x
f x f x

x x

+
= − + + =

−+

= − + = − +
+

+ + + −
= =

− + + +
= =

− −
+ − +

= =
+ +

� �

� �

	 


� �

� 


  

  فكّر باستعمال القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. �و 
و �في مساعدة: 

)2وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 2 4f x x x= + +.  
.a limاحسب  � ( )

x
f x

→+∞
  ثم( )lim ( ) ( 1)

x
f x x

→+∞
− +.  

.b   .∞+في جوار  fللتابع  Cللخط البياني  ∆استنتج وجود مقارب مائل  �

.c   .Cوالخط  ∆ادرس الوضع النسبي للمقارب  �
.a lim احسب � ( )

x
f x

→−∞
.  

.b )يحقق  aأثبت وجود عدد حقيقي  � )
lim
x

f x
a

x→−∞
)وأن نهاية  = )x f x ax−֏  عند

  .bعددٌ حقيقي  ∞−
.c   .∞−في جوار  fللتابع  Cللخط البياني  ∆′تنتج وجود مقارب مائل اس �

)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 5f x x x= + + .  
.a lim احسب � ( )

x
f x

→+∞
.  

.a 2اكتب ثلاثي الحدود  � 4 5x x+    .مربّع كامل) ة، (متمّماً إلىالقانوني بالصيغة +
.b   .معادلته اكتب .∞+في جوار  fللتابع  Cاستنتج وجود مقارب مائل للخط البياني  �

19 

18 

17 

16 
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)2وفق  ℝالمعرف على  fلخط البياني للتابع ا Cليكن   ) 1f x x x= + + .  
  . اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة.∞−عند  fادرس نهاية  �
2yالذي معادلته  ∆ أثبت أن المستقيم � x=  مقاربٌ للخطC  في جوار+∞.  
  . Cوالخط  ∆ادرس الوضع النسبي للمقارب  �

)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 1f x x x= + − .  
.a   . ∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية �
.a )احسب � )lim ( ) 3

x
f x x

→+∞
−.  

.b )احسب � )lim ( )
x

f x x
→−∞

+.  

.a   يُطلب إيجاد معادلتيهما. ∆2و ∆1مائلين يقبل مستقيمين مقاربين  Cاستنتج أن الخط �
.b     .∆2و ∆1ن وكلٍ من المقاربي Cخط للادرس الوضع النسبي �

)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 4 3f x x x= − + .  
.a   .∞−وعند  ∞+عند  fادرس نهاية �
.a 24اكتب � 4 3x x−   بالشكل القانوني. +
.b )المعرف وفق  hادرس نهاية التابع � )2( ) ( ) 2 1h x f x x= −   .∞+عند و  ∞−عند  −
.c   يُطلب إيجاد معادلتيهما.مائلين يقبل مستقيمين مقاربين  Cاستنتج أن الخط �
.a   كل من هذين المقاربين. فوقيقع  Cأثبت أن الخط �

وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  
2

( )
9

x
f x x

x
= +

+
 .  

.a 1yالذي معادلته  △ أثبت أن المستقيم � x=   .∞+في جوار  Cمقاربٌ للخط  +
.b   .Cوالخط  ∆للمقارب  ادرس الوضع النسبي �
.a 1yالذي معادلته  ∆′أصحيحٌ أن المستقيم � x=   ؟∞−في جوار  Cمقاربٌ للخط  −

)3وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 1f x x x= + )احسب  . + 1)f ثم أثبت  f(0)و  −
1,0من المجال  c وحيد وجود عدد حقيقي −   يحقق( ) 0f c =.  

}التابع المعرف على  fليكن   }\ 1−ℝ  وفق
3

( )
1

x
f x

x
=

+
 .  

�  أثبت أنf  3متزايد تماماً على المجال
2
, 1 − −  .  

3على المجال  fنظمْ جدولاً بتغيرات  �
2
, 1 − −  .  

)أوجد  � )3
2
, 1f  − −    للمعادلة وأثبت أن( ) 10f x 3وحيداً في المجال  حلاًّ  =

2
, 1 − −  .  

  

25 

24 

23 
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,0]التابع المعرف على  fليكن   3]I )2وفق  = ) 2 3f x x x= − − .  
  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
)التي تحقق  xاستنتج قيم  � ) 0f x =.  
,0]) عيّن � 3[)f.  

2وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   

1
( ) 1

1
f x

x
= −

+
 أثبت أن .f  مستمر علىℝ 

) عيّنو  )f ℝ.  

  :وفق ℝالتابع المعرف على  fليكن  
2 1

cos : 0
( )

0 : 0

x x
f x x

x

    ≠ =  
 =

  

  عند الصفر. fاحسب نهاية  �
  علل إجابتك. ؟ℝمستمر عند الصفر؟ هل هو مستمر على  fهل  �

  :وفق ℝالتابع المعرف على  fليكن  
21 1

: 0( )

: 0

x
x

f x x
m x

 − + ≠= 
 =

  

  ؟ℝمستمراً على  fالتي تجعل  m ما قيمة

)يرمز   )E x  إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx.  ليكنf [0,2]المجال  بع المعرف علىالتا 
)وفق  ) ( )f x x E x= − .  
  .[0,2]على المجال  f ارسم الخط البياني للتابع �
  ؟[0,2]على المجال مستمر  fهل  �

)يرمز   )E x  إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx.  ليكنf [0,2]المجال  التابع المعرف على 
)وفق  )

2
( ) ( ) ( )f x E x x E x= + − .  

)اكتب  � )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x  لا تحوي )( )E x(.  
�  أثبت أن f ؟[0,2]على المجال  مستمر  
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,0]المعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cفي معلمٍ متجانس،   ]π  وفق( ) sinf x x=. 
1هو المستقيم الذي معادلته  dو

2
y x=.  

.a   .dو Cمن  ارسم كلاًّ  �
.b 1يبدو أن للمعادلة  �

sin
2

x x=  ًّوحيداً  حلاα  0[في المجال, ]π. لإيجاد  الرسم فد مناست

  .αينتمي إليه  صغير مجال
.a ,0]إلى التابع المعرف على  gنرمز بالرمز� ]π 1 وفق

( ) sin
2

g x x x= −.  

.a )احسب  � )g x′  وأثبت أن( )g x′  ينعدم عند
3

x
π

=.  

.b   .gنظمْ جدولاً بتغيرات  �
.a 1المعادلة  أن  مما سبقاستنتج  �

sin
2

x x=  وحيداً  حلاًّ تقبلα  0[في المجال, ]π.  

I[0,1]ل تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجا fليكن   )ويحقق  = )f x I∈ ، ًيكنأيا x  منI. 
)وفق  Iإلى التابع المعرف على  kنرمز بالرمز  ) ( )k x f x x= بتطبيق مبرهنة القيمة  .−

)يحقق  Iمن  a، أثبت وجود عدد حقيقي kالوسطى على التابع  )f a a=.  

  +���
� �� �� �,��-  
  وفق: ℝالمعرف على  mf الخط البياني للتابع mCعدداً حقيقياً، وليكن mليكن  

3 2( ) 8mf x x mx x m= + − −  
.a . أوجد إحداثيات هاتين Bو  Aيتقاطعان في نقطتين  1Cو  0Cأثبت أن الخطين البيانيين  �

  .النقطتين
.b   .Bو  Aتمر بالنقطتين  mCاستنتج أن جميع الخطوط البيانية  �
.a   .∞−و عند  ∞+عند  mfأوجد نهاية �
.a )أن للمعادلة  مما سبقاستنتج � ) 0mf x   .m، أياً يكن العدد ℝثلاثةَ حلول متمايزة في  =

  

I[0,1]على المجال واشتقاقياً تابعاً مستمراً  fليكن     الشرطين: يحققو  =
)كان  Iمن  xن أياً كا ���� )f x  منI.  
)كان   ]0,1[من  xوأياً كان  ���� ) 1f x′ <.   

)أثبت أن للمعادلة  )f x x=  ًّوحيداً فيحلا I.  

35 
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)2وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 1f x x= معلمٍ خطه البياني في  Cوليكن  .+
)متجانس  ); ,O i j

	 	.  
  محور تناظر. Cأثبت أن للخط  �
  .∞−وعند  ∞+عند  fادرس نهاية  �
�  أثبت أن

2

1
( )

1
f x x

x x
− =

+ +
يقبل مقارباً مائلاً  C. استنتج أنℝ من  x يكن، أياً 

d  ن الوضع النسبي للخط ∞+في جوارعي .C  ومقاربهd.  
Cليكن  � )وفق  ℝالمعرف على  gالخط البياني للتابع  ′ ) ( )g x f x=  ، وليكن−

C C ′= ∪H.  معادلة أثبت أنH  2هي 2 1y x− =.  

)نعتمد معلماً جديداً   ); ,O u v

) حيث 		 )
2

2
u i j= +

	 )و  		 )
2

2
v i j= − +

	  Mلتكن  .		

)اها تإحداثي نقطة , )x y  في المعلم( ); ,O i j
	 )اها توإحداثي 	 , )X Y  في المعلم( ); ,O u v

 أوجد .		
x وy  بدلالةX وYلخط . ارسم اH  في المعلم( ); ,O u v

		.  

 ��%	.� �/ .
 ��� :�2��3  ���2�  ��	�  

}المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  }\ 1, 1fD = − +ℝ  :وفق  

2( ) 1
1

x
f x x

x
= + +

−
  

.a )اكتب  � )f x .بصيغة لا تحوي قيمةً مطلقة  
.b ). ثم أوجد fDعند حدود مجالات  fادرس نهاية  � )f x′  من وادرس إشارته على كل

  . fDمجالات 
.a    ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات �
.a 1yمن أن المستقيمين اللذين معادلتاهما  تحقّق � x= 1yو  + x= − ،  بالترتيبهما،  −

بالنسبة إلى هذين  C. ادرس وضع ∞−وعند  ∞+عند  Cمقاربان مائلان للخط البياني 
  المقاربين.

.b تساوي  Aمنه علماً أن فاصلة  Aفي النقطة  Cللخط البياني  Tأوجد معادلةً للمماس  �
  الصفر.

.c   .Cثم ارسم  Cومقاربي  Tارسم  �
.a )أثبت أن للمعادلة � ) 0f x [في المجال  αيداً وح حلاًّ  =  −110 طولهوأوجد مجالاً  −]1,1

  .αتنتمي إليه 

37 

36 



  

76  

)في معلمٍ متجانس    , , )O i j
	 ) ، لدينا النقطتان الثابتتان	 3, 4)A قطة المتحولة نوال B(2,1)و −

( , 0)M x. قرن بالنقطة نM  َالنقطةM   التي نعرفها  كما يلي:  ′
)يقطعُ المستقيمُ  ���� )AM  المحور( ; )O j

  .mفي  	
)يقطعُ المستقيمُ  ���� )Bm  المحور( ; )O i

Mي ف 	 ′.  
Mنرمزُ إلى فاصلة  )بالرمز  ′ )f x.  

.a   .∞+عند  fبدون حساب، خمنْ نهاية �

.a � 8أثبت أن
( )

3 3

x
f x

x
=

−
عند  f، ثم استنتج نهاية −3وعن  1عن  xعندما تختلف  

+∞.  
.a   . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ ∞−عند  fادرس نهاية �
.b 1xعند  fادرس نهاية �   . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟=
.b 3xعندما � = )، يكون المستقيم − )AM  ًموازيا( , )O j

. يمكن »في اللانهاية  « mوتكون  	
)أن  في هذه الحالة نقولأنْ  )Bm  يوازي( , )O j

	  وأنM ,2)تقع في  ′ نعرف عندئذ  .(0
)وفق  gالتابع  ) ( )g x f x=  عندما تختلفx  و−3وعن  1عن ،( 3) 2g −  لماذا .=
  ؟−3عند  اً مستمر  g يكون

3xليشمل  gنقول في هكذا حالة إننا مددنا استمرار : ملاحظة   = −.  

38 
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  التوابع : �شـتقاق

  
  

  (�����) 	
��
�  

   ������ �
�������� �������  (�����)  

 
  ������� ���!"�  
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  البابليّون وحساب الجذر التربيعي 
 .تعُد. مسأ� -مّة منذ القدم Aلعدد موجب   Aكانت مسأ� حساب الجذر التربيعي 

 �)المطلوب إذن حساب الحلّ الموجب للمعاد ) 0f x )2حيث  = )f x x A= ، وفي غالب −
، ولكن هل يمكننا Aن لهذا الحل نفترض أنها أكبر م ∗xالأحيان لا نعرف إلاّ قيمة تقريبية 

  ؟∗xمن سابقتها  Aتكون أقرب إلى   ∗∗xتعيين قيمة تقريبية أخرى  ∗xانطلاقاً من 
)في   Tمن الشكل أنّ المماس  نرى , ( ))fM x x∗ يقطع محور الفواصل في  fCللخط البياني  ∗

  .∗xمن  Aتكون أقرب إلى  ∗∗xنقطة فاصلتها 
   هي   Mفي  Tمعاد� المماس 

22 xxxy A∗ ∗= − −  
  وهو يقطع محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها  

1
2
xx

x

A     ∗
∗ ∗∗ = +  

المحسوب هكذا تقريباً أفضل  ∗∗xوعليه يكون  
  .∗xمن  Aللجذر التربيعي 

 �∗2xيمكننا انطلاقاً من  =2Aفي حا   كما ياتئ 2حساب تقريبات متتالية للعدد  =

  

لي منذ حوا الطريقة كانت معروفة للبابليينهذه 
، وتسمّى الخوارزمية البابليّة، ثلاثة الآف سـنة

ونجد في الشكل ا�اور رُقماً حجرً{ |بلياً رمزه 
YBC /1و  2عليه  نقُش −7289 2 

وهو ما كان  المسمارية |لأساس السـتيني|لكتابة 
 ين.في ذ� الح معتمداً 

  

3 17 577 665857

2 12 408 470832

2 0.0858 0.00245

3 17 577
2

2

0.000002 0.000000000

1 408

002

2

x

x

x

∗∗

∗∗

∗

− ≈

x

y

x∗x∗∗

M

T

fC

A

A−
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  تعاريف (تذكرة)  

إلى الخط  fCوبالرمز  fإلى مجموعة تعريف تابع  fDفي كل هذه الوحدة سنرمز بالرمز 
  . في معلمٍ متجانس fالبياني للتابع 

1.1 . . . .����� ��
���� ����� �����                

 
  1تعريف  

العدد  هو ℓنقول إنI.  من  نقطةً  a لتكنو  ،fDمحتوى في  Iعلى مجالٍ  اً معرف اً تابع fليكن 
  إذا تحقق واحدٌ من الشرطين الآتيين: إذا وفقط a عند f المشتق للتابع

)هو نهاية التابع  ℓالعدد   � ) ( )f a h f a
h

h

+ −
مع بقاء  إلى الصفر hعندما تسعى  ֏

a h+  فيI.  

)هو نهاية التابع  ℓ العدد � ) ( )f x f a
x

x a

−

−
}\مع بقائها في  aإلى  xعندما تسعى  ֏ }I a.  

)بالرمز  aفي  fيُرمز إلى العدد المشتق للتابع  )f a′.  
  .a في اشتقاقيf  ، نقول إنa عدداً مشتقاً في  fعندما يقبل  �
  .I على اشتقاقيf  ، نقول إنI كل نقطة من مجالٍ  عنداشتقاقياً  fعندما يكون  �

 
  2  تعريف

fهو التابع  I على f للتابع التابع المشتق. Iعلى مجالٍ  اً اشتقاقيّ  اً تابع fكن لي الذي يقرن  ′
)العدد المشتق  ،Iمن  aبكل  )f a′.  

fيمكن أنْ يعرف   التابع المشتق فمثلاً:  .فحسبواحد ليس على مجال و  على اجتماع مجالات ′

1للتابع 
:f x

x
[المعرف على  ֏ , 0 [ ]0, [D = − ∞ ∪ fالتابع ، هو ∞+ نفسها  Dالمعرف على  ′

وفق 
2

1
( )f x

x
′ = −.  
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1.2 . . . .� �
������� ������� �������        

 T، وليكن aاشتقاقيّ عند النقطة  fالخط البياني لتابع  C ليكن
)في النقطة  Cالمماس للمنحني  ), ( )A a f a ّإن ،T  هو المستقيم

)يساوي  ميلُه و Aالمار بالنقطة  )f a′ .)انظر الشكل المجاور( 
)وتكون  )( ) ( )y f a x a f a′= −     .Tللمماس  معادلةً  +

  

في جوار  Cقريب من المنحني  Tيظهر من الرسم أنّ المستقيم 
 بقرب Tالمستقيم  C، ويمكننا إذن أن نستبدل بالمنحني Aالنقطة 
). بعبارة أخرى نستبدل محلياً بالتابع Aالنقطة  )x f x֏ التآلفي  لتابعَ ا

( ) ( )( )x f a f a x a′+ نا نستبدل بالعدد الحقيقي نّ إأي  ֏−
( )f a h+  ّالعددَ الحقيقي( ) ( )f a hf a′+  عندما تكونh  قريبة من
  الصفر.

  تكريساً للفهم 

  ما فائدة التقريب التآلفي المحلي؟  
)الحالة العامة، حساب في  � ) ( )f a h f a′+ )أسهلُ من حساب  × )f a h+المقدار لأن ، 

( ) ( )f a h f a′+ ، فالحساب يتطلب فقط عمليةَ  hكثير حدود من الدرجة الأولى بالمتحول  ×
  ضربٍ وعملية جمع.

:سبيل المثال، التابع  فعلى  sinf x x֏  اشتقاقي علىℝ(0)، و sin 0 0f = = 
)و )(0) cos 0 1f ′ = )sinقيمة التقريبية للعدد اب لحسإذن  .= )h  في حالة قيمة صغيرة للعدد
h  نستعمل( ) ( ) ( )f a h f a h f a′+ ≈ + )sinفنجد  × )h h≈إذن .  

sin(0.1) 0.1≈   
  !.sin(0.1)=0.099833أمّا الآلة الحاسبة فتعطي :   

)، يمكن أن نكتب aاشتقاقياً عند  fعندما يكون   ) ( ) ( ) ( )f a h f a hf a h hε′+ = + + 
)و )h hε֏  تابعٌ للمتحول هوh  يحقق

0
lim ( ) 0
h

hε
→

= .  

 مثال

a a h+
x

y

( )f a

( ) ( )f a f a h′+

( )f a h+

A

M

P

O

C

a
x

y

( )f a
A

O

C

T
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  يكفي أن نضع في الحقيقة
( ) ( )

( ) ( )
f a h f a

h f a
h

ε
+ −

′= −   

  ثمُّ نستفيد من تعريف العدد المشتق.
)كتابة أمكن ، إذا بالعكسو  ) ( ) ( )f a h f a h h hε+ = + +ℓ  حيثℓ عددٌ حقيقي و

0
lim ( ) 0
h

hε
→

= ،

  . a عند fالعدد المشتق للتابع  ℓعندئذ يكون 

  إحدى صفات القطع المكافئ   
وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Pليكن 

2( )f x x=  لتكن وA وB قطتين من نP  بالترتيبفاصلتاهما 
u وv ( )u v≠ ولتكن ،D  النقطة منP  التي فاصلتها

2

u v+.  أثبت أن المماسT  المار بالنقطةD  للقطعP يوازي 

) المستقيم )AB.  

علينا إثبات توازي مستقيمين. ولأنهما لا يوازيان محور التراتيب، يكفي إثبات تساوي ميليهما، أو  
  .إثبات الارتباط الخطي للشعاعين الموجهين لهما

  
)ميل المستقيم  1mليكن  )AB   عندئذ

2 2

1
B A

B A

y y v u
m v u

x x v u

− −
= = = +

− −
ميل  2mوليكن  .

)لأنّ . T المماس ) 2f x x′ 2 استنتجنا = 2

u v
m f u v

 + ′= = +  
1إذن  . 2m m= نيمافالمستق 

( )AB وT متوازيان، وهي النتيجة المطلوبة.  
  

QE
ZC  

  الحل

 مثال
A

BD

u v

P

x

y

T
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  المألوفة (تذكرة) التوابعبعض مشتقات     

2.1 . . . . 
����� !�"  
#��"        

 
  1  مبرهنة

 اً عدد kن وليك ،)اجتماعُ مجالاتٍ مجالٌ أو هي  D )Dن على ين اشتقاقي يتابع vو  uليكن 
uو kuيكون كل من  . عندئذاً حقيقيّ  v+ وuv  ّعلى  اً اشتقاقيD :ويكون  

( )ku k u′ )و =′ )u v u v′ ′ ′+ = )و + )uv u v uv′ ′ ′= +  

1يكون  Dفي  vينعدم  لاوعندما 

v
uو  

v
  ويكون: Dتابعين اشتقاقيين على  

2

1 v

v v

′  ′ = −  
و 

2

u u v uv

v v

′  ′ ′− =  
  

التوابع الكسرية اشتقاقية على و  .ℝالحدود اشتقاقية على  التوابع كثيرات ،وعلى الخصوص
  مجموعة تعريفها

2.2 . . . . 
���$    %#�&�$ ����'%#�&�$ ����'%#�&�$ ����'%#�&�$ ����'        

 ملاحظات المشتق التابع
x mx p+֏  x m֏   

nx x֏.  1nx nx −֏.  n ∗∈ ℕ.  
1
n

x
x

֏  
1n

n
x

x −
−֏  , 0n x∗∈ ≠ℕ  

x x֏  
1

2
x

x
֏  ]0, [x ∈ +∞  

sinx x֏.  cosx x֏.  x ∈ ℝ.  
cosx x֏.  sinx x−֏.  x ∈ ℝ.  

2.3 . . . . 
���$    ���(�  �)*+���(�  �)*+���(�  �)*+���(�  �)*+        

1وفق  ℝهو كثير حدود معرف على  Pليكن 
1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + لحساب  .⋯+

( )P x′ حد نجمع الحدود على حدته، نشتق كل فنجد  .الناتجة ثم  
1 2

1 1( ) ( 1)n n
n nP x na x n a x a− −

−
′ = + − + +⋯  
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  حساب مشتقات  
المجموعة التي يقبل عليها الاشتقاق، ثم احسب تابعه و ، كلٍ من التوابع الآتية مجموعة تعريف عيّن

  المشتق.
3 2

2

2
2

2

1 5 1
( ) ( )

41
2

( ) cos ( )

x x x
g x f x

x x

x x
k x x x h x

x x

− + −
= =

+ +
+ +

= =
+

� �

� �

   

  
)و  ℝواشتقاقي على  ℝمعرف على  كثيرُ حدود، فهو fالتابع  � )21

( ) 3 10 1
4

f x x x′ = − +.  

2يكن  x العدد الحقيقي أياً يكن � 1 0x x+ + هو من و  ℝتابعٌ كسري معرف على  g، فالتابع ≠
1هو من الصيغة  g اشتقاقي عليها.ثَمّ 

v
2فمشتقه هو من الصيغة  

v

v

′
  ، إذن −

( )
22

2 1
( )

1

x
g x

x x

+
′ = −

+ +
.  

}\على  )اشتقاقيمن ثَمّ و  (هو معرفٌ و تابعٌ كسري،  hالتابع  � 1,0}−ℝ.  الصيغة ولأنّ لهu

v
 

2مشتقه الصيغة لف

u v uv

v

′   ، إذن:−′
2 2

2 2 2 2

(2 1)( ) ( 2)(2 1) 2(2 1)
( )

( ) ( )

x x x x x x x
h x

x x x x

+ + − + + + +
′ = = −

+ +
  

u:2هو جداء ضرب تابعين:  kالتابع  � x x֏  و: cosv x x֏  منهما اشتقاقي على و كلℝ ،
uومشتقه من الصيغة  ℝاشتقاقي على  kفالتابع  v uv′   ، إذن: +′

( )2 2( ) 2 cos sin 2 cos sink x x x x x x x x x′ = × + − = −.  

  تكريساً للفهم 

  عندما ندرس قابلية الاشتقاق في نقطة؟ية أحياناً غير مُجد 1 المبرهنةتكون لماذا   

�  كافية. على سبيل المثال، لإيجاد مشتق  اً سوى شروط طيتعلا  هالأنuv ،على أنّه المبرهنة تنص 
أو  uتقول: إذا لم يكن  لا. لكنها D اشتقاقياً على uv كان، Dاشتقاقيين على  vو u كانإذا 
v  اشتقاقياً علىD ،لن يكون فuv  اشتقاقياً علىD.  

  اشتقاقياً في تلك النقطة. vأو  uيكون  دون أننقطةٍ  عنداشتقاقياً  uvداء ، قد يكون الجوعليه

  الحل

 مثال
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,0]المعرف على  fلنتأمل التابع   )وفق  ∞+] )f x x x=.  ّإنf  هو جداء ضرب
xالتابعين:  x֏  الاشتقاقي علىℝ وx x֏  0[الاشتقاقي على, اشتقاقي  fإذن  .∞+]

,0[على    لديناو  ∞+]
1 3

( ) 1
22

x
f x x x

x
′ = × + × =.  

fتؤكد المبرهنة على وجود  ,0[على  ′ لدراسة  قابلية الاشتقاق عند الصفر. تنفي، لكنها لا ∞+]
  فنلاحظ أنّ  المشتق:الاشتقاق عند الصفر، نعود إلى تعريف العدد 

( ) (0)f h f h h
h

h h

−
= =  

 إذن  
0

( ) (0)
lim 0
h

f h f

h→

−
(0)اشتقاقي عند الصفر و fوالتابع  = 0f ′ =.  

 
   تَدربْ 

التي  fCمن  A في النقطة fCاكتب معادلةً لمماس . fي لتابع هو الخط البيان fCفيما يأتي  ����
  .4فاصلتها 

2 1
( ) ( )

1
( ) ( ) 2 1

1

f x x f x
x

f x f x x
x

= =

= = +
+

� �

� �

  

تأمّل الشكل  .fهو الخط البياني لتابعٍ  fCلشكل المرافق، في ا ����
  : وأجب عن الأسئلة الآتية

)و f(2)و f(0) منعيّن ما كلاً  � 1)f f(0)و − f(2)و ′ ′ 
)و 1)f ′ −.  
)ما عدد حلول المعادلة  � ) 0f x  عددين صحيحينأعطِ  ؟=

)المعادلة  متتاليين يحصران كلا من حلول ) 0f x =.  
  .مبيّناً المجموعة التي تحسب المشتق عليها fالتابع المشتق للتابع  احسب، ما يأتيفي �

2
4 3 2

2

3 1 2 1 2
( ) 2 ( ) ( )

4 3 2 3
1 1 2

( ) ( ) ( )
14

sin sin
( ) ( ) ( ) cos

cos
1 sin cos

( ) ( ) ( ) sin cos
2 cos sin 1

x x
f x x x x f x f x x x x

x x
f x f x f x x

xxx
x x

f x f x f x x x
x x

x x
f x f x f x x x

x x

+ −
= − = = − + −

+ −
= = = −

+−

= = =

+
= = =

+ −

	 	 	

	 	 	

	 	 	

	 	 	

� � �

� � �

� � 	

�� �� �


  

 مثال

x

y

O

1

1 2

2

1−

1−

f
C
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  الاشتقاقتطبيقات 

.1.3 (-�+.') �0
���� ��
' ���1�  

 
   2مبرهنة  

f، تابعه المشتقّ Iتابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  fليكن ′.  

fإذا كان �  fكان  )دهالنقاط التي قد ينعدم عنعدد منته من اباستثناء ( Iموجباً تماماً على  ′
 .Iمتزايداً تماماً على 

fإذا كان �  fكان  )د ينعدم عندهاالنقاط التي قعدد منته من باستثناء ( Iسالباً تماماً على  ′
 .Iمتناقصاً تماماً على 

fإذا كان  �  .Iثابتاً على  fكان  Iمعدوماً على  ′
0g«، نصطلح أن نكتبَ gفي حالة تابع : ملاحظة )«دلالة على أنّ  »Iعلى  < ) 0g x أياً كانت  <

x  منI«.  

  يكافئ الآتي: �و �في نص المبرهنة السابقة، ما وردَ في :  صياغةٌ مُكافئة 
0fإذا كان  1111 ′   .Iمتزايداً تماماً على  f، كان I، ولا ينعدم على أي مجال جزئي منIعلى  ≤
0fإذا كان  2222 ′   .Iمتناقصاً تماماً على  f، كان I، ولا ينعدم على أي مجال جزئي منIعلى  ≥

.2.3  %2��(� 3#���(-�+.')  

 
  3  تعريف

)القيمة  إنّ . نقول Iنقطة من  cولتكن  Iتابعاً معرّفاً على مجالٍ  fليكن  )M f c=  قيمة
  ويحقق الشرط cيضمّ النقطة  Jإذا وُجِدَ مجالٌ مفتوحٌ  cعند النقطة يبلغها  fللتابع  محليّاً  كبرى

, ( ) ( )x J I f x f c∀ ∈ ∩ ≤  
) ، إذ نقول إنّ القيمةf لتابعٍ  القيمة الصغرى محلياً ونعرّف بأسلوب مماثل،  )m f d=  قيمة

 d يضمّ النقطة J، إذا وُجِدَ مجالٌ مفتوحٌ Iمن  dعند النقطة يبلغها  fللتابع  صغرى محلياً 
  ويحقق الشرط

, ( ) ( )x J I f d f x∀ ∈ ∩ ≤  

)نقول إنّ القيمةَ  )f a  ٌللتابع  محليّاً  حديةقيمةf  محلياً أو صغرى محلياً. كبرىإذا كانت قيمة  
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تابع اشتقاقي على المجال  f، رالمجاو في الشكل  
[ , ]I a b= ،وc وd المجال من طتاننق I.   

) القيمتان )f c و( )f a والقيمتان محلياً.  صغريانيمتان ق
( )f b و( )f d  محلياً. كبريانقيمتان  

)لاحظ كيف أنّ  ) ( )A f a f b= هي في آن معاً  =
، وقيمة صغرى bقيمة كبرى محلياً يبلغها التابع عند 

  .aتابع عند محلياً يبلغها ال

 
     3مبرهنة  

  .Iنقطة من  cولتكن ، I مفتوح تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  fليكن
)إذا كانت  � )f c اً، كانيمحل )أو صغرى(مة كبرى قي ( ) 0f c′ =. 
fإذا انعدمَ  � ) ت، كانهاوغير إشارته عند c عند ′ )f c  اً يمحل )كبرى أو صغرى(حدية قيمة

 .fللتابع 

)إذا كانت إذن في شروط المبرهنة،  )f c  كان المماس للخط )كبرى أو صغرى(حدية قيمة ،
) في النقطة fالبياني للتابع  , ( ))c f c .ًأفقيا  

.3.3  
�
��� 45  

 
     4  مُبرهَنة

]على مجال  اً اشتقاقيّ  اً تابع fليكن  , ]I a b= . ّ0 لنفترض أنf ′ ولا ينعدم  على أي مجال ، Iعلى  ≤
]من المجال  k، عندئذ أياً كان I جزئي من ( ), ( )]f a f b للمعادلة، كان ( )f x k= وحيد في  حل

]المجال  , ]a b.  

  الإثبات

، وهذه نتيجة من دراستنا في الوحدة Iتماماً على  اً متزايدمستمراً و  f يكون فرضيات المبرهنةإلى استناداً 
  السابقة.

0fإذا كان  لاحظ بالمثل أنّه  ′ ، عندئذ أياً I ، ولا ينعدم  على أي مجال جزئي منIعلى  ≥
]من المجال  kكان  ( ), ( )]f a f b كان للمعادلة ،( )f x k=  وحيد في المجال حل[ , ]a b . وكذلك يمكن

]مستمراً على المجال المغلق  fافتراض أن نكتفي ب , ]a b  واشتقاقياً على] , [a b ومشتقه لا يغير إشارته ،
  على هذا المجال.

 مثال

a b

x

y

)( ()f a f b=

cd

( )f c

( )f d
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  تكريساً للفهم 

  ؟2لمبرهنة في ا ضرورياً » مجال  I« لماذا كان الشرط   

)المعرف وفق  fعلى سبيل المثال، التابع  � ) 1f x = 0xعندما  − < 
)و ) 1f x 0xعندما  = )، و ℝ∗، اشتقاقي على< ) 0f x′ أياً  =

  ليس ثابتاً. f. ومع ذلك فإنℝ ∗من  xكانت 
  

f′« الشرط  لا يكونلماذا    (c) =   ؟ 3كافياً في المبرهنة شرطاً   »  0

�  التابععلى سبيل المثال،  ه،لأن f  3المعرف وفق( )f x x= يحقق ،
(0) 0f ′ = (0). ومع ذلك فإنf ولا قيمة ( قيمة كبرى محلياً  ليست

f لأن « للتابع.  )صغرى محلياً    ».لا يغير إشارته عند الصفر ′

fكيف نحدد مواقع حلول معادلةٍ     x( ) =   ؟0

)لإثبات أن المعادلة  � ) 0f x محدود أو غير محدود، مغلق أو ( Iفي مجالٍ  αتقبل حلا وحيداً  =
fيجعلان  Iفي  bو aمطرد تماماً ويوجد عددان  f«، يكفي إثبات أن  )مفتوح a( fو ( b( من  (

f×«أي  »مختلفتين إشارتين a f b( ) ( ) < 0«.  
)في الحقيقة، عندما يكون  ) ( ) 0f a f b× )، يكون الصفر محصوراً تماماً بين > )f a  و( )f b عندها ،

)ومحققاً  bو  aمحصوراً تماماً بين  αيوجد  ،4 المبرهنة حسبو  ) 0f c = وهذا إثبات لوجود حل .
α  للمعادلة( ) 0f x   بسبب الاطراد التام للتابع. ينية الحل فه. أما وحدا=

  

f التابعدراسة   .  x x: tan֏  

sinتذكّر أنّ : مجموعة التعريف �
tan

cos

x
x

x
tanإذن . = x  غير معرف عندماcos 0x أي في ، =

 حالة
2

x k
π

= + π حيث k ∈ Z. إذن 

{ }
2

\ :f k kπ π= + ∈D ℝ ℤ  
  كانو  fDمن  −x، كان fDمن  xأياً كانت : الدراسةمجموعة  �

sin( )
( ) tan( ) tan ( )

cos( )

x
f x x x f x

x

−
− = − = = − = −

−
   

  . O المبدأ متناظر بالنسبة إلىفي معلم متجانس  fC ه البيانيخطّ ف، فردي fفالتابع 

 مثال

x

y

O

1−

1

x

y

O 1

1
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x، كان fDمن  xأياً كانت ومن جهة أخرى،  π+  منfD و 
sin( )

( ) tan( ) tan ( )
cos( )

x
f x x x f x

x

π
π π

π

+
+ = + = = =

+
.  

، كالمجال πتكفي إذن دراسته على مجالٍ طوله . دورٌ له πدوري، والعدد  fفالتابع 
2 2
,π π −   ُمّ ، ث 

iπننتقل إلى المجال التالي بالانسحاب الذي شعاعه 
وإلى المجال السابق بالانسحاب الذي شعاعه  �

iπ−
 على المجال بدراسته نكتفيفردي،  f لأنّ و  .�

2
0, π 

   خواص من   لاستفادةونستكمل دراسته با
  .والانسحاب التناظر المركزي

(0)و 0مستمر عند  fعند أطراف مجال الدراسة، التابع  � 0f من  x، وعندما تقترب =
2
π  بقيم

أصغر من 
2
π  يسعىcosx .وعليه إلى الصفر بقيم موجبة 

, ,
2 2 2 2

sin
lim tan lim

cos
x x x x

x
x

xπ π π π
→ < → <

= = +∞   

فالمستقيم الذي معادلته 
2

x
π

على  fمستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع  =
2

0, π 
  .  

 لديناو  fDاشتقاقي على  f: الاطراد �
2

2

1
( ) 1 tan

cos
f x x

x
′ = = + 

0fإذن  ′ متزايدٌ تماماً على  f، وعلى الخصوص التابع fDكل مجال من  على <
2 2
,π π −  .  

للتابع على مجال الدراسة  �
2

0, π 
   :جدول التغيرات البسيط الآتي  

  
 الآتي: كلفهو مبين في الش fCأمّا الخطّ البياني  �

  
  

0 /2

( )

( ) 0

x

f x

f x

π

′ +

+∞ր

O

x

y

π
2

3π
2

π−
2

π

iπ
�

iπ−
�
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   تَدربْ 

]على  المعرف fالخط البياني للتابع  Cليكن  ���� 2, وفق  −[4

2( )
1

ax b
f x

x

+
=

+
المرسوم في  ∆علماً بأن المستقيم  bو aعيّن . 

تحقق أن التابع الذي  .Aفي النقطة  Cمماسٌ للخط الشكل المجاور 
   .ينسجم مع مضمون النصوجدته 

 
 Rمعرفٍ على  f هو الخط البياني لتابعٍ  C المجاور،في الشكل   ����

}\واشتقاقي على  1,1}−R .  
أي الخطوط البيانية المرسومة في الأشكال الآتية يمكن أن يمثّل الخط 

  ؟f′ابع المشتق البياني للت
  

  
  

3 وفق ℝالمعرف على  التابع f ليكن   ���� 2( )f x x x ax= − ليكون  a الحقيقيّ العدد يّن . ع+
1xعند  حدية محلياً  قيمة fللتابع  =.  





وفق  ℝ{1}\ف على المعرّ  التابع f ليكن   
2 1

( )
1

ax bx
f x

x

+ +
=

−
عددان  bو a ، حيث

  :بحيث يتحقّق الشرطان الآتيان bو aنهدف إلى البحث عن قيم  ان.حقيقيّ 
� ( 1)f   للتابع.  محلياً  قيمة حديّة −
  .معدومة محلياً  لحديةا هذه القيمة �

)لماذا  � 1) 0f ′ − )و = 1) 0f −   ؟=
  ، ثم تحقق أن التابع الذي حصلت عليه موافق لشروط المسألة.bو  a عيّن �

)3وفق  ℝالمعرف على  التابع f ليكن   ���� ) 3 5f x x x= − +.  
  ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
�  للمعادلة تحقق أن( ) 0f x في مجال  الجذر احصر هذا. −2و  −3جذراً وحيداً يقع بين  =

  .−110لا يزيد طوله على 

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

O 21

A

∆

x

y

1

1

O

1−

C

1−
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   اشتقاق تابع مركب    

)بحساب مشتق تابعٍ  الآتيةتسمحُ المبرهنةُ  ( ))x g u x֏ من  انطلاقاً من معرفة مشتق كلg 
  . uو

 
     5  مُبرهَنة

لنفترض أنّه أيّاً ، و Iعلى مجال  اً قاقياشت اً تابع u وليكن ،Jعلى مجال  اً اشتقاقيّ  اً تابع gليكن 
) انتمى، Iمن  x كان )u x إلىJ. التابع  يكون عندئذf  المعرف وفق( ) ( ( ))f x g u x= 

  ، كان:Iمن  xوأياً كان  Iعلى  اً اشتقاقيّ 
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )g u x f x g u x u x′ ′ ′ ′= = ×	  

  اجتماع مجالات. Jو أ I كانتبقى صحيحة حتى لو لأنّ هذه الخاصة موضعية فهي  

8- 7
6#%) ( الإثبات���9 �:;�  

}\المعرف على  tللتابع  أنّ  إثباتنريد . Iنقطة من  aلتكن  }I a وفق ( ) ( )
( )

f x f a
t x

x a

−
=

−
 نهايةً  

)تساوي العدد  ( )) ( )g u a u a′ )لنضع  .×′ )b u a= بسبب كون ، ولنلاحظ أنّهu  اشتقاقياً عندa  وكون
g  اشتقاقياً عندb تجنا استمرار التابعين المعرّفين كما يأتي:استن  

( ) ( )
,

: , ( )
( ),

( ) ( )
,

: , ( )
( ),

u x u a
x a

I x x a
u a x a

g x g b
x b

J x x b
g b x b

α α

β β

 − ≠→ =  − ′ =
 − ≠→ =  − ′ =

ℝ

ℝ

  

xو  Iمن  xه في حالة وهنا نلاحظ أنّ  a≠ لدينا  
( ( )) ( ( )) ( )

)(
( )

(( ))
g u x g u a f x

u x
f a

x
x a x a

β α
− −

= =
− −

  

limلمّا كان  ( ) ( )
x a

x u aα
→

limو =′ ( )
x a

u x b
→

limو = ( ) ( )
x b

x g bβ
→

  استنتجنا أنّ  =′
( ) ( )

lim ( ) ( )
x a

f x f a
g b u a

x a→

−
′ ′=

−
  

  وهي النتيجة المطلوبة.
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)إذا كان   � ) ( )f x g ax b= )، كان + ) ( )f x ag ax b′ ′= )هنا  .+ )u x ax b= +.  
2 مشتق حسابل  � 4( ) (3 )f x x x= )2نضع  − ) 3u x x x= )4و − )g x x= يكونف f g u= 	 

  :ومن ثَمّ 
2 3 2 3( ) 4(3 ) (6 1) 4(6 1)(3 )f x x x x x x x′ = − × − = − −  

  حساب مشتقات توابع مركبة  
  الآتية: 3fو  2fو  1fبع التابع المشتق لكل من التوا احسب

2
3 2 1

1
( ) cos( ) ( ) sin ( ) cos 2

3
f x x f x f x x

x

π     = = = +        
� � �   

  
gتوابع مركبة هي  3fو  2fو  1fالتوابع  u	 يتعلق الأمر في كل حالة بمعرفة التابعين .g وu.  

� 1( ) cosg x x=  1و 3
( ) 2u x x π=  5 حسب المبرهنة، فℝلى . كل من هذين التابعين اشتقاقي ع+

1f  اشتقاقي علىℝ  1 لمّا كانو( ) sing x x′ = 1و − ( ) 2u x′   :استنتجنا، =

1 1 1 1( ) ( ( )) ( ) sin 2 2 2 sin 2
3 3

f x g u x u x x x
   π π  ′ ′ ′= × = − + × = − +        

.  

� 2( ) sing x x=  2و
1

( )u x
x

=. 2g  اشتقاقي علىℝ 2وu  اشتقاقي على∗ℝ 2. إذنf ياشتقاق 

ℝ: 2∗من  xأياً يكن و . ℝ∗على  ( ) cosg x x′ 2و  = 2

1
( )u x

x
′ =   :ℝ∗من  x، إذن أياً يكن −

( )2 2

1 1
( ) cosf x

xx
′ = −.  

�  3نجد بطريقة مماثلة لما سبق أنf  اشتقاقي علىℝ  2وأن
3 ( ) 2 sin( )f x x x′ = −.  

 
   6  نتيجة

بالصيغة  Iعلى  المعرف fالتابع  كان ،I جالٍ على م اً تماماً واشتقاقي اً موجب اً تابع uإذا كان 

( ) ( )f x u x= على اً اشتقاقيI ًكان، وأيا x  منI ،كان ( )
( )

2 ( )

u x
f x

u x

′
′ =.  

  الإثبات

)نلاحظ أنّ  ) ( ( ))f x g u x= حيث ( )g x x=. التابع g  0[اشتقاقي على, اشتقاقي  f، إذن ∞+]
,0[من  x كانأياً وعليه  .Iموجب تماماً واشتقاقي على  uلأنI  على   كان، ∞+]

( ) ( ( )) ( )f x g u x u x′ ′ ′= 1 حيث ×
( )

2
g x

x
′   بة.ومنه النتيجة المطلو ، =

  الحل

 مثال

 مثال
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   7  نتيجة

، ولا ينعدم على Iعلى مجال  اً اشتقاقيّ  اً تابع uليكن  صحيحاً لا يساوي الصفر، و اً عدد n ليكن
I   0في حالةn )المعرف وفق fالتابع ون يكعندئذ  .> )( ) ( )

n
f x u x=  ّعلى  اً اشتقاقيI  ًوأيا

  كان، Iمن  xكان 
( )

1
( ) ( ) ( )

n
f x n u x u x

−
′ ′= ×  

  الإثبات

0nصيغة المشتق هي ذاتها في حالتي ئ، ولكن نلاحظ أنّ الإثبات متروك تمريناً للقار  0nو  < < ،
0nغير أنه في حالة  < علينا اشتراط أن،( ) 0u x   .Iمن  xأياً يكن  ≠

  7و  6 النتيجتين تطبيق   
  :فيما يأتي fللتابع التابع المشتق  احسب

2 2 3

2 3

1
( ) ( ) 2 3 ( ) ( 3 1)

( 1)
f x f x x x f x x x

x x
= = + + = + +

+ +
� � �   

  
)3يمكن أن نكتب  � ) ( ( ))f x u x= 2 حيث( ) 3 1u x x x= + معرف واشتقاقي على  uالتابع  . +

ℝ إذن ،f  معرف واشتقاقي علىℝ تابعه المشتق بالعلاقة  طىويع  
( )

2 2 2( ) 3 ( ) ( ) 3( 3 1) (2 3)f x u x u x x x x′ ′= × = + + × +.  
)يمكن أن نكتب  � ) ( )f x u x= 2 حيث( ) 2 3u x x x= + معرفٌ عندما يكون  f. التابع +

( ) 0u x )واشتقاقي عندما يكون  ≤ ) 0u x 2دود وإذا درسنا إشارة ثلاثي الح .< 2 3x x+ الذي  +
) مميزه )8 0∆ = −  طىويع ℝمعرف واشتقاقي على  f، إذن ℝوجدناه موجباً تماماً على  >

  لعلاقة:با ℝتابعه المشتق على 

2 2

( ) 2 2 1
( )

2 ( ) 2 2 3 2 3

u x x x
f x

u x x x x x

′ + +
′ = = =

+ + + +
.  

)يمكن أن نكتب  � )
3

( ) ( )f x u x
−

)2 حيث = ) 1u x x x= + 2ثلاثي الحدود ولأنّ . + 1x x+ + 
تابعه المشتق على  طىويع ℝاشتقاقي على  f أنّ استنتجنا ، يهاعل واشتقاقي ℝعلى موجبٌ تماماً 

ℝ بالعلاقة  

( )
4

2 4 2 4

3 3(2 1)
( ) 3 ( ) ( ) (2 1)

( 1) ( 1)

x
f x u x u x x

x x x x

− − − +
′ ′= − × = × + =

+ + + +
.  

  

  الحل

 مثال
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  تكريساً للفهم 

f=دراسة اشتقاق التابع في  5المبرهنة  نستفيد منكيف     g u؟�  

,0]التابع المعرف على المجال  fليكن  � )وفق  ∞+] ) cosf x x=.  بوضع( ) cosg x x= 
)و )u x x= ، ّنرى أن f g u= معرف على  uوالتابع  ℝمعرف واشتقاقي على  gتابع ال .	

[0, ,0[واشتقاقي على  ∞+] [+∞ . 
,0[على  اً قاقياشت fيكون  ،5المبرهنة  استناداً إلىإذن،    ، وعلى هذا المجال يكون:∞+]

sin
( ) (cos ) sin ( )

2

x
f x u u u x

x
′ ′ ′ ′= × = − × = −  

(0)و 0معرّف عند  fولكنّ التابع  1f المبرهنة أيكون هذا التابع اشتقاقياً عند الصفر؟ لا تفيد  =
عن نهاية فنبحث  لينا العودة إلى تعريف العدد المشتق.. لذلك عفي الإجابة عن هذا السؤال 5

,0[المعرف على  tالتابع  )وفق    ∞+] ) (0)
( )

0

f h f
t h

h

−
=

−
 لى الصفر. إ hعندما تسعى  

  لدينا
2

2
2 sin /2) sin /2)cos 1 1

( )
2 /

( (

2

h hh
t h

h h h

 −  = = − = −    
  

  ولأنّ 

0
lim 0

2h

h

→
   و   =

0

sin
lim 1
X

X

X→
=  

1 استنتجنا أنّ 
20

lim ( )
h

t h
→

= 1و ،عند الصفرأيضاً اشتقاقي  fفالتابع  .−
2

(0)  f ′ = −.  

)=المعرف وفق  fللتابع يمكن أَ    ) ( )f x u x 0عند ، أن يقبل الاشتقاقx  0تحقق( ) = 0u x؟  

�  على 6 النتيجةنعم، لأن 0« أنّ  لا تنص( ) 0u x  فهذه». 0xغير اشتقاقي عند  f«ي يقتض» =
  السؤال المطروح. نلا تجيب ع النتيجة
 .x0، علينا أن نعود إلى تعريف العدد المشتق في x0اشتقاقياً في  fلمعرفة ما إذا كان وعليه، 

0أي علينا أن ندرس نهاية التابع 

0

( ) ( )
:

f x f x
t x

x x

−

−
  .0xالنقطة  عند ֏

)ليكن   ) 1f x x= ,1] من xفي حالة  − ) هناو  ∞+] ) 1u x x= (1)و − 0u في و  =
1xحالة    لدينا  <

1 1
( )

1 1

x
t x

x x

−
= =

− −
  

إذن 
1, 1
lim ( )

x x
t x

→ >
=   .1 عندغير اشتقاقي  f، فالتابع ∞+

 مثال
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)4ليكن   ) ( 1)f x x= )4هنا  .ℝمن  x، أياً يكن − ) ( 1)u x x= (1) و − 0u ، وأياً =
)2 ينافلد ،ℝمن  xيكن  ) ( 1)f x x=   .1 عندفهو اشتقاقي  ℝاشتقاقي على  f.إذن −

 
   تَدربْ 

  المشار إليها في كل حالة. Dموعة على المج fفي التمرينات الآتية، احسب مشتق  ����
3

3 5

2

2

2

2 23

2

2

1
\{ 2}, ( ) , ( ) (2 1)

2

, ( ) 1 , ( ) sin
2 3

1 1
\[ 1,2], ( ) , ( )

2 1

sin
[0, [, ( ) [0, [, ( ) cos

cos

[0, [, ( ) tan

x
D f x D f x x

x

x
D f x x x D f x

x x
D f x D f x

x x x

x
D f x D f x x

x

D f x x

π π

π

π

 + = − = = = −  + 

 = = + = = −   

+ +
= − = = =

− + +

= = = =

= =

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

� �

� �

� 


� �

6
[0, [, ( ) tan(3 )D f x xπ= =� �

  

  
)في معلمٍ متجانس  ���� ); ,O i j

� � ،2 2 1x y+  Cمعادلةٌ للدائرة  هي =
 Cربع الدائرة  وعليه فإنّ  . 1 نصف قطرهاو  O التي مركزها

المعرف على  fللتابع  المرسوم في الشكل المرافق، هو الخط البياني
)2وفق  [0,1]المجال  ) 1f x x= −.  

)احسب  � )f x′  0,1]على المجال[.  
1فاصلتها  التي تساوي Aفي النقطة  Cللدائرة  Tاستنتج معادلةً للمماس  �

2
 .  

�  المستقيم تحق ق أن( )OA  والمماسT .متعامدان  
  

على  المعرف fللتابع  Cجد الخط البياني نفي الشكل المرافق  ����
ℝ  2وفق( ) 1f x x= +.  

�   تحققْ أنf  ٌزوجي.                                       تابع  
  .∞−عند و  ∞+عند  fنهاية  احسب �
yكون المستقيم الذي معادلته  علّل � x=  مقارباً مائلاً للخط البيانيC  ؟∞+في جوار  
  . هل من توافق بين نتائج الدراسة والنتائج التي تستخلصها من الخط البياني؟ f ادرس تغيرات �

 مثال

x

y

O

A

11
2

x

y

O

C
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   مشتقات من مراتب علياال 

 
  4  تعريف

fه المشتق تابعَ  يسمن. Iعلى مجال  اً اشتقاقيّ  اً بعتا fليكن  أو المشتق (التابعَ المشتق الأول  ′
f. وعندما يكون f(1)بالرمز  نرمز إليه أحياناً و  fللتابع  )الأولىمن المرتبة  ، Iاشتقاقياً على  ′

fبالرمز  يُرمز إلى تابعه المشتق f. يسمى f(2)أو بالرمز  ′′ أو المشتق من (ق الثاني المشت ′′
2nوهكذا، أياً يكن العدد الطبيعي  .fللتابع  )الثانيةالمرتبة  ، نعرف التابع المشتق من ≤
)مشتق للتابع ابع البصفته الت nالمرتبة  1)nf )أي  .− ) ( 1)( )n nf f − ′=.  

 

1وفق الصيغة  ℝ{1}\التابع المعرّف على  fليكن  
( )

1
f x

x
=

−
.  عندئذ يعطى المشتق 

)بالصيغة  nبة من المرت )

1

!
( )

(1 )

n

n

n
f x

x +
=

−
1xفي حالة   ≠.  

  
)سنعتمد أسلوب الإثبات بالتدريج، لتكن  )E n :الخاصة الآتية  

)كان  ℝ{1}\من  xأياً كان � )

1

!
( )

(1 )

n

n

n
f x

x +
=

−
�  

 لأنّ  صحيحة E(1)الخاصّة  �

2 2

1 0 (1 ) 1 (1 ) 1
( )

1 (1 ) (1 )

x x
f x

x x x

′  ′× − − × −′ = = =  −  − −
 

(1)أو  

1 1

1!
( )

(1 )
f x

x +
=

−
. 

)لنفترض إذن صحّة الخاصة  � )E n  ّأي أن( )

1

!
( )

(1 )

n

n

n
f x

x +
=

−
1xأياً كانت    . عندها≠

( )

1 1
( 1)

1 2
1

2 2 2

0 (1 ) ! ((1 ) )!
( )

(1 ) (1 )

0 ! ( ( 1))(1 ) ( 1)!

(1 ) (1 )

n n
n

n
n

n

n n

x n xn
f x

x x

n n x n

x x

+ +
+

+
+

+ +

′  ′× − − × − = =   −  −

− × − + − +
= =

− −

 

)وهذا يُثبت صحة الخاصة    1)E n ). فنكون بذلك قد أثبتنا صحة الخاصة + )E n  أياً كانتn.  

  الحل

 مثال
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   ب تَمثـلُهاأفكار يج 

				 ( )f a′ للخط البياني  هو ميلُ المماسfC  في النقطة( , ( ))A a f a.  
)مماسٌ في النقطة  fCيمكن أن يكون للخط البياني  				 )( , )A a f a  حتّى لو لم يكـنf  اشـتقاقياً فـيa ،

)علـــى أن يكـــون  ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−
= +∞

−
)أو   ) ( )

lim
x a

f x f a

x a→

−
= −∞

−
عندئـــذ يكـــون الممـــاس و  .

  شاقولياً.
  اشتقاقياً على كامل مجموعة تعريفه.  fقد لا يكون تابعٌ  				

  
x x֏  0]معرفٌ على,   ه غير اشتقاقي عند الصفر.، لكنّ ∞+]

):  عندما صيغة أساسية 				 ) ( ( ))f x g u x= يكون ،( ) ( ( )) ( )f x g u x u x′ ′ ′=  وبوجه خاص .×

2

1 u

u u

′  ′ = −  
)  و    )

2

u
u

u

′′
=  

)يمكن أن يكون التابع  				 ( ))x g u x֏  ٍاشتقاقياً في نقطةa أو  5ة دون أنْ يستوفي شروط المبرهن
  .6النتيجة 

  .منعكسات يجب امتلاكُها 

)إنْ تجد  				 ) 0f a′ )وبالعكس، إذا كان المماس في  الأفقي. المماسب، فكرْ عندئذ = , ( ))A a f a  ًأفقيا 
)كان  ) 0f a′ =.  

  .غيراتهتنظيم جدولٍ بتبعند البحث عن قيمٍ كبرى أو صغرى لتابع، فكرْ  				
)ثبات أن للمعادلة لإ 				 ) 0f x ]وحيداً في المجال  حلاًّ  = , ]a b رْ بطريقةٍ تقوم على إثبات أنفك ،f 

]مطردٌ تماماً على مستمرٌ و  , ]a b  وأن( )f a و( )f b .من إشارتين مختلفتين  
)دراسةُ إشارة  ندما تصعبُ ع 				 )f x′ ٍرْ في دراسة تغيرات تابعفك ،g  تكون إشارة( )g x  مماثلةً لإشارة

( )f x′.  

3إذا كان    2( ) ( 1)f x x x x′ = − + 3تغيرات  ، ادرسْ × 2: 1g x x x− +֏.  
)إذا أردت البحث عن إشارة  				 )f x′  في حالة( ) ( )f x u x=ه يكفي البحث عن إشارة كّرْ أنّ ذ، ت

( )u x′ لأن ،( )
( )

2 ( )

u x
f x

u x

′
′ =.  

)2ان إذا ك  ) 4 1f x x x= − )، كانت إشارة + )f x′  ً2 شارةلإمماثلة 4x  مثال  .−

 مثال

 مثال
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k، يمكن أن نرس إشارة التابع Iعلى مجالٍ  gو fلمقارنة قيم  				 f g= ولتحقيق ذلك، قد نحتاج  −
)تسمح معرفة إشارة  إلى دراسة تغيراته. )f g−  بتحديد الوضع النسبي للخطين البيانيينfC وgC. 

)معرفة إشارة  فيد، توبوجه خاص )( ) ( ) ( ) ( )f x x a f a f a′− − بتحديد الوضع النسبي للخط  +
)ومماسه في النقطة  fCالبياني  , ( ))A a f a.  

)، فكرْ في دراسة aمستمرٍ في fلتابعٍ  aلمعرفة قابلية الاشتقاق في  				 ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−

−
.  

  .أخطاء يجب تجنّبها 

)التابع  إنّ مشتق 	 )x f ax b+֏ هو( )x af ax b′ »فلا تنسَ المقدار ֏+ »a .  
) إذا كان 	 ) ( ) ( )P x g a f x= أُعطي مشتق ،P  بالعلاقة( ) ( ) ( )P x g a f x′  وليس بالعلاقة =′

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x g a f x g a f x′ ′ ′= + لأن .( )g a  ٌوليس تابعاً للمتحوّل عدد ،x.  
)في صيغة مشتق  	 )( )x g u x֏ لا تنسْ الحد ،( )u x′.  
fإذا كان «القضية  	 g= كان ،f g′ fإذا كان «صحيحة، لكن القضية » =′ g> كان ،

f g′  .خطأ في الحالة العامة» <′
  

  
 

QE
ZC
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����� 

  دراسة تابع، التوابع المُساعدة 

  دراسة تابع �

حساب نهاياته عند أطراف ، و fDمجموعة تعريفه  هو تعيين f، المقصود بدراسة تابع في الحالة العامة
 اني البحث عن مقاربات خطه البيو نة لمجموعة تعريفه المجالات المكوfC رسم ، وأخيراً دراسة تغيراته، و 

دراسة التابع مما يفيد في جعل زوجي، أو فردي، أو دوري،  fأحياناً، نكتشف بسهولة أن و  .خطه البياني
مستفيدين من طبيعة الخاصة التي  fDإلى كامل ، د الدراسةمدّ ثمُّ تُ  fDمن  على مجموعة جزئيةتقتصر 

  يتمتع بها التابع.

  كسري  دراسة تابع �

[معرف على ال fلنتأمّل التابع الكسري  1, [− الصيغة وفق  ∞+

3

1
( )

1

x
f x

x

−
=

+
الخط  نامج متخصصلقد رسمنا باستعمال بر  .

)في معلم متجانس  fللتابع  Cالبياني  , , )O i j
� �.   

 ومن ثم توضيح كيفية fف صفات بتعرّ  الآتيةستسمح الدراسة 
 أي برنامج استعمالدون  Cالوصول إلى رسم خطه البياني 

لا في الحقيقة،  .[0,1]سير الخط البياني على المجال  وخصوصاً 
دائماً، جميع المعلومات  بو لحاسستعمال االخط المرسوم بايعطي 

تلك  عنه يزودنا بتصور مفيد جداً المتعلقة بالتابع، لكنّ 
   المعلومات.

)احسب  � )f x′  على المجال] 1, [− )ق أن إشارة وتحقّ  ∞+ )f x′  3تماثل إشارة 22 3 1x x− −.  

)إشارة  تعيينفي حالة تعذر   )f x′  ٍجبرياً، ندرس تغيراتِ تابعٍ مساعدg  الإشارة  منهنستنتج
  . المطلوبة

[إلى التابع المعرف على  gنرمز بالرمز  � 1, [− 3وفق  ∞+ 2( ) 2 3 1g x x x= − −.  
.a   ادرس تغيراتg.  
.b  المعادلة أثبت أن( ) 0g x [على  αوحيداً  تقبل حلاً  = 1, [− +∞ وأن ،α  ينتمي إلى

  .[1.6,1.7] المجال
.c  استنتج إشارة( )g x.  

 1 نشاط

O 1

1

x

y
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  .fبالاستفادة من النتائج السابقة، نظمْ جدولاً بتغيرات  �

ادرس و . 0ها منه التي تساوي فاصلتُ  Aفي النقطة  Cللخط البياني  ∆اكتب معادلةً للمماس  

[على المجال  ∆ومماسه  Cالوضع النسبي للخط  1,1]−.  
  .1ي النقطة التي تساوي فاصلتُها مماسه ف dالمستقيم  يقع فوق Cأثبت أن الخط  �
  .Cثم ارسم  dو  ∆ارسم  �

  مماس شاقولي 

  الحالة العامة �

  . إذا كان fDتنتمي إلى أحد مجالات  aنقطةٍ  عندمستمراً   fلنتأمّل تابعاً 
( ) ( )

lim
x a

f x f a

x a→

−
= +∞

−
)أو    ) ( )

lim
x a

f x f a

x a→

−
= −∞

−
  

)متجانس مماساً شاقولياً في النقطة  في معلمٍ ، fللتابع  fCبِلَ الخط البياني قَ  , ( ))A a f a.  ُرهندسياً، يفس

)و  aمستمر عند  f«الشرطان  ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−
= ±∞

−
في النقطة  fCبأن ميل القاطع للخط  »

( , ( ))A a f a  يسعى إلى)+ xإلى المستقيم الذي معادلته طع االقن يسعى إ، أي ∞−)أو ∞ a=  .  

f֏ حالة التابع � x x:  

 تعلم أنf عند الصفر، لكنه غير اشتقاقي عند الصفر. رٌ مستم  أثبت أن
  محور التراتيب مماس لخطه البياني في مبدأ المعلم.

: دراسة التابع  � (2 )֏f x x x x−  

.a�  ّق تحق أنf  [0,2]معرف على المجال.  

.b�  أثبت أنf  واحسب  ]0,2[اشتقاقي على( )f x′ .على هذا المجال  
.a�  ما نهاية( )f x

x
  اشتقاقي عند الصفر. fإلى الصفر؟ استنتج أنx  عندما تسعى  

.a�  ما نهاية( ) (2)

2

f x f

x

−

−
2xاشتقاقي عند  fهل  ؟2إلى  xعندما تسعى     ؟=

.a
)، في معلم متجانس fنرمز إلى الخط البياني للتابع   , , )O i j
�   .C، بالرمز �

.a�  ادرس تغيراتf .مْ جدولاً بهاونظ  
.b� ي مماسَ  عيّنC  0)في النقطتين, 0)A  2)و, 0)B.  
.c�  ارسم مماسيC  فيA  وB  ارسم ثمC.  

 2 نشاط
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  دراسة تابع مثلثاتي 
  ؟كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّاً  �

  تذكرْ 
:2πر لكل منهما دوريان ويساوي الدورُ الأصغ cosو sinن االتابع ���� لأن .  

sin( 2 ) sinx xπ+ )cosو  = 2 ) cosx xπ+ =  
:πدوري ويساوي دوره الأصغر tanالتابع  ���� لأن .  

tan( ) tanx xπ+  حيث =
2

x kπ π≠ kو + ∈ ℤ  

)sinن االتابع ���� )x ax b+֏  وcos( )x ax b+֏  2والدورُ الأصغر لكل منهما هو

| |a

π .  

  :fDف على معرّ  fاستنتاج مجال دراسة تابعٍ في  ةالصفات الخاصة بالتوابع المثلثاتيّ  ما تفيدغالباً، 
 ،xموجباً تماماً، وأياً كان العدد الحقيقي  T، كان fدوراً للتابع  Tإذا كان  �

fxإذا كان  D∈ كان fx T D+ )و  ∋ ) ( )f x T f x+ =   
  .Tفي هذه الحالة يمكن أن ندرس التابع على مجالٍ طوله 

زوجياً أو فردياً، يكفي أن ندرسه على  fإذا كان  �
2

0,T fD
  ∩  ،  ُّثم:  

الخط البياني على  محور التراتيببالنسبة إلى  المحوري زوجياً، أعطى التناظر fإذا كان  ����

2
, 0T

fD
 − ∩   .  

على  الخط البياني Oفردياً، أعطى التناظر بالنسبة إلى المبدأ  fإذا كانو  ����
2
, 0T

fD
 − ∩   .  

Tبعدئذ، يسمح الانسحابان اللذان شعاعاهما   � i
Tو  � i−

بالحصول على الخط البياني على  �
  مجالات أخرى.

  ة بمثل دراسة التوابع الأخرى.دراسة التوابع المثلثاتيّ  جريوخلاف ذلك، ت
2 بعدراسة التا � sin sin2x x x+֏  

)وفق  ℝف على معرّ ال fالتابع لنتأمّل  ) 2 sin sin 2f x x x= +.  
استنتج إمكانية  .fالفردية للتابع  أو دورٌ له. ادرس الصفة الزوجية 2πوأن  دوريf  ق أن تحقّ  �

,0]على المجال  fدراسة  ]π.  
) لدينا  xفي حالة عدد حقيقي ه، أثبت أنّ  � ) 2(2 cos 1)(cos 1)f x x x′ = − +.  
,0]على المجال  fادرس تغيرات  � ]π.  

1ستحتاج إلى حل المتراجحة مساعدة:  
2

cosx و أة، الدائرة المثلثاتيّ  استعمال. لهذا، يمكن <
cosxللتابع  الخط البياني x֏  0]على المجال, ]πالأمر عند دراسة إشارة  . وكذاcos 1x +.  


,0]على المجال  fارسم الخط البياني للتابع   ]π على المجال ثم ،[ 2 ,2 ]π π−.  

 3 نشاط
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  نهايات ومشتقات 

  مبدأال �

xو  aمن مجال مفتوح يحوي  xتابعاً يحقق عند كل  f وليكنتابعاً ما،  g ليكن a≠ العلاقة   
( ) ( )

( )
g x g a

f x
x a

−
=

−
  

  يكونو  aنهايةً عند  fيقبلُ  ، عندئذa عنداشتقاقي  gن التابع نفترض إضافةً إلى ذلك أثمُّ ل
lim ( ) ( )
x a

f x g a
→

′=.  

0 «لإزالة حالة عدم التعيين من الصيغة  إذن،
0

 f كتابة، يمكن أن نحاول aنقطةٍ  عند fلتابعٍ  » 

)بالشكل  ) ( )
( )

g x g a
f x

x a

−
=

−
lim. عندئذ يكون a عنداشتقاقي  g  حيث  ( ) ( )

x a
f x g a

→
′=.  

  تطبيقات �

4التابع المعرف بالعلاقة  fليكن  � 2
( )

x
f x

x

+ −
عند الصفر  f. يقودنا البحث عن نهاية =

). ضعْ عدم التعيين إحدى صيغ إلى ) 4g x x= عند الصفر.  fنهاية  لكي تتمكن من حساب +
  احسب هذه النهاية.ثمُّ 

ننوي دراسة نهاية التابع  �
2

cos
:

x
f x

x π−
عند  ֏

2

π.  

.a� الحساب المباشر يقود تحقّق عدم تعيينإلى صيغة  أن.  

.b�  لاحظ أنcos 0
2

π
عند  fاستنتج أن نهاية و ، =

2

π  تساوي العدد المشتق للتابعcosx x֏ 

 عند
2

π ،؟ماذا تساوي هذه النهاية  

   في النقطة التي يشار إليها. fتين الآتيتين، نهاية التابع لحالفي كل من ا ادرس، �

4

1
( .

tan
)

x
f x

x
a

π

−
=

−
عند   

4
x

π
=.  

2 1 2
( )

1
.

x
f x b

x

+ −
=

−
1xعند    =.  

  
  
  
  

 4 نشاط
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  اليمين ومن اليسارالاشتقاق من  

  حالة عامة: تعريف نصف المماس �

)، ويقبلُ التابع aمستمراً على مجالٍ يحوي  fعندما يكون التابع  ) ( )f x f a
x

x a

−

−
من  ℓنهايةً  ֏

العدد المشتق من  ℓنسمي و  ،a عند اشتقاقيٌ من اليمين fإن التابع عندئذ ، نقول aاليمين عند 
)ونرمز إليه بالرمز  ،aفي  fاليمين للتابع  )f a+′. ف بعند الاشتقاق من اليسار مماثل أسلوبنعر a 

)ونرمز إلى العدد المشتق من اليسار بالرمز  )f a−′ في حال وجوده.  
  

)في حال وجود  )f a+′ و( )f a−′ الخط البياني  إنّ  نقولfC 
)في النقطة يقبل  fللتابع  , ( ))A a f a  نصف مماس من اليمين

)ويكون ونصف مماس من اليسار.  )f a+′  َنصف المماس  ميل
)من اليمين، و )f a−′ اليسار.   نصف المماس من لَ مي  

  
  دراسة مثال �

2وفق  ℝعلى  التابع المعرّف fليكن 
( )

| | 1

x
f x

x

+
=

+
.  

 هلخطاليمين  معادلةً لنصف المماس من عند الصفر من اليمين، ثم اكتب fادرس قابلية اشتقاق  �
,0)في النقطة  fCالبياني  2)A.  

 هلخطلنصف المماس من اليسار  عند الصفر من اليسار، ثم اكتب معادلةً  fادرس قابلية اشتقاق  �
,0)البياني في النقطة  2)A.  

]على المجال  fCنصفي المماسين السابقين وارسم  ارسم � 2,2]−.  

  تأطير (حصر) توابع مثلثاتية 

  تمهيد �

,المجال  ن علىين واشتقاقييمعرف gو  fلنتأمّل تابعين  [[0D =   . ولنفترض أنّ ∞+
( ) ( )f x g x′   .Dمن  xأياً يكن  ≥′

)وفق  Dالمعرف على  hلتابع بدراسة ا ) ( ) (0) ( ) (0)h x f x f g x g= − − :أ + ثبت أن  
( ) (0) ( ) (0) )( f x f g x g≤ −∗ −  

  

 6 نشاط

 5 نشاط

a

( )f a

xO

y

fC

A
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  .cosxو sinx حصر �
.a� أثبت  أنsinx x≤ 0، أياً يكنx ≥.  
.b� باختيار ( ) cosf x x= و، −

2

( )
2

x
g x xه في حالة التمهيد أنّ  مستفيداً منبرهن  = ∈ ℝ    

2

1 cos 1
2

( )
x

x− ≤ ≤△  

.a�  أثبت أن
3

sin
6

x
x x x− ≤ 0x، أياً يكن ≥ ≥ .  

.b�  وأن
2 2 4

1 cos 1
2 2 24

x x x
x− ≤ ≤ − xأياً يكن  ،+ ∈ ℝ.  

.c� أنّ  نخيراً بيوأ 
3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x− ≤ ≤ − 0xأياً يكن  ،+ ≥.  

   تطبيقات �

.aالعدد  استنتج مما� سبق أن
2

1
2

x
بخطأ لا يتجاوز  cosxتقريبٌ للعدد  −

4

24

xالذي  أ. ما الخط

cos(0.1)نرتكبه عندما نكتب    ؟ =0.995

.a� احسب نهاية
2

cos 1x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  −

.a� احسب نهاية
3

sinx x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  −

  

QE
ZC
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            ��	
�� 
	����  
  

  .aفي النقطة التي فاصلتها  fمعادلة للمماس للخطّ البياني للتابع المعطى  اكتب 
3 2

2

4

( ) , 1 ( ) 3 , 0

( ) , 0 ( ) , 0
1 1

( ) cos , ( ) cos , 0

f x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

x x

f x x x a f x x aπ

= = = + − =

= = = =
− +

= = = =

� �


 �

� �

  

}\ علىالمعرف  fالخط البياني للتابع  Cليكن   1}−R  وفق
2 3 1

( )
1

x x
f x

x

− +
=

+
.    

  .1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها Cمعادلةً لمماس  اكتب �
4yمستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cبل هل يق � x=   ؟−
3لمستقيم الذي معادلته لمماساً موازياً  Cهل يقبل  � 2 0x y−   ؟=

)2وفق  R علىالمعرف  fالخط البياني للتابع  Cليكن   )
2

x
f x

x
=

+
.  

  .1 افي النقطة التي تساوي فاصلتُه Cمعادلةً لمماس  أعطِ  �
1مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cهل يقبل  �

4
y x=   ؟−

4ادلته لمستقيم الذي معلمماساً موازياً  Cهل يقبل  � 0x y−   ؟=

)3وفق  ℝالمعرف على  التابع f ليكن  ) 3 1f x x x= − +.   

  لاً بها.ونظمْ جدو  fادرس تغيرات  �
)ق أن للمعادلة تحقّ  � ) 0f x منها في مجال لا يزيد طوله على  كلاًّ واحصر ثلاثةَ جذور.  =

110− .   

، مسموح أو الحاسوب يعني هذا الرمز أنّ استعمال الآلة الحاسبة  : هنا نجد رمزاً جديداً  
  .ليس ضرورياً ولكن 

  

4 

3 

2 

1 
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3وفق  ℝالمعرف على  هو التابع f ليكن  2 1
( )

2
f x x x x= − − +.    

  ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
)حلول المعادلة  ما عدد  � ) 0f x   ؟ =
   . −110احصر كل منها في مجال لا يزيد طوله على  �

4وفق  ℝف على المعر  هو التابع f ليكن  3 2( ) 3 4 12 4f x x x x= + − +.    

  ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
)حلول المعادلة  ما عدد  � ) 0f x   ؟ =
   . −110احصر كل منها في مجال لا يزيد طوله على  �

المعرف  fابع للت 3و 2و 1المشتقات من المراتب  احسبفي كل حالة من الحالات الآتية،   
  بالعلاقة المشار إليها. وحددْ في كل حالة المجموعة التي تحسب عليها المشتق.

3 21
( ) ( ) 1

2
1

( ) cos(2 ) sin(2 ) ( )
1

1 1
( ) ( )

sin cos

f x x x f x x x x

f x x x f x
x

f x f x
x x

= = − + −

= + =
−

= =

� �


 �

� �

  

         

)2وفق  ℝف على التابع المعرّ  f ليكن   ) 1f x x x= + +.  
21ق أن تحقّ  � ( ) ( )x f x f x′+ ⋅   .ℝمن  x، أياً يكن =
�  1)2استنتج أن ) ( ) ( ) ( ) 0x f x xf x f x′′ ′+ + −   .ℝ من x، أياً يكن =

  للاشتقاق عند الصفر. f، ادرس قابلية التابع ةالآتي لاتفي كل من الحا  
2

2

2

| |
( ) ( ) | | ( )

1

x x
f x f x x x f x x x

x

+
= = =

+
� � �   

(0)وفق  ℝمعرفٌ على  fالتابع    0f 2و  = 1
( ) cosf x x

x

 =   
0x في حالة  ≠.  

  علّل إجابتك. عند الصفر؟ اشتقاقيf  هل  �
)احسب  � )f x′  على∗ℝ.  

  

10 

9 

6 

8 

7 

5 
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      لنتعلمّ البحث معاً 

  ����� ّ��   

)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j
� � ،M اها تهي النقطة التي إحداثي( , 0)m 0 حيث 3m≤  Nو، ≥
,0)اها تهي النقطة التي إحداثي )n 0 حيثn 3MNتحققان  Nو  M، النقطتان ≤  وأخيراً  .=

J  القطعة المستقيمة هي نقطة من[ ]MN  ُ2حقق تMJ المحل الهندسي  نهدف إلى تعيين .=
L  للنقطةJ  عندما تتحولm 0]المجال  في,   .هورسم، [3
   نحو الحلّ   ��

)هذه مسألةٌ في دراسة المحل الهندسي تحليلياً. سنسعى بدايةً إلى حساب    � , )x y لنقطة ا إحداثيّتي
J  بدلالةm َالأشعة.  باستعمال. يمكن التفكير بمبرهنة تالس، لكنْ يبدو الأمر أيسر  
�  3أثبت أن 2OJ OM ON= +

��� ���� ���� .  
�  29أثبت أنn m= )استنتج و . − , )x y قطة للن إحداثيّتيJ   بدلالةm.  

 yو xتين ، نبحث عن علاقةٍ بين الإحداثيّ Jللنقطة  Lللحصول على معادلة للمحل الهندسي   �
22. أثبت أنm مستقلةٍ عن الوسيط  Jللنقطة  1y x= إلى الخط  J، عندها تنتمي −
)2 وفق [0,1]ال المعرف على المج fللتابع  Cالبياني  ) 2 1f x x= −.  

على المجال  mكاملاً عندما تتحول  Cالخط البياني  Jترسم يبقى أن نجيب عن السؤال: أَ   �
[0,   ؟ [3

  ؟[0,1]إلى المجال  xلماذا تنتمي  �
  ؟Jما هو إذن المحل الهندسي للنقطة  �
  . Lارسم وأخيراً . 1وادرس قابلية اشتقاقه عند  fادرس تغيرات  �

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

   
	����� ������ �!�  
)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j

� )إلى مجموعة النقاط  E، نرمز بالرمز � , )M x y :التي تحقق  
2 24 3( ) 2x x y− + =∗   

ومن  2fو  1fلتابعين  2Cو  1Cهي اجتماع خطين بيانيين  Eإثبات أن المجموعة نهدف إلى 
  .Eثم رسمُ 

  

12 

11 
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   نحو الحلّ   ��

)من النقاط  Eالمجموعة  يتعلق الأمر بإثبات أن . بحثاً عن طريق   � , )M x y  1تساوي 2C C∪ يجب .
1إلى  Mتنتمي « كافئ ي» Eإلى  Mتنتمي «  القول إذن إثبات أنّ  2C C∪  «تنتمي «  أوM 

  فتكون معادلتاهما 2fو  1fهما خطّان بيانيان لتابعين  2Cو  1C حيث  ،» 2Cأو إلى  1Cإلى 
1( )y f x=  2 و( )y f x=  

  متكافئتين:المقولتان الآتيتان تكون معهما  2fو  1fالأمر إذن بإيجاد تابعين يتعلق   
2حققان ت Mا تإحداثيّ «  � 22 4 3x x y− + =  «  
)1حققان ت Mا تيّ إحداث«  � )y f x=  2أو( )y f x=.«  
)العلاقة أنّ تحقق  � تكافئ  ∗(

2
2 2 3

4

x x
y

− + +
=.  

�  2« تعلم أنy a= « تكافئ »y a=  أوy a= 0aفقط عندما يكون »  − . ما ≤
2التي تحقق  xقيم  2 3 0x x− + +   ؟≤

إلى التابع  1fنرمز بالرمز  .2Cو  1Cالبيانيين ، ثم رسم خطيهما 2fو  1fتبقى دراسة تغيرات   �

]المعرف على  1, وفق  −[3
2

1

2 3
( )

2

x x
f x

− + +
=.  

�  1أثبت أنf  اشتقاقي على] 1, 1. احسب −]3 ( )f x′  على] 1, 3[−.  
  .1Cارسمْ و . 1fنظمْ جدولاً بتغيرات  ثمُّ . 3وعند  −1للاشتقاق  عند  1fادرس قابلية  �

2 ، لدينا:ولكن هنا. 2f، أن ندرس تغيرات 2Cيمكن، لكي نرسم   � 1( ) ( )f x f x= من  x، أياً تكن −
[ 1,   .2C؟ ارسم 1Cصورة  2Cوفق أيّ تحويلٍ هندسي يكون  .−[3

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  �� �"#�$�%�&�  Huygens  

2 صحة المتراجحةإثبات نهدف إلى  sin tan 3x x x+  المجال من xيكن  أياً  ≤
2

[0, [I π=.  
   نحو الحلّ   ��

وفق  I المعرف على  fلذا نلجأ إلى دراسة التابع . يبدو حل هذه المتراجحة مثلثاتياً شبه مستحيل   �
( ) 2 sin tan 3f x x x x= + )ق أن إشارة تحقّ  .− )f x′  على المجالI  تماثل إشارة

3 22 cos 3 cos 1x x− +.  
cosxيمكنك أن تضع   � t= 3، ثم تدرس إشارة كثير الحدود 2( ) 2 3 1P t t t= − من  tمع  +

  .على هذا المجال موجب Pتحقق أن و ، [0,1[على المجال  Pادرس تغيرات  .[0,1[
  .ةسليم واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

13 
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   قدُُماً إلى الأمام   
  

وفق  ]0,1]معرفٌ على المجال  fالتابع   
3

( )
1

x
f x

x
=

−
.  

  عند الصفر؟ اشتقاقيf  هل  �
)احسب  � )f x′  0,1[على[.  

وفق  ℝ{1}\المعرف على  f نتأمّل التابع  
2 1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
.  

  .fاحسب التابع المشتق للتابع  �
  استنتج مشتق كل من التوابع الآتية: �

4

2

2 2

1 1
: :

1 1

sin 1 1
: :

sin 1 1

x x
h x g x

x x

x x
k x x

x x

+ +

− −

+ +

− −

֏ ֏

֏ ℓ ֏

� �

� �

   

  مجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق.محدداً ال f، أوجد التابع المشتق للتابع فيما يأتي 
3 2

3 2

( ) sin 2 ( ) cos 3

1 1
( ) ( )

cos 2 sin 3

f x x f x x

f x f x
x x

= =

= =

� �


 �

  

2وفق  ℝ{1}\ف على المعرّ  f ليكن التابع  3
( )

1

x
f x

x

+
=

−
.  

fعين التابع المشتق  �   .fللتابع  ′
إلى التابع المعرف على  gنرمز بالرمز    �

2 2
,I π π = −    وفق( ) (sin )g x f x=.  أثبت أنg 

)ثم احسب  Iعلى  اشتقاقي )g x′  علىI.  
J,1 إلى التابع المعرف على hنرمز بالرمز    �  = +∞   وفق( )( )h x f x=.  أثبت أنh 

)ثم احسب  Jاشتقاقي على  )h x′  علىJ.  

  a وb ،و عددان حقيقيانC هو الخط البياني للتابع f  المعرف علىℝ  :وفق  
3 2( ) 1f x ax bx= + +  

  منه؟ A(1,2)النقطة مماساً أفقياً في  C لكي يقبل bو a تعيينهل يمكن 

  a وb  ،عددان حقيقيانC هو الخط البياني للتابع f  المعرف علىℝ :وفق  
3

2

3
( )

1

x ax b
f x

x

+ +
=

+
  

4لتكون  bو a عيّن 3y x=   ؟منه 0التي فاصلتها النقطة في  Cمعادلةً للمماس للخط  +

19 

18 

17 

16 

15 

14 
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 a  و ،عددٌ حقيقيf  ّف على هو التابع المعرℝ  3وفق 2( ) 3 3f x ax x x= + . هل يمكن +
1xقيمة حدّية عند  fللتابع  ليكون a تعيين   ؟=

  

 f تابع معرف على  هوℝ ذلك نفترض أنّ  واشتقاقي عليها. إضافةً إلى:  
� (0) 0f (0)و = 1f ′ =.  
� f ,0]متزايد على المجال  ′ [ومتناقص على المجال  ∞+] , 0 ]−∞.  

  .fمثل التابع أن ي مكني Cارسمْ خطاً بيانياً 

  المشار إليها. aعند  fنهاية التابع  وجودها احسب في حالالحالات الآتية،  في كل من 

2

tan cos 1
( ) 0 ( ) 0

2 2 1 2
( ) 1 ( ) 1

1 1

x x
f x a f x a

x x

x x x
f x a f x a

x x

−
= = = =

+ + − + −
= = = =

− −

� �


 �

  

لا بحيث كل جذر في كل من الحالات الآتية، أوجد عدد حلول المعادلة، ثم احسب قيمةً تقريبية ل 
   .−110يتعدى الخطأ في الحساب 

( )
2 5 3

5 3 4

2 1 5 5 0

1 1 1
1 0 1 0

5 3 2

x x x x x

x x x x

+ = − + − =

− + = − + =

� �


 �

  

,1]ف على المجال التابع المعرّ  f ليكن   )وفق  ∞+] ) 1 4f x x x= + − − .  

) أثبت أن المعادلة .fادرس تغيرات التابع  � ) 0f x تقبل حلا وحيداً يطلب حساب قيمة  =
    .−110 يتعدى الخطأ في الحساب لاّ على أ الحلتقريبية لهذا 

  احسب جبرياً القيمة الحقيقية لذلك الجذر. �

I,1على المجال ف التابع المعرّ  f ليكن   = +∞   1وفق
( )

1
f x x

x
= −

−
.  

  . Iعلى  fادرس تغيرات  �
)استنتج أن للمعادلة  � ) 0f x   .]1,2[يقع في المجال  αجذراً وحيداً  =
   .−110يتعدى الخطأ في الحساب  لاأ علىقيمة تقريبية لهذا الجذر  احسب �

  

25 

24 

23 

22 

21 
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)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
�   وفق:  ℝالمعرف على  f هو الخط البياني للتابع Cليكن  ،�

2

2( )
3

x x
f x

x x

+
=

+ +
  

.a   .Cوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات  �

.a   ).غير المماس في المبدأ(، المبدأب ارةالم Cللخط البياني  اتمماسال تعييننريد �
.a�  ليكنa  عدداً حقيقياَ. اكتب معادلةً للمماسaT  الذي يمسC  في النقطة( ), ( )A a f a.  
.b�  رْ في أنفكaT  ثمُّ جد معادلة لكل مماس عندما يمر بالمبدأ ةالمطلوب اتالمماسأحد يكون .

  يمر بالمبدأ. Cللخط البياني 

)سٍ في معلمٍ متجان  ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابع f  المعرف على\{ 1}−ℝ :وفق  

22 7
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
  

  .∞−وعند  ∞+عند  fأوجد نهاية  �
2الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � 1y x=   .Cمقاربٌ مائل للخط  −
  ؟C . ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط−1عند  fهاية ادرس ن �

  ونظمْ جدولاً بها.  fادرس تغيرات  
)ة أثبت أن النقط � 1; 3)I −   .Cهي مركز تناظر للخط  −
  .Cثم ارسم  Cارسم مقاربات  �

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابع f  {1}\المعرف علىℝ :وفق  

( )

3 2

2

3 10 11
( )

1

x x x
f x

x

− + −
=

−
  

  ونظمْ جدولاً بها. fس تغيرات عند حدود مجموعة تعريفه، ثم ادر  fأوجد نهايات  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .Cمقاربٌ مائل للخط  −
  .Cو d، ثم ارسم كلا من Cو dللخطين  ع النسبيادرس الوض �

3حددْ هندسياً عدد حلول المعادلة   2( 3) (2 10) 11 0x m x m x m− + + + − − =.  

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابعf  المعرف علىℝ :وفق  

2( ) 8f x x x= − +  
  مقارباً أفقياً؟ C. هل يقبل ∞+وعند  ∞−عند  fاحسب نهاية  �
2yالذي معادلته  dتحقق أن المستقيم  � x= قارب للخط مC.  
   . fنظمْ جدولاً بتغيرات  �

  .Cرسم اثمC  ارسم مقاربات  

29 

28 

27 

26 
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  ��	'('� ��	� ���)*  

2وفق  ℝ التابع المعرف على f ليكن 3( ) 3 sin 4 cosf x x x= +.  
) من قارن كلاًّ  � )f x− و( )2f x + π  مع( )f x ّه تكفي دراسة . استنتج أنf  0]على, ]π.  
�  أثبت أن ( )( ) 6 cos sin 1 2 cosf x x x x′ = ×   .x، عند كل عدد حقيقي −
,0]على  fادرس تغيرات  � ]π.  

]على  fارسم الخط البياني للتابع   2 ,2 ]π π− .  

  ��	'('� ��	� ���)*  

)3وفق  ℝ معرف علىالتابع ال f ليكن ) 4 sin 3 cosf x x x= +.  
�  أثبت أن( )2 ( )f x f x+ π   .x، أياً يكن العدد الحقيقي =
�  تحقق أن( )( ) 3 sin 2 sin 2 1f x x x′ =   .xأياً يكن العدد الحقيقي ، −
]، وارسم خطه البياني على المجال 2π على مجال طوله fادرس  � 2 ,2 ]π π−.  

 المجال التابع المعرف على f ليكن   
2

0,I π =     2وفق( ) 4 tanf x x x= −.  
)احسب التابع المشتق  � )f x′ ْضع .tan x t=  وتحقق أن  

( )( )2( ) 2 1 2f x t t t′ = − + +  
  . Iعلى المجال  fاستنتج جدولاً بتغيرات  �
)أثبت أن للمعادلة  � ) 1f x =   . αجذراً وحيداً  I، في المجال −
  

)وفق  ℝف على التابع المعرّ  fليكن    ) cosf x x x=.  
)، ℝمن  xاحسب عند كل  � )f x′ و( )f x′′ و( )f x′′′ .  
1nمهما تكن ج، أن يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدرّ  �   :فلدينا ≤

( ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

π π
= + + + −   .ℝمن  xأياً يكن  ×

}\التابع المعرف على  f ليكن  1,1}−ℝ  2وفق

2
( )

1

x
f x

x
=

−
.  

)يحققان  bو aأوجد عددين حقيقيين  � )
1 1

a b
f x

x x
= +

− +
}\على ،  1,1}−ℝ.  

)أوجد عبارة بالاستفادة مما سبق،  � )( )nf x   1في حالةn }\من  xو ≤ 1,1}−ℝ.  
  

34 

33 

32 
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  ��	� *	+,   

  قويحقّ عليها، واشتقاقي  ℝمعرف على  f نفترض وجود تابع
(0) 0f 2و  =

1
( )

1
f x

x
′ =

+
  .ℝمن  xعند كل  

)لن نبحث عن عبارة (خطه البياني في معلم متجانس Cوليكن  ( )f x .  
)وفق  ℝعرف على التابع الم g ليكن � ) ( ) ( )g x f x f x= + −.  

.a�  تحقق  أنg  اشتقاقي علىℝ . احسب و( )g x′.  
.b�  (0)احسبg  التابع واستنتج أنf .فردي  

,0[التابع المعرف على  h ليكن � [I = 1وفق  ∞+
( ) ( )h x f x f

x

 = +   
.  

.a�  تحقق من أنh  اشتقاقي علىI احسب ، و( )h x′  علىI.  
.b�  أثبت أن( ) 2 (1)h x f= أياً يكن ،x  منI.  
.c�  نهاية التابع استنتج أنf  2تساوي  ∞+عند (1)f.  
.d�  الخط البياني  بشأنماذا تستنتجC؟  

,التابع المعرف على  kليكن  �
2 2

J
 π π
 = −
  

)وفق   ) (tan )k x f x x= −.    

.a�  احسب( )k x′ التابع بشأن . ماذا تستنتجk؟  
.b�  (1)احسبf.  
.c�  مْ جدولاً بتغيراتنظf  علىℝ.  
.d�  ارسم المستقيمات المقاربة للخط البيانيC  1وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها− 

  .Cارسم  م، ثٌ 1و 0و
  
  

  

35 
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معك  تقععندما تشرب القهوة وأنت تجُري حسا�تك على الآ� الحاسـبة، يمكن أن 
عندما انسكب الفنجان على الآ�  أشـياء غريبة. 

التي تماماً �سـتثناء بعض الأزرار  الحاسـبة تعطّلت
في الشكل اOاور  وها اMٔ أضع أمامكم بقيت تعمل،

  . الوظائف المتبقية
  ؟ فما العملمعطّل  πزر ا^ي يعطي العدد الشهير واZتني المعضW الاتٓية، ال

  ثمُّ   ثمُّ    ثمُّ   على ضغطتُ  �
  فظهر الجواب المبين جانباً. وأخيراً 

تُ نمظهر عددٌ فيه الكثير من الخاMت فاغت    �
 ثمُّ  ثمُّ  طتُ على الفرصة وضغ

  فظهر الجواب المبين جانباً.
ثمُّ   ثمُّ  ولمَ لا أكرّر الأمر ذاته مجدداً:    �

.  
هناك خاMت لم تعد تتغير وهذا مثير للاهyم  �

ثمُّ  ثمُّ  فلمَ لا أكرّر الأمر ذاته مجدداً: 
.  

عد يتغيرّ العدد الظاهر على الشاشة، ولكن ا�يذكركم هذا العدد و� للمفاجاةٔ، لم ي
  بشيء؟

لم نسـتعمل زر الضرب فما رأيكم أن نضرب هذا  
 !ثمُّ  ثمُّ  الناتج الأخير �لعدد إثنان : 

  أليست الر�ضيات جميW؟ ب�ني عشرة خانة بعد الفاصπ .Wالعدد  هو وها
  عند الضغط على مفتاح �بع تحسب مباشرة قيمة العدد المعلن على شاشـتها. ،على عطلها ،في الٓتي الحاسـبة:  ملاحظة

2

= ×2

=

cos +

=

cos +

= cos +

=

cos + 2

2+ × cos=

Rad

0.

Rad

1.583853163452857613

Rad

1.570796697782126794

Rad

1.570796326794896619

Rad

1.570796326794896619

Rad

3.141592653589793238
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������� ���	  

        تذكرة : نهاية متتالية    
1.1 . . . .������ ���	 ���
  (�����
��)                

    
        1  عريفت

)هو نهاية للمتتاليةِ  ℓنقول إنّ عدداً حقيقيّاً  ) 0n nu ≥  مجال مفتوح مركزه  إذا ضم كلℓ  جميع
  حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 

limالة نكتب في مثل هذه الح   n
n

u
→∞

= ℓونقول إنّ المتتالية متقاربة أو إنها تتقارب من ، ℓ.  

  
)1تذكّر أنّ المتتاليات   )n nu   معطى بإحدى الصيغ الآتية nuالتي حدها العام   ≤

3 2

1 1 1 1
, , , ,n n n nu u u u

n nn n
= = = =   

lim:  ∞+إلى   n، وتسعى إلى الصفر عندما تسعى متتاليات مرجعيةهي جميعها  0n
n

u
→∞

=.  

2.1. ���
 ����	��� �������            

    
        2  تعريف

)لمتتاليةِ اإنّ  نقول ) 0n nu [من النمط كل مجال  إذا ضم  ∞+تسعى إلى  ≤ [,A جميع حدود  ∞+
  المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 

limنكتب في مثل هذه الحالة  n
n

u
→∞

=   .∞+تتباعد إلى ، ونقول إنّ المتتالية ∞+

  
Wعدد منتهٍ من الحدود 

 دليلجميع الحدود بدءاً من 
0
n A

××× ×××× × × × × × × × ×

SW  عدد منتهٍ من الحدود عدد منتهٍ من الحدود
×

ℓ
××××× × × × ×××× • ×××× × × ×

  0n دليلجميع الحدود بدءاً من 
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)1تؤدي المتتاليات   )n nu   معطى بإحدى الصيغ الآتية nuالتي حدها العام  ≤
3 2, , , ,n n n nu n u n u n u n= = = =   

lim:  ∞+إلى  nعندما تسعى  ∞+إلى  تتباعد، وهي متتاليات مرجعيةأيضاً دور  n
n

u
→∞

= +∞.  

    
        3  تعريف

)لمتتاليةِ اإنّ  نقول ) 0n nu [من النمط كل مجال  إذا ضم  ∞−تسعى إلى  ≤ , [A−∞  جميع
  حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 

limنكتب في مثل هذه الحالة  n
n

u
→∞

=   .∞−تتباعد إلى ، ونقول إنّ المتتالية ∞−

3.1. ���
 ������� ��������            

    
        1  مبرهنة

  .اً حقيقيّ  اً عدد qليكن 
1في حالة  � 1q− < lim ، يكون> 0n

n
q

→∞
= .  

1في حالة  � q< يكون ،lim n

n
q

→∞
= +∞.  

1qفي حالة  � <  ، ليس للمتتالية نهاية. −
1qفي حالة  � )0 المتتالية ، تكون= )n nq 1limو، 1 وجميع حدودها تساويثابتة  ≤ n

n
q

→∞
=.  

  
)المتتالية الهندسية المعرفة وفق  � )45

n

nu 4الصفر. لأن  منمتقاربة  =
1 1
5

− < <.  

)المتتالية الهندسية المعرفة وفق  � )54
n

nu 5. لأن ∞+متباعدة نحو  =
1

4
>. 

  ما دليلبدءاً من   

)0المتتالية تسعى  )n nu   قوف ،المعرفة ≤
3 1

1n

n
u

n

−
=

+
  

0n: إذا كان الشرط قيحقّ  0nعدداً طبيعياً  عيّن .3 إلى n> 2.99,3.01، كانnu
 ∈  .  

  

 مثال

 مثال
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2.99,3.01المجال إلى  nuانتماء  

   0.01يعني أن 3 0.01nu− < − 3أو ، > 0.01nu − < ،

43 ولكن
1nu

n

−
− =

+
4الشرط المطلوب هو  إذن  1

1 100n
<

+
400: وهذا يكافئ  1n<  )علل( +

399n أو 0 من ذلك أننا يمكن أن نختار. ينتج < 399n المجال ف .399، أو أي عدد أكبر من =
2.99,3.01 
   0يحوي جميع حدود المتتالية( )n nu   .400الحد ذي الدليل ن بدءاً م ≤

,المجال إلى  nuبوجه عام تنتمي   3 []3Iα α− + α=  حيث( 0)α   إذا تحقق الشرط: <
3 1

3
1

n

n

−
− <

+
α  

41n أي + >
α

4أي عدد طبيعي أكبر أو يساوي  0n، فإذا كان 

α
أياً كانت  Iαإلى  nu انتمى 

0n n>.  

  إثبات تقارب متتالية  

)1المتتالية  )n nu 1معرفة وفق  ≤ 1 1 1
1
2 4 8 2

n n
u = − − − − −⋯.  0أثبت أن( )n nu متقاربة.  ≤

  نهايتها. واحسب

  
  لاحظ أنّ 

2 3
1 1 1 1

1
2 2 2 2

n

nu

             = − + + + +                     
⋯⋯  

1 يساوي ، كل من حدها الأول وأساسهالمتتالية هندسية متتالياً حدّاً  nإن مضمون القوسين هو مجموع 
2

 .

  ومن المعلوم أن هذا المجموع يساوي

( )
( )1

1
1

1 1 12 1
11 2 21
2

n

n nq
u

q

−
−

× = × = −
− −

  

)، إذن )12
n

nu 1. وهذه متتالية هندسية أساسها =

2
q |يحقق  = | 1q  وتسعى إلىبة فهي متقار  >

  الصفر.
  

 مثال

  الحل

    الحل
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  فَكرْ     

  في الحقيقة، يمكننا أيضاً أن نلاحظ ما يأتي

�
1 1

1

1

1
1
2

1

1 1 1 1

4 8 2 2

1 1 1 1

4 8 2 2
1 1 1 1 1 1
1

2 2 4 2

2

2 2

n n n

n n

nn n

u

u

+ +

+

−

= − − − − −

= − − − − −

 = − − − − − =  

−

ւ

⋯

⋯

⋯

  

)1فالمتتالية  )n nu 1هندسية أساسها متتالية  ≤

2
  وهي من ثَمّ تسعى إلى الصفر. 

  

  تكريساً للفهم

)0 ليةمتتا إذا تقارباتلماذا  )n nu   موجباً؟ نهايتها عدداً  كانتذات حدود موجبة،   ≤
أو أكبر من الصفر  موجب aنقول فعندما  :أكبر أو تساوي الصفر تعني موجبةكلمة تذكّر (

0a المتراجحة نقصد 0aأردنا  أما إذا .≤ أكبر تماماً أو  موجبٌ تماماً  a نقول إنّ  فعندها، <
  .)من الصفر

0nuنفترض أن ل ض. لنفكر بأسلوب نقض الفرْ  )0، وأنn ، أياً يكن ≤ )n nu عددٍ من تتقارب  ≤
الصفر. إن هذا المجال لن  نتمي إليهلا ي ℓمركزه  مجالاً مفتوحاً  نختار عندئذ.  ℓ سالبٍ تماماً 

متتالية. فلا ناقض تعريف نهاية ذلك ي ود المتتالية، وهذا غير ممكن لأنّ يحوي أي حد من حد
)0يمكن إذن أن تكون نهاية  )n nu   عدداً سالباً تماماً. ≤

على سبيل المثال، . نهايتها الصفرأن تساوي  موجبة تماماً جميع حدودها  متتاليةيمكن ل 

)1المتتالية  )n nu 1المعرفة وفق  ≤
nu

n
=.  

  ؟∞+الربط بين نهاية متتالية ونهاية تابع عند  يجريكيف   
limفمثلاً  .واضح، لأن المتتاليات حالات خاصة من التوابع التماثل بين التعريفين ( )

x
f x

→∞
= +∞ 

)تحققت المتراجحة  Mأياً كان العدد الحقيقي المعطى  هأنّ تعني  )f x M>  بدءاً من قيمةA 
x)أي عندما ( xللمتحوّل  A> وكذلك الأمر .lim n

n
u

→∞
= أياً كان العدد  هأنّ تعني  ∞+

nuتحققت المتراجحة  Mالحقيقي المعطى  M>  0بدءاً من قيمة للدليلn ) أي عندما
0(n n>.  
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   تَدربْ 

)1 المتتالية � )n nu 1عرفة وفق م ≤
nu

n n
= نعلم أن .lim 0

n nu→∞
يحقق  0n. جد عدداً طبيعياً =

3 310 ,10nu
− − ∈ −  

<عند كل   0n n.   

)2 المتتالية � )n nu 3وفق معرفة  ≤ 1

1n

n
u

n

+
=

−
يجعل  0nعدداً طبيعياً جد  .3وتساوي نهايتها  

2.98,3.02nu
 ∈   كل  عندn  0أكبر تماماً منn.  

)1 المتتالية � )n nu nuمعرفة وفق  ≤ n n= ّنعلم أن .lim
n nu→∞

=   0nعدداً طبيعياً جد  .∞+
610nuيجعل    .0n أكبر تماماً من nكل  عند <

)0احسب نهاية كل من المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny 3حيث   ≤

2

n

n n
x 10و   =

(10.1)

n

n n
y =.  

1ليكن  � 1q− < )0، ولنعرّف المتتالية > )n nu 21بالعلاقة  ≤ n
nu q q q= + + + . أعط ⋯+

limواستنتج قيمة  nuصيغة أخرى تفيد في حساب  n
n

S u
→∞

=.  

)0نتأمّل المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny   ن وفق: يمعرفتال ≤

0 3x = ،1

1
2

3n nx x+ = 3n     و    − ny x= +.  

.a )0أثبت أن المتتاليةَ 	 )n ny   هندسية. ≤

.b   .nبدلالة  nxثمny  احسب  	
.a 
0nنضع  nS y y= + 0nو  ⋯+ nS x x′ = + +⋯.  
.a 
nSو  nSمن  احسب كلاًّ    .nبدلالة  ′
.b 
)0استنتج نهاية كل من المتتاليتين   )n nS )0و  ≤ )n nS ≥

′.  
)0 نتأمّل متتالية � )n nu 1n، معرّفة وفق العلاقة التدريجية ≤ nu au b+ = 0uو + s=.  

.a 1aنفترض أنّ  	 )0، تيقّن أنّ = )n nu بدلالة  nuفي هذه الحالة، واحسب  متتالية حسابية ≤
n وb وs  .في هذه الحالة  
.a 
1aهنا نفترض أنّ   xالحل الوحيد للمعادلة  ℓ. ونضع ≠ ax b= +.  
.a 
)0نعرّف   )n nt nبالعلاقة  ≤ nv t= − ℓ ّ0. برهن أن( )n nt   متتالية هندسية. ≤
.b 
  في هذه الحالة. sو aو bو nبدلالة  ntاستنتج صيغة 
.c 
1برهن أنّه في حالة   1a− < )0تتقارب المتتالية  > )n nu  aو bبدلالة تها ، واحسب نهاي≤

  .sو
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  النهايات تخصبرهنات م 

1.2.     ����� �� ��������( )=nu f n    

    
        2  مبرهنة

[على مجالٍ من النمط  اً فمعرّ  اً تابع fليكن  [,b لتكن و  ∞+
0

( )n n nu بدءاً من دليل معرفة  متتاليةً  ≤
) بالصيغة 0nمعيّن  )nu f n=.  إذا كان عندئذlim ( )

x
f x

→+∞
= ℓ ًكان أيضا ،lim n

n
u

→+∞
= ℓ. 

  .∞−، أو على ∞+، أو على حقيقي  على عددٍ  ℓيدل حيث 
  

  دراسة نهاية متتالية  

)1ادرس نهاية المتتالية  )n nu المعرفة بالعلاقة  ≤
2

2

2 5 1
n

n n
u

n n

+ +
=

+
.  

  
∞+«  حالة عدم تعيين من الصيغة لديناقواعد العمليات على النهايات،  لاستفادة منبا

+∞
 ولكن ».

( )nu f n= حيث   
2

2

2 5 1
( )

x x
f x

x x

+ +
=

+
  

lim لأنّ و  ( ) 2
x

f x
→+∞

limاستنتجنا ، = 2n
n

u
→+∞

=.  

.22.     ����� �� ��������( )=n nu f v   

    
        3  مبرهنة

)0 لتكنو  Iعلى مجالٍ  اً فمعرّ  اً تابع fليكن  )n nv . إذا كان Iتنتمي جميع حدودها إلى  متتاليةً  ≤
lim n

n
v b

→+∞
limو  = ( )

x b
f x c

→
lim، كان = ( )n

n
f v c

→+∞
 cو bحيث يمثّل كل من الرمزين  .=

  .∞−، أو ∞+، أو اً حقيقيّ  اً عدد

، نركبُ متتاليةً ، ولهما الإثبات نفسه، فقط هناه المبرهنة مثيلتها المتعلقة بمركب تابعينماثلُ هذت 
  مع تابع.

 مثال

    الحل
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)1المتتالية  )n nu 3المعرفة وفق  ≤ 2

1n

n
u

n

+
=

+
لأنّه من الواضح  .3متقاربة وتساوي نهايتها  

nأنّ  nu v=  3حيث 2

1n

n
v

n

+
=

+
3ولأنّ  . 2

lim 3
1n

n

n→+∞

+
=

+
و 

3
lim 3
x

x
→

 استنتجنا، =

lim 3n
n

u
→+∞

=.  

3.2.    ���
�� ��� !�� �������� "#$ ���#�%��    

ساريةً في حالة المتتاليات.  ∞+بع عندما يسعى المتحول إلى تبقى المبرهنات على نهايات التوا
وهنا نعيد القارئ إلى ما درسناه . تهماخارج قسمنهاية و  ئهماجدانهاية نهاية مجموع متتاليتين و وخصوصاً 

  وفيما يتعلق بالمقارنة، نستعرض المبرهنات الآتية:في الوحدة الأولى. 

    
        4  مبرهنة

)1تأمّل ثلاث متتاليات لن )n nu )1و ≤ )n nv )1و ≤ )n nw   تحقق الشرطان. إذا ≤
� n n nw u v≤  .0nن عددٍ م أكبر nعند كل  ≥
lim يُحقّق ℓيوجد عدد حقيقي  � limn n

n n
v w

→+∞ →+∞
= = ℓ. 

limاستنتجنا أنّ  n
n

u
→+∞

= ℓ.  

    
        5  مبرهنة

)1لنتأمّل متتاليتين  )n nu )1و ≤ )n ne   تحقق الشرطان. إذا ℓوعدداً حقيقياً  ≤
� n nu e− ≤ℓ  عند كلn 0ن عددٍ م أكبرn. 
�  lim 0n

n
e

→+∞
=. 

limكان  n
n

u
→+∞

= ℓ.  

    
        6  مبرهنة

)1لنتأمّل متتاليتين  )n nu )1و ≤ )n nv nولنفترض أنّ  ،≤ nu v≤  عند كلn 0ن م أكبرnعندئذ .  
limإذا كان   � n

n
u

→+∞
= limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
v

→+∞
= +∞. 

limوإذا كان   � n
n

v
→+∞

= limاستنتجنا أنّ  ∞− n
n

u
→+∞

= −∞. 

  
  

 مثال
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)1المتتالية  )n nu sinالمعرفة وفق  ≤

1n

n
u

n
=

+
، نعلم في الحقيقة الصفر. تساوي متقاربة ونهايتها 

sinأنّ  1n 1، إذن nيكن  أياً  ≥
0

1nu
n

− ≤
+

1ولأنّ  .
lim 0

1n n→+∞
=

+
 استنتجنا أنّ ، 

lim 0n
n

u
→+∞

  .5، وذلك اعتماداً على المبرهنة =

  

 »∞−∞+« لة عدم تعيين من الصيغةحا دراسة  
)1المتتالية  ادرس نهاية )n nu nu لمعرفة بالعلاقةا ≤ n n= −.  

  
lim لمّا كان

n
n

→+∞
= limو  ∞+

n
n

→+∞
=  حالة عدم تعيين من الصيغةوجدنا أنفسنا أمام ، ∞+

لة التوابع من إخراج الحد المُسيطر خارج في مثل هذه الحالة نتذكّر ما كنّا نفعله في حا ».∞−∞+«

1نكتب قوسين ف
1nu n

n

 = −   
1 لمّا كان. و 

lim 0
n n→+∞

lim استنتجنا أنّ ، = n
n

u
→+∞

= +∞.  

  فَكرْ     

2nيمكننا أيضاً أن نلاحظ أنّ  n≥  4في حالةn nu، إذن ≤ n≥  4عندماn ، ولأنّ ≤
lim

n
n

→+∞
= limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
u

→+∞
=   .6عملاً بالمبرهنة  ∞+

  تكريساً للفهم 

+ المتتاليات: حالة  تطبيق   =n nu f u1 ( )  

limعندما يكون  n
n

u
→+∞

= ℓ ويكون التابع ،f  ًعندمستمرا ℓ )أي (lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
ℓ

ℓ  عندئذ

limبتأكيد أن . 3 المبرهنة فيدت ( ) ( )n
n

f u f
→+∞

= ℓ،1المتتالية  تتقارب . من جهة أخرى 0( )n nu + ≥ 

)0 المتتالية حدودإذْ حدودها هي (. ℓ من )n nu مهما كان العدد . ولكن )0uباستثناء ذاتها  ≤
)فلدينا   nالطبيعي  )1n nu f u+ )0المتتاليتان ، أي = ( ))n nf u 1و ≤ 0( )n nu + ن، امتساويت ≤

)، أي إن أيضاً  فتكون نهايتاهما متساويتين )f=ℓ ℓ.  

nتتالية وهكذا، إذا كانت للم nu 0( )
≥

ℓ=، كان ℓمستمراً عند  f، وإذا كان ℓنهايةٌ حقيقية   ℓf ( مما  (
 يعني أيضاً أنℓ  للمعادلة هو حل=x f x( ).  

  

    الحل

 مثال

 مثال
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  ؟كيف نتصرف عندما نتعرض لحالة من حالات صيغ عدم التعيين    
التي يمكن أن  بعضاً من المهارات في الأمثلة والتمرينات، ،ثمة قواعد عامة. لكننا سنعرض ليس

  قواعد العمليات على النهايات. لاعتماد علىالنهاية مباشرة با حسابعندما يتعذر  تكون مفيدة
)، nمعرفاً بدلالة  nuا يكون عندم � )nu f n=و ،f  ،...،تابعٌ مألوف: كثير حدود، كسري

 عندئذ،  ،∞+ عند fندرس نهاية يمكن أن 
lim كانإذا  ( )

x
f x

→+∞
= ℓ كان ،lim n

n
u

→+∞
= ℓ  

  .خارج قوسينالمسيطر وضع الحد يمكن أيضاً في  �

 
   تَدربْ 

  

)1 المتتالية � )n nu cos(2معرفة وفق  ≤ )
n

n
u

n
=.  تحق 1ق أن 1

nu
n n

− <  وذلك أياً يكن، >

1n )1، ثم استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  

)1 المتتالية � )n nu 1 بالصيغةمعرفة  ≤ cosnu n n= + 2nnق أن حق ت .− u n≤ ≤ اً وذلك أي، +
1n يكن )1، ثم استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  

)1فيما يأتي احسب نهاية المتتالية  � )n nu   في حال وجودها: ≤

2 2

2 2 2

2

2

2

1 5 3 2 3

1 3 5 3 1
2 3 2 4 5 3 7

4 1 2( 1) 1

4 3 2 1 10 3

1 3 5 1

1 2 2 1
sin cos
2 1 3 1 3 1

n n n

n n n

n n n

n n n

n n
u n u u

n n n

n n n n n n
u u u

n n n n

n n n
u u u

n n n

n n n
u u u

n n n

π π

− +
= − = =

+ − −
− + + − +

= + = =
+ + + +

− − −
= = =

+ + +
   + −  = = =     + + +   

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � 	

�� �� �

( )2

2

2
2

2

2 1! 2 1

2 3

2 5 2
2 1 2

1 3 9 1 1
2 2

1 5

n

n n n

n n n

n n n

nn
u u n n n u

n n
n n n n n

u u u n n
n n n

n n n
u u u n

n nn

+ −−
= = + − − =

!
+

= = − = − −
+ + +

 + − +  = = = + −  +  +

� � �

� � �

� � �




�� �� ��

�� �	 ��

�� �
 ��
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   ردةالمطتقارب المتتاليات   

1....3 . . . .����&�$                

    
        4  تعريف

�  0 متتاليةالنقول إن( )n nu ق، يحقّ  M، إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي محدودةٌ من الأعلى ≤
nu المتراجحة ،nعند كل عدد طبيعي  M≤يسمى . M  ً0على  عنصراً راجحا( )n nu ≥ .  

)0نقول إن متتاليةً  � )n nt ق، عند يحقّ  m، إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي محدودةٌ من الأدنى ≤
nt≤ المتراجحة،nطبيعي  كل عدد mيسمى . m  ً0عن المتتالية  عنصراً قاصرا( )n nt ≥. 

)0نقول إن متتاليةً  � )n nw   ، إذا كانت محدودة من الأعلى ومن الأدنى في آن معاً.محدودةٌ  ≤

  

 
  ملاحظات

)0« نفي المقولة � )n nu ، أمكن Aمهما كبر العدد الحقيقي «يعني  »متتالية محدودة من الأعلى ≤
 إيجاد حدNu  من المتتالية يحقّق>Nu A«  

)0عنصراً راجحاً على متتاليةٍ  M إذا كان � )n nu عنصراً  M، كان كل عدد حقيقي أكبر من ≤
  راجحاً عليها.

)0راً قاصراً عن متتاليةٍ عنص m وإذا كان � )n nt عنصراً  m، كان كل عدد حقيقي أصغر من ≤
 قاصراً عنها.

   
)0 أثبت أنّ المتتالية )n nu 1nu المعرفة بالعلاقة ≤ n n= + الأعلى، محدودة من  −

  ومحدودة من الأدنى.

  
1nلما كان  n+ 1nوتابع الجذر التربيعي متزايد استنتجنا أنّ  < n+ 0nuومن ثَمّ  < أياً  <

0m ، والعددnكان العدد  )0عنصر قاصر عن المتتالية  = )n nu ، ومن جهة أخرى، لأنّ ≤

1 1n n+ + 1استنتجنا بعد الضرب بالمرافق أنّ  ≤
1

1
nu

n n
= ≤

+ +
1Mوالعدد  ، = 

)0عنصر راجح على  )n nu ≥.  

    الحل

 مثال

R
  m إلى يمين nvدود الحميع ج

m

×××× × × × × × × × ×V× × × × × × × × ××××

  Mسار إلى ي nuدود الحميع ج

M
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2....3....   ���'(�� ���������ّ*+(,  

    
        7  مبرهنة

  . ∞+تنتهي إلى  متزايدة وغير محدودة من الأعلىكل متتالية  	

  .∞−تنتهي إلى  متناقصة وغير محدودة من الأدنىكل متتالية  

  (�34 12 0,�/+ .�-��) الإثبات

)0لتكن  	 )n nu   .Aولنتأمّل عدداً حقيقياً كيفياً  .متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى ≤
)0لمّا كانت   � )n nu أكبر تماماً يكون من المتتالية  Nu حد  كننا إيجادأمغير محدودة من الأعلى،  ≤

A  :Nuمن  A>.  
)0ولمّا كانت  � )n nu n فإذا كانمتزايدة،  ≤ N>  كان

Nnu u≥ ،ثَمّ  ومنnu A> .يعني هذا 
[ينتمي إلى   nuأنّ  [,A nأياً كانت  ∞+ N>.  

lim ، مما يثبت أنّ Aهذا صحيح أياً يكن  n
n

u
→∞

= +∞.  

  .سبق بأسلوب مماثل لمايبرهن الجزء الثاني من المبرهنة   	

    
        8  مبرهنة

   متزايدة ومحدودة من الأعلى متقاربة. كل متتالية 	

  متقاربة. الأدنىومحدودة من  متناقصة كل متتالية 

   الإثبات

  .، سنقبلها دون إثباتℝخواص مجموعة الأعداد الحقيقية  هذه خاصّة مهمّة من

 
  ملاحظات

 .ة لهالا تعطي هذه المبرهنة نهاية المتتالية، إنها تثبتُ فقط وجود نهاية حقيقيّ  �
)0في حالة متتالية � )n nu أصغر العناصر الراجحة  ℓمتزايدة ومحدودة من الأعلى تكون نهايتها  ≤

nuالتي تحقّق المتراجحة   Mعليها، أي هي أصغر الأعداد  M≤  مهما كانت قيمةn. 
  .الحد الأعلى للمتتاليةنسمي هذه النهاية 

)0في حالة متتالية � )n nu  القاصرةالعناصر  أكبر ℓتكون نهايتها  الأدنىومحدودة من  متناقصة ≤
nuالتي تحقّق المتراجحة   mالأعداد  أكبرها، أي هي نع m≥  مهما كانت قيمةn نسمي .

 .للمتتالية الأدنىالحد النهاية  هذه
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  تكريساً للفهم 

  
  ∞+تنتهي بالضرورة إلى فهي لا  محدودة من الأعلى، غير متتاليةٌ  كانتإذا  

  .∞+من السهل بناء متتالية غير محدودة من الأعلى ولا تنتهي إلى  هذا صحيح، إذْ 

   
)0المتتالية  )n nu )ها العام التي حد ≤ 1)nnu n n= +   ، أو−

2 1 0nu + 2و = 4nu n=  
  .∞+تسعى إلى  غير محدودة من الأعلى، ومع ذلك لاهي 

  
  ليست بالضرورة متزايدة؟فهي ، ∞+متتالية إلى  لماذا إذا انتهت

 يكفي أن نجعل قيم  ،لكنها ليست متزايدة ∞+ من السهل بناء متتالية نهايتها هلأنnu  في تزايد
  ترتيب. ولكن دون

   
)0لمتتالية ا )n nu 2ها العام التي حد ≤ ( 1)nnu n n= +   ، أو−

2 1 2 1nu n+ = 2و + 6nu n=  
nuمتزايدة، ومع ذلك غير هي  n≥  إذنlim n

n
u

→∞
= +∞.  

  
)ي دراسة متتالية من النمط ف 8المبرهنة  فيد منكيف نست )+ =1n nu f u؟  

)0عندما تكون أنّه  8 وجدنا في المبرهنة )n nu لى، أو تكون متناقصة متزايدة ومحدودة من الأع ≤
  الأدنى، تكون متقاربة نحو عدد حقيقي.ومحدودة من 

)0أن إذن لنفترض  )n nu . إذا أثبتت ℓولنرمز إلى نهايتها بالرمز  8تحقق شروط المبرهنة  ≤
:ابع كان التو ، I، غير المعلوم، ينتمي إلى مجالٍ ℓالدراسة أن العدد الحقيقي  ( )f x f x֏ 

 للمعادلة بصفته حلاً  ℓ العدد عندئذ البحث عن أمكننا. ℓ)إذن مستمراً عند (، يهمستمراً عل
=f x x( ).  

   
)0تأمّل المتتالية لن )n nu 0المعرّفة بشرط البدء  ≤ 1u 1و  = 1n nu u+ = 0n في حالة + ≥.  

 0يمكن إثبات أن( )n nu بأن نبرهن بالتدريج  2متزايدة وأنها محدودة من الأعلى بالعدد  ≤
   الخاصتين الآتيتين:

1( ») : « n nP n u u+ »و < 2»( ) : nQ n u <  
  وهذه مهمة نتركها تمريناً.

 مثال

 مثال

 مثال
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)0 للمتتاليةأنّ إذن نستنتج  )n nu موجبٌ بطبيعة  ℓ. العدد ℓنهاية حقيقية نرمز إليها بالرمز  ≤
)المعرف وفق fالحال، فالتابع  ) 1f x x= هو حل موجب للمعادلة  ℓو، ℓمستمر عند  +

( )f x x=  1أوx x= +.  
2إن حلول هذه المعادلة هي تلك الحلول الموجبة للمعادلة  1 0x x− − =.  نجد بسهولة أن

1ن هما يللمعادلة الأخيرة جذر 
1 5

2
x

−
2و  =

1 5

2
x

+
1وإذ  .= 0x 2و > 0x > ،

1 استنتجنا أنّ  5

2

+
=ℓ .  

  
  ؟نحصر متتالية من الأعلى أو من الأدنىكيف 

  :ليست هناك طرائق عامة ولكن هناك بعض القواعد التي يمكن أن نستفيد منها
    مجموع أعداد حقيقية موجبة أكبر من أي منها. 	

)0 متتاليةال  )n nu 23معرفة وفق  ≤ 1nu n n= + أعداد موجبة،  1و nو 23nهنا . +
23nuإذن  n≥  0أياً يكنn ≥.  


   أكبرها، كان: Mأصغر هذه الأعداد  و m عدداً حقيقياً، وكان kمجموع  Sإذا كان  
km S kM≤ ≤  

3إذا كان   2
nu n n n= + 33، كان + 3nn u n≤ ≤.  

0abإذا كان  � a«كانت القضيتان  < b≤ «  1«و 1

a b
  متكافئتين.» ≤

1ليكن    1 1

1 2nu
n n n

= + +
+ +

1n في حالة  ≥.   

 2واضحٌ أن 1 0n n n+ > + > > 1،  نستنتج أن 1 1

2 1n n n
< <

+ +
ثم نستنتج،  .


 الخاصة بحسب . 3أن 3

2 nu
n n

≤ ≤
+

.  


a«عددين موجبين، كانت القضيتان  bو aإذا كان   b≤ « و »a b≤ «.متكافئتين  

21nuليكن    n= 2ان . لمّا ك+ 2 21 (1 )n n n≤ + ≤ 1nn، كان + u n≤ ≤ +.  

�a وb  وc وd إذا كان  .تماماً  أعدادٌ موجبةa c≤ وb d≥ كان ،a c

b d
≤.  

)1متتالية ال  )n nu معرفة وفق  ≤
23 2 1

  3 +2n

n n
u

n

+ +
21لدينا هنا  .= n≤ 22و 2n n≤ ،

2إذن  23 2 1 6n n n+ + 3و  ≥ 2 3n n+ >.  نستنتج أن
26

3n

n
u

n
2nu، أي ≥ n≤ .

) 3يمكن أن نستنتج أيضاً أن
(

5n

n
u ≥ .  

  

 مثال

 مثال

 المث

 مثال

 مثال
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   تَدربْ 

�  لْ هندسياً الحدود الأولى من المتتالية  في كل0من الحالات الآتية، مث( )n nu  اطردها، ثم خمنْ جهة ≤
  ونهايتها المحتملة.إذا كانت مطّردة 

0 2u = 1و  	
1

3
2n nu u+ = −.  

0 1u = 
1و  
1

2n nu u+ = −.  

0 1u = 1و  � 2n nu u+ = +.  

)1 المتتاليةتأمّل  � )n nu 2فة وفق معرّ ال ≤

10
5nu

n
=  ،6 ،0: يهاالأعداد الآتية راجحٌ عل أي بيّن  .−

  ؟ 5 ،4.99999
)0 المتتاليةتأمّل  � )n nu فة وفق معرّ ال ≤

2

2

1

1
n

n n
u

n n

+ +
=

− +
.  1أثبت أن 3nu≤ العدد  ، أياً يكن≥

  .n بيعيالط
)2متتاليتين  فيما يأتي أعطِ  � )n nt )2و ≤ )n ns )2، تختلفان عن ≤ )n nu n قانوتحقّ  ≤ n nt u s≤ أياً  ≥

2nيكن  ≥.  

2

5 1 2

1 1
4 7 2 3

1 ( 1)( 2)
1

2
2

n n

n n

n n

n n
u u

n n

n n n
u u

n n n

u u n
n

+ +
= =

+ +
− + −

= =
− − +

= = +
+


 	


 �

� �

  

)1 ، بيّن إذا كانت المتتاليةفيما يأتي � )n nu   .من الأدنى محدودة من الأعلى، أومحدودة، أو  ≤

2

2

2 22

2

2 2

1 1
1 sin

2

1 1

1 11
2

1 3 2
2 3
1

( 1) cos
1

n n n

n n n

n n n

n
n n n

u u u n
n n

n n
u u u

n nn

u n n u n u
n

u n u n n u n
n

= = + =
+

−
= = =

+ ++
−

= + − = − =
+

= − × = + = +
+

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � 	

�� �� �


  

)1لتكن المتتالية  � )n nu   : المعرّفة بالصيغة ≤

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
n n

n
u = + + + + +⋯  

2nn، أنّ n أثبت بالتدريج على العدد 	   .nمهما كان العدد الطبيعي  ≥

)1ما سبق عنصراً راجحاً على المتتالية استنتج م  )n nu ≥.  
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        متتاليات متجاورة  
تقوم على ، )يدل على طول أو مساحة أو حجم أو عدد( Lة لتحديد مقدار مجهول مّ همق الائإحدى الطر 

  شيئاً فشيئاً. قترب بعضها من بعضي ةمعلومأعداد ب L إحاطة اولةمح
0نطلق بداية من ن 0t L s<   كما يأتي L، في مرحلة أولى، نحصرم ، ثُ >

0 1 1 0t t L s s< < < <  
  الوضع الآتي لىإ nمرحلةٍ ...، فنصل في وهكذا

0 1 1 0... ...n nt t t L s s s< < < < < < < <  
)0ذا عدداً غير منته من المرات. المتتالية كهويمكن أن نستمر  )n nt )0متزايدة، والمتتالية  ≤ )n ns ≥ 
)0 متناقصة، والمتتالية )n n ns t   ر. الصف من تقاربت −≤

  
0المجالات  0[ , ]t s ،1 1[ , ]t s ،2 2[ , ]t s، ...،[ , ]n nt s ... ،الصفر. متداخلة وتسعى أطوالها إلى  

    
        5  تعريف

 0 يتنمتتالالنقول إن( )n nt )0و ≤ )n ns كانت إحداهما متزايدة والأخرى ، إذا وفقط إذا تجاورتانم ≤
)0متناقصة، وتقاربت المتتالية  )n n ns t   من الصفر. −≤

   

)1المتتاليتان  )n nt )1و ≤ )n ns ان وفق المعرفت ≤
1n

n
t

n
=

+
1nو 

n
s

n

+
  متجاورتان. =

    
        9  مبرهنة

)0نتأمّل متتاليتين متجاورتين  )n nt )0و ≤ )n ns   ، عندئذ ≤
)0تكون المتتاليتان 	 )n nt )0و ≤ )n ns    .متقاربتين ≤

)0للمتتاليتين  كوني  )n nt )0و ≤ )n ns   النهاية نفسها. ≤

  الإثبات

)0نفترض أن المتتالية ل )n nt )0 المتتاليةمتزايدة و  ≤ )n ns )0. عندئذ تكون المتتاليتان متناقصة ≤ )n nt ≥− 
)0و )n ns )0متناقصتين فمجموعهما  ≤ )n n ns t متتالية متناقصة أيضاً، ولأنّ هذه الأخيرة تسعى إلى  −≤

nالصفر وجب أن نكون جميع حدودها موجبة. وعليه  ns t≥  أياً كانتn.  

 مثال

W
0
t

VQ URS
1
t 0

s
1
s

2
t

2
s
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  يكن nنستنتج من ذلك أنّه مهما يكن 

0 0n nt t s s≤ ≤ ≤  
)0إذن المتتالية  )n nt فهي متقاربة. نرمز إلى نهايتها بالرمز  s)0بالعدد ( متزايدة ومحدودة من الأعلى ≤

ℓ 0المتتالية كذلك . و( )n ns ز إلى نرملمتقاربة. أيضاً فهي  t)0بالعدد (ومحدودة من الأدنى  متناقصة ≤
ℓ=′. يبقى إثبات أنℓ ′نهايتها بالرمز  ℓ لدينا . في الحقيقة  

( )lim lim limn n n n
x x x

s t s t
→+∞ →+∞ →+∞

′− = − = −ℓ ℓ  

)0 لما كانتو  )n n ns t ℓ=′أن استنتجنا  متقاربة من الصفر −≤ ℓ.  

 جاورتيندراسة متتاليتين مت  
)0نتأمّل المتتاليتين  )n nt )0و ≤ )n ns   وفق:، المعرّفتين تدريجياً ≤

� 0 1t 0و  = 12s =.  

� 1

2

3
n n

n

t s
t +

+
1و  =

3

4
n n

n

t s
s +

+
=.  

)0أثبت أن المتتالية  	 )n n nv t   نهايتها. واحسبهندسية.  −≤

)0أثبت أن المتتاليتين   )n nt )0و ≤ )n ns   متجاورتان. ≤
)0أثبت أن المتتالية  � )n nu 3المعرفة وفق  ≤ 8n n nu t s=   ثابتة. +

)0 ماذا تستنتج فيما يتعلق بالمتتاليتين   )n nt )0و ≤ )n ns   ؟≤

  
nلنضع  	 n nh s t=   عندئذ −

( )

1 1 1

3 9 4 8

12 12
1 1

12 12

n n n n
n n n

n n n

t s t s
h s t

s t h

+ + +

+ +
= − = −

= − =

  

)0إذن المتتالية  )n nh 1هندسية، أساسها  متتالية ≤

12
q 1 ولمّا كان. =

1 1
12

− < استنتجنا أنّها ، >

  الصفر.تساوي هايتها متقاربة وأنّ ن
0ن أ في الحسبانوإذا أخذنا  0 0 11h s t= − = 0، استنتجنا أنn ns t−   .n، أياً يكن <


)0المتتالية   )n nt   لأنّ  تماماً متزايدة  ≤

( )1

2 3 2
0

3 3 3
n n n

n n n n

t s t
t t s t+

+
− = − = − >  

)0المتتالية وبالمثل،  )n ns   لأنّ  متناقصة تماماً  ≤

( )1

3 4 1
0

4 4 4
n n n

n n n n

t s s
s s s t+

+
− = − = − − <  

    الحل

 مثال
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) أنّ في السؤال الأول  ولمّا كنّا قد أثبتنا )lim 0n n
n

s t
→+∞

− )0أن المتتاليتين  استنتجنا، = )n nt ≥ 

)0و )n ns   ذاتها. ℓ النهاية منمتقاربتان هما متجاورتان و  ≤
  ،nعند كل  �

( )1 1 13 8 3 8 0n n n n n nu u t s t s+ + +− = + − + =  
)0إذن المتتالية  )n nu   ثابتة. ولإيجاد قيمتها الثابتة، نضع  ≤

0 0 03 8 3(1) 8(12) 99nu u t s= = + = + =  

)0 وإذ المتتاليات الثلاث  )n nt )0و ≤ )n ns )0و ≤ )n nu متقاربة، فإن قواعد العمليات على النهايات  ≤

  تقود إلى:
99 lim 3 lim 8 lim 3 8n n n

n n n
u t s

→+∞ →+∞ →+∞
= = + = +ℓ ℓ  

)0فالمتتاليتان ، ℓ=9ومنه  )n nt )0و ≤ )n ns   . 9 العدد منمتقاربتان  ≤
  

  تكريساً للفهم 

  
  متتاليتين متجاورتين؟عمال باست 2 نحصركيف 

2xة التزايد التام للتابع خاصّ لاستفادة من با x֏ 0]ال على المج, ، يمكن الحصول، ∞+]
  كما يأتي : 2متتابعة للعدد  إحاطات بسهولة، على

1: لمّا كان  البداية � 2 4< 1استنتجنا أنّ  > 2 2< 0وهذا ما يتيح لنا أن نعرّف  > 1x = 
0و 2y =.  

0منتصف المجال  mنأخذ  :الخطوة الأولى � 0[ , ]x y  0ونبحث إلى أي المجالين[ , ]x m 0أو[ , ]m y 
1.5m. هنا 2بالعدد  2mقارنة وذلك عن طريق م 2ينتمي العدد  2و  = 2.25 2m = > 

02إذن  [ , ]x m∈ 1، نعرّف إذن 0 1x x= 1و = 1.5y m= في  2. فنكون قد حصرنا =
1المجال  1[ , ]x y  0.5الذي طوله يساوي. 

1في المجال  2لنفترض أننا حصرنا  :n الخطوة � 1[ , ]n nx y− منتصف المجال  m. نأخذ مجدداً −

1 1[ , ]n nx y− ]1ونبحث إلى أي المجالين  − , ]nx m− 1أو[ , ]nm y وذلك عن طريق  2ينتمي العدد  −
2. فإذا كان 2بالعدد  2mمقارنة  2m ]1عرّفنا  ≤ , ] [ , ]n n nx y x m−= 2، وإذا كان 2m عرّفنا  >

1[ , ] [ , ]n n nx y m y ]في المجال  2. فنكون قد حصرنا =− , ]n nx y نصف  الذي طوله يساوي
1قه طول ساب 1[ , ]n nx y−  أي  .−

1 1 2 2 0 02

1 1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 2 2

n n n n n n n n
y x y x y x y x− − − −− = − = − = = − =⋯ 
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)0تبعاً لطريقة إنشائهما، المتتاليتان  � )n nx )0و ≤ )n ny  .2متجاورتان ولهما نهاية مشتركة هي  ≤

  وارزمية:يبيّن الجدول اللآتي نتيجة تنفيذ هذه الخ �

  
11التي ينتج منها أنّ  1.4140625x 11و  ≈ 1.4145508y   وأخيراً أنّ  ≈

1.4140625 2 1.4145508< <   
  

 
   تَدربْ 

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ≤

2 4nt
n

= −
+

1و 

1ns
n

=
+

 هماأثبت أن .

 نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثم  

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ≤
n

n
t

n

−
و =

2

1
1ns

n
=  هماأنّ أثبت  .+

 نهايتهما المشتركة عيّنمتجاورتان ثم.  
)1 في كل من الحالات الآتية، تبينْ إن كانت المتتاليتان � )n nx )1و ≤ )n ny   أم لا.متجاورتين  ≤

2 2 2

2

1 1 1 1
,

1 2 2
1 1 1 1 1 1

... , ...
1 2 2 1 2 1
1 1 1 1
, 1 ...

2 3
1 1

2 , 2

n n n

n n

n n n

n n

y u x
n n n n

y x
n n n n n n

y u x
n n

y x
nn

= + = + + +
+ +

= + + + = + + +
+ + + −

= + = + + + +

= + = −

⋯ 	




�




  

  

45 91 1
32 64 64

3 1 181 91 1
2 2 128 64 128

5 3 1 181 363 1
4 2 4 128 256 256

72511 3 1 181 1
8 2 8 128 512 512

11 23 1 181 1449 1
8 16 16 128 1024 1024

289745 23 1 181 1
32 16 32 128 2048 2048

0 1 2 1 6

1 1 7

2 8

3 9

4 10

5 11

n n n n n n n nn x y y x n x y y x− −
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

)0عندما تكون متتاليةٌ  ���� )n nu ، مهما صغر ℓ، يحوي أي مجالٍ مركزه ℓمتقاربةً نحو عددٍ حقيقي  ≤
  ما عدا عدداً منتهياً منها). هذا المجال، جميعَ حدود المتتالية (

)0عندما تكون متتاليةٌ  ���� )n nu [، يحوي أي مجالٍ من النمط ∞+متباعدةً نحو  ≤ [,M ، مهما ∞+
  دداً منتهياً منها).، جميعَ حدود المتتالية ( ما عدا عMكبر العدد الحقيقي 

)0 المتتالية الهندسية ���� )n nq 0qالتي أساسها  ≤   هي متتالية مرجعية: ≠
1qعندما  ∞+متباعدة نحو  � >. 
1الصفر عندما  منمتقاربة  � 1q− < < .  

����  متتاليةً متزايدة : إن  
  عندما تكون محدودة. ℓتنتهي إلى عدد حقيقي  �
  عندما تكون غير محدودة.  ∞+تنتهي إلى  �

  .)أو معدوم(وحدودها موجبة، نهايتها عددٌ حقيقي موجب  كل متتالية متقاربة ����

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
تعرف حالة المتتالية بصورة فيد في فكرْ في أن حساب بعض الحدود الأولى من متتالية، قد ي ����

  أفضل.
  المتتاليات المرجعية:  عمالبحثاً عن نهاية متتالية، فكرْ في است ����

2 3, , ,...,n n n n   و   
2 3

1 1 1 1
, , , ,

n n n n
….  

)ق ، يحقّ fفكرْ في إمكانية الاعتماد على تابعٍ مألوف  ���� )nu f n= 0. عندئذ، المتتالية( )n nu ≥ 
  .∞−أو عند  ∞+لهما النهاية ذاتها عند  fوالتابع 

)في حالة  ���� )n ny f x=، حيث f :إذا كان  تابعٌ مألوفlim n
n

x b
→+∞

limو = ( )
x b

f x c
→

، كان =

lim n
n

y c
→+∞

=.  

)0متتالية  حالة في ���� )n nu 1 وفق ة تدريجياً معرّف ≤ ( )n nu f u+  ،بعض الشروط وإذا توفرت، =
)0كانت و  )n nu )للمعادلة  متقاربة، كانت نهايتها حلاًّ  ≤ )f x x=.  
����  لإثبات أنlim n

n
u

→+∞
= ℓ  

)0طة بإحا. 4 المبرهنة استعمل � )n nu   .ℓ نفسهانهاية البمتتاليتين لهما  ≤
�  أثبت أنn nu t− ≤ℓ  معlim 0n

n
t

→+∞
  .5) المبرهنة(. =
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����  0متتاليةً  لإثبات أن( )n nu )0، فكرْ في استعمال متتالية ∞+ تنتهي إلى ≤ )n nt تساوي نهايتها  ≤
nما،  دليلوتحقق، بدءاً من  ∞+ nt u≤.  

  .أخطاء يجب تجنّبها 

  ، وهي أربع:عدم تعيين يمكن إيجاد نهاية متتالية باستخدام مبرهنة النهايات في حالات صيغ لا ����
0«  و»  ∞×0«  و » ∞−∞+« 

0
∞«  و»  

∞
 . «  

)0متتالية  حالة في ���� )n nu 1 وفق معرّفة تدريجياً  ≤ ( )n nu f u+  يقتضيلا  f )أو تناقص(تزايد ، =
)0بالضرورة تزايد ( أو تناقص )  )n nu )لحالة  خلافاً (. ≤ ( )nu f n=.  

  إن متتاليةً متقاربة ليست بالضرورة مطردة. ����
  ليست بالضرورة متزايدة. ∞+إن متتاليةً متباعدة إلى  ����
ليست  ℓكن نهايتها ، تكون متقاربة. ولMعندما تكون متتاليةٌ متزايدةٌ محدودةً من الأعلى بعددٍ  ����

 .M≤ℓ بل، Mبالضرورة مساويةً للعدد 
  

QWE 
AgD  
ZXC  
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�������������������� 

1 تمثيلٌ هندسي لمتتالية من النمط  ( )n nu f u=++++  

  المبدأ 	

 في معلمٍ  fهو الخط البياني لتابعٍ  Cالمجاور، في الشكل 
ع العدد الحقيقي  0متجانس. نوضu  على محور الفواصل، ثم 

، نرمز إلى Cلخط البياني على ا0uذات الفاصلة  0Aالنقطة 
1فيكون  1uبالرمز  0Aترتيب  0( )u f u=.  

ع  1نوضu  المستقيم من  لاستفادةباعلى محور الفواصل∆ 
yمعادلته  الذي x=، 1u  هي فاصلة نقطة تقاطع∆ 

1yالذي معادلته  والمستقيم u=.  

2فيكون  2u، بالرمز 1u، التي فاصلتها Cمن الخط  1Aنرمز إلى ترتيب النقطة  1( )u f u= ع نوض .
2u المتوالية  بهذا لتعيين القيم . ونتابعكما في السابق ∆المستقيم من  لاستفادةعلى محور الفواصل با

)0للمتتالية  )n nu 1المعرّفة بالعلاقة التدريجية  ≤ ( )n nu f u+ =.  
  

  تمرين 

)0في كل من الحالات الآتية، مثلْ الحدود الأولى للمتتالية  )n nu المشار إليها، ثم خمنْ جهة تغيرها  ≤
  .ونهايتها المحتملة

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

1, 1 2 1, 1

1
, 1 1, 0
2

1
, 1 , 1

n n n n

n n n
n

n n n n
n

u u u u u u

u u u u u
u

u u u u u u
u

+ +

+ +

+ +

= − = = − =

= = = − =
+

= = = + =

� �

� �

� �

   

  تطبيق �

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0المعرّفة تدريجياً بالشرطين  ≤ 2u 1و =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = . استعمل الطريقة +

  السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية :
  متتالية  مطّردة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟أتكون ال �  

  برهن صحة النتائج التي توصلتَ إليها إن أمكن. �

 1 نشاط

0
A

1
A

2
A

x

y

O

∆

C

0
u

1
u

1
u

2
u

2
u

3
u

3
u
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  حجم مجسم قطع مكافئ دوراني  

  
f:2الخط البياني للتابع نجد  في الشكل x x֏ ،2قطعاً مكافئاً معادلته سمى الذي يy x= وهو ،

]من المجال  xالموافق لقيم  Cنهتم بالجزء  .محور التراتيب كما تعلممتناظر بالنسبة إلى  2,2]−.  
مجسم القطع ، نحصل على مجسم نسميه كاملة حول محور التراتيبدورةً في الفراغ  Cعندما يدور 

   .الدوراني المكافئ

  
في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى  حجم هذا المجسّم، V نهدف إلى حساب

بمقادير معلومة ويمكننا حسابها، وفي الوقت نفسه تحصر المقدار  Vول، وهو هنا حصر المقدار المجه
لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة، لنرجع الأمر إلى  المجهول بالدقة التي نريد.

  حساب مجموع حجوم أسطوانات.
ولنفترض أننا حاولنا . 2أكبر تماماً من  عياً عدداً طبي nليكن 

1nملء المجسّم بـ  4أسطوانة ارتفاع كلّ منها  −

n
بالطبع (، 

 nعنا وضع المجسّم داخل ، وأننا استط)ستبقى بعض الفراغات

4ارتفاع كل منها  أسطوانة

n
  أيضاً، كما في الشكل المجاور. 

سطوانات الخارجية، جوم الأحإلى مجموع  nVلنرمز بالرمز 
  م الأسطوانات الداخلية.إلى مجموع حجو   nvوبالرمز 

  برهن أنّ  �

( )
2

16
1 2 ( 1)nV n n

n

π
= + + + − )و    ⋯+ )

2

16
1 2 ( 1)nv n

n

π
= + + + −⋯  

)0برهن أنّ المتتاليتين  � )n nV )0و ≤ )n nv   .أي حجم المجسم المطلوب Vمتقاربتان، واستنتج قيمة  ≤
.

 2 نشاط

O 212− 1−

4

C

x

y

2
y x=

O

4
n

1

2

3

1n−

n
4
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            ��	
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	����  
)1 المتتالية  )n nu 1nu فة وفقمعرّ  ≤

n
=

!
. ( 1) 2 1)n n n! = − × × ) عندما ⋯× 1n ≥.  

  الأولى منها. ستةاحسب الحدود ال �

1أن يقّن ت �
0 nu

n
< )1ثم استنتج نهاية  ≥ )n nu ≥.  

)1 المتتالية  )n nu 1معرفة وفق  ≤
10

n

n

n
u

 = −   
.   

  .11uحتى  1uقيماً تقريبية لحدودها الأولى من  أعطِ  �
2nnu، تحقق 31uأثبت أن جميع حدودها، بدءاً من الحد  � )1. استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  

)1 المتتالية  )n nu معرفة وفق  ≤
3

n

n
u

n
=

!
.  

  احسب حدودها الستة الأولى. �
.a �  أثبت أن( )( )( )1 2 3n n n n n! ≥ − − 4n، أياً يكن − ≥.  
.b )1استنتج نهاية  � )n nu ≥.  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   فة وفق:المعرّ  ≤
2 11

, , ,
1 1

n n
n n n n n

n

x yn
x y w x n t

n n w

−+
= = = − =

+ −
  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   فة وفق:المعرّ  ≤
1

, , ,
1

n
n n n n n n

n

yn
x y x n w x t

n wn
= = = − =

+
  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nu   فة وفق:المعرّ  ≤
23 4

, , 3
1

n
n n n n

xn
x y u x n

n n

−
= = = −

+
  

)0 المتتالية  )n nu 1nu بالصيغة معرفة  ≤ n n= + −.   

�  0أثبت أن 1nu<   .n، أياً يكن ≥
.a 410nأثبت أنه إذا كان  � 20، كان < 10nu

−< <.  
.b 810nأثبت أنه إذا كان  � 40، كان < 10nu

−< <  .  
.c 810nuكي نحصل على  nكيف نختار  �

  ؟>−
)0ما نهاية  � )n nu   ؟≤

7  

6 

5 

4 

3 

2 

1 
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)1المتتاليتان    )n nx )1و  ≤ )n ny معرفتان وفق:  ≤
2

1

1
nx

n
=

+
1nyو 

n
=.  

)1راجحٌ على  1أن العدد  أثبت � )n nx ≥.  
�  أثبت أنn nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.  
�  إثارة للاهتمام؟ النتيجتين السابقتين أكثرأي   

)1المتتاليتان   )n nx )1و  ≤ )n ny  معرفتان وفق: ≤
22 5 3

2 1n

n n
x

n

+ +
=

+
5nyو  n=.  

�  أثبت أنn nx y≤1ياً يكن ، أn ≥.  

�  1أثبت أن

5n nx y≥ 1، أياً يكنn ≥.  

)4 المتتالية  )n nu 2 معرفة وفق ≤

1

5 6
nu

n n
=

− +
.  1محدودة من الأعلى بالعدد  هاأثبت أن

2
.  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 	�
�� ���	��� ���� 	����   

0aيحققان ن يعدد bو aليكن  b> )0لتكن و  < )n nu متتالية معرفة وفق  ≤
n n

n n n

a b
u

a b

−
=

+
. 

  ادرس تقارب هذه المتتالية.
   نحو الحلّ   ��

)0، وإذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية nq، نجدُ فقط حدوداً من النمط nuفي عبارة    � )n nq ، نفكر ≤
، فعلينا أن نتوقع معروفينغير  bو aلكن و  مبرهنات العمليات على النهايات. بالاستفادة من

  التعرض لصيغة عدم تعيين.
  :الآتيتينتحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كل من الحالتين  .1

� 1a 1bو   < >          � 1a 1b و    < <.  
1aي حالة ف .2 1bو = )0تعيين نهاية في مبرهنات النهايات  تفيدلماذا ، > )n nu   ؟ ≤

3a في حالة مثلاً،ف الحالة العامة. لنختر، تعر في قد تفيد دراسة حالة خاصة    � 2bو = =، 
3 لدينا 2

3 2

n n

n n nu
−

=
+

 ةقارنمالكبر. ل غاية في 2nو 3nكبيرة، تكون قيم  nعندما تكون قيم و  .

)0. ندرس نهاية المتتالية ∞+إلى  nمرتبتي كبرهما عندما تسعى  )n nv 2 حيث ≤
3

n

n nv =.  

lim لماذا لدينا .1 0n
n

v
→+∞

 ؟=

2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
)0. إذن ما نهاية  )n nu  ؟≤

10  

9  

8  

11  
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)0نستشف من المثال السابق أهمية المتتالية  � )n nv المعرفة وفق  ≤
n

n

b
v

a

 =   
ودورها في الوصول  

     إلى النتيجة المرجوة.
)0أوجد نهاية  .1 )n nv   .bو aتبعاً لقيم  ≤
2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
  حصيلة الأسئلة السابقة للوصول إلى الهدف المنشود.فد من واست 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

  ����� �� ���	  � �!�"# + =1 ( )n nu f u  

0نرمز إلى المربع  0 0 0A B C D  10الذي طول ضلعه 
1وإلى المربع  ،0S بالرمز 1 1 1ABC D  الذي تقع رؤوسه

( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمز  0Sعلى أضلاع 
1S 0 حيث 1 1A A  1S فيها . بالطريقة التي رسمنا=

ونقبل  1Sانطلاقاً من  2S، نرسم 0Sانطلاقاً من 
ن إمكانية الاستمرار بهذا الرسم عدداً غير منتهٍ م

 .nℓبالرمز  nSنرمز إلى طول ضلع المربع  المرات.
)0دراسة المتتالية  نهدف إلى )n n≥ℓ وتعيين نهايتها.  

   نحو الحلّ   ��

)0كيف يجري الإنشاء: يُرسم كل مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية  لنتفحّص   � )n n≥ℓ  هي إذن
   .متتالية تدريجية

  

11صحة المتراجحة علّل  .1 n n+< <ℓ ℓ  أياً كان العدد الطبيعيn؟ 

)0لماذا يمكن استنتاج أن المتتالية  .2 )n n≥ℓ ؟متقاربة 

21 أن  أثبت .3 1 ( 1)n n+ + −=ℓ ℓ.  

 

12  

11

1
n
−ℓ

1n+
ℓ

n
A

1n
A
+ n

B

1n
B
+

11
0
1−ℓ

1
ℓ

0
A

1
A 0

B

1
B

1nالمرحلة  المرحلة الأولى +  

1A0A

1B
0B

1C 0C

1D

0D
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)0 ، نهاية المتتاليةℓيبقى تحديد العدد    � )n n≥ℓ .  إحدى الطرق العامة لذلك هي الاستعانة بالتابعf 
1المعرف بالعلاقة ( )n nf+ =ℓ ℓ.  

  .المستعان به fلتابع عينْ ا .1
2.  أثبت أنℓ  للمعادلة 21حل ( 1)x x= + −.  
  .ℓاستنتج من ذلك قيمة النهاية  .3

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

  �� $%�&#��'� �� ( �� )* #  

1ليكن 

( 1)nu
n n

=
+

  وليكن .n عدد طبيعي غير معدوم في حالة 

 1 2 3
1

n

n n k
k

S u u u u u
=

= + + + + =∑⋯  

)1المتتالية  ادرس )n nS ≥.  

   نحو الحلّ   ��

برهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لم   �
عليها راجحة العناصر ال، الاطرادأولى من متتالية قد تتيح تصورَ خواصٍ لها من قبيل: جهة  حدود
الحد والحد ، أو بين هذا nوالدليل ذاته  nحدها ذي الدليل  علاقة بينأو إيجاد ، عنها قاصرةالأو 

  .مختزلةكسور  صيغةب 4Sو 3Sو 2Sو 1Sحسب الذي يليه. ا
يبدو أن  وتحديداً  .nSعبارة في  يظهر، n، أي nSأن دليل النتائج تُظهر   �

1n

n
S

n
=

+
.  

5nك ستحصل على النتيجة ذاتها عند ق أنّ تحقّ  .1 6nوعند  = = .  
أثبت صحة  .2

1n

n
S

n
=

+
  بالبرهان بالتدريج. 

قان يحقّ  bو  aعددين  تعيينيتمثل في  ثمة حل آخر،  �
1n

a b
u

n n
= +

+
ثمُّ هذين العددين  جد .

  .nSاستنتج عبارة 

 
)0عند دراسة متتاليةٍ  ملاحظة: )n nu ف الحدود الأولى ، من المهم، في أكثر ≤ الحالات، تعر

  .nو nuمنها، ومعرفة ما إن كانت هذه الحدود تتيح رؤية علاقةٍ بين 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
  

13  
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  + ��	  � �!�"# ً	-� ./ 0  

0قان حقّ ن يُ يعدد bو  aليكن  a b< )0ن يالمتتاليتولنتأمّل  .> )n nx )0و  ≤ )n ny ن وفق يمعرفتال ≤

0x a=  0وy b= ي وعند كل عدد طبيعn:  

1

2 n n
n

n n

x y
x

x y
+ =

+
1   و     2

n n
n

x y
y +

+
=  

)0دراسة المتتاليتين نهدف إلى  )n nx )0و  ≤ )n ny   .في آن معاً  ≤

   نحو الحلّ   ��

1nxيمكن ملاحظة أن مقام  تفيد في الحل.لنتفحص الفرْضَ كي نرى إنْ كانت ثمة نتائج مباشرة    � + 
1nyيساوي بسط  +: فنستنتج أن ،  

1 1( ) n n n nx y x y ab+ +× = × =∗   
  موجبان. nyو nxلاحظ أيضاً أن ون
) تحقق من المساواة .1 )∗.  
0nx« الخاصة، صحة بالتدريجأثبت،  .2 0nyو < >«( ) :E n ،  أيّاً يكن العدد الطبيعيn.   

غير  bو a ولمّا كان. يكون مفيداً تعرف بضعَ حدود أولى من المتتالية قد أفضل، لتحقيق فهم  �
1aالحالة الخاصة  نتأمّل مثلاً معلومين،  3bو  = =.  

)0احسب حدوداً أولى من كل من  .1 )n nx )0و  ≤ )n ny ≥.  
عْ هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقيةو  .2 ماذا تلاحظ ؟ض ،  

)0إثبات أن المتتاليتين  ربما علينا إذن  � )n nx )0و  ≤ )n ny متجاورتان. ولتحقيق ذلك علينا بدايةً  ≤
1nالمتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كل من  دراسة اطراد هاتين nx x+ 1nو  − ny y+ −.  

: أثبت  .1 أن 

1

( )n n n
n n

n n

x y x
x x

x y
+

−
− =

+
1و    2

n n
n n

x y
y y+

−
− =.  

nو nx يإشارتلاحظ أنّ  .2 nx y+ 1، فإشارتا معلومتانn nx x+ 1nو − ny y+  تتعلقان −
nبإشارة  ny x−أنْ يكون  � استناداً إلى . يُتوقعn ny x− .ً1احسب  موجبا 1n ny x+ +− 

 1واستنتج أن 1n ny x+   موجب. −+
)0استنتج اطراد كل من المتتاليتين  .3 )n nx )0 و ≤ )n ny ≥.  

14  
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    يبقى علينا إثبات أنlim ( ) 0n n
n

y x
→+∞

− )0ف متتالية ي. ولذلك سنسعى إلى تعر = )n nt تحقق  ≤

0المتراجحة  nكل عدد طبيعي  عند n n ny x t< − lim، وبحيث يكون > 0n
n

t
→+∞

يبدو . =

1إنجاز ذلك صعباً انطلاقاً من العبارة  1n ny x+   فلنرسم مخططاً يساعدنا:  سابقاً التي  −+

  
  

1.  1أثبت إذنْ أن 1 1

1
( )
2n n n n n ny x y x y x+ + +− ≤ − = −.  

0التدرج، أن بالبرهان أثبت، مستخدماً  .2 0

1
( )

2
n n n
y x y x− ≤ −.  

  ذاتها. ℓأثبت أن المتتاليتين تتقاربان إلى النهاية  .3
)العلاقة  فدْ مناست .4 )∗   2لإثبات أن ab=ℓ  ثمab=ℓ.  

  الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. أنجزِ 

 
2العلاقة  βو αو xإذا حققت ثلاثة أعداد  ملاحظة: 1 1

x α β
= +  قلنا إنx  توسطالمهو 

xالعلاقة  قتْ إذا حقّ  ، وβو αللعددين  توافقيال αβ=  قلنا إنx  للعددين  هندسيالوسط المتهو

α وβ . 1بهذا يكونnx لأنny  و nxتوافقي للعددين ال المتوسط +
1

2 1 1

n n nx x y+

=  ℓيكون و  +

  .ab=ℓلأنb  و  aللعددين  المتوسط الهندسي

      إلى الأمام قدُُماً 

  :كل من المتتاليتين ادرس تقارب 

 � 3 2

3 1

n n

n n
x

−
=

−
      �   10 1

10 1

n

n n
y

−
=

+
.  

)0 ةالمتتالي  )n nu 0معرفة وفق:  ≤
3

2
u nوعند كل  = ∈ ℕ ،2

1 2 2n n nu u u+ = − +.  

1ج، أن يالبرهان بالتدر  عملاً أثبت، مست  � 2nu≤ nأيّاً يكن  ≥ ∈ ℕ.  
.a �  أثبت أن( )( )1 2 1n n n nu u u u+ − = − nأيّاً يكن  − ∈ ℕ.  
.b )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متناقصة. ≤
  أهي متقاربة؟ �

16  

15  

nx 1nx + ny1ny +
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)0 المتتالية  )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ 1وفق  ≤ 1 1 1
1
1! 2! 3! !nu

n
= + + + + +⋯.    

1ج، أن البرهان بالتدر  عملاً أثبت، مست  �

1 1

! 2nn −≤.  

)0لمتتالية على راجحٌ  3استنتج أن العدد   � )n nu ≥.  
�   0أثبت أن( )n nu   متقاربة.  ≤

)0متتالية  نتأمّل   )n nu   العلاقة nيحقق عند كل  ℓ<0عدد حقيقي يوجد  :التي تحقّق الشرط ≤

( )1

2
0

3n nu u+≤ − ≤ −ℓ ℓ.  

)0أثبت أن المتتالية  )n nu 0. بافتراض أنّ ℓمتقاربة إلى  ≤ 1u   يحقق  Nعدداً طبيعيّاً  عيّن =
3 310 , 10nu
− − ∈ − +  

ℓ ℓ   عند كلn N≥.  

)0المتتالية   )n nu 1nuوفق  معرفة  ≤ n n= + −.  

1بت أن أث �

1
nu

n n
=

+ +
  استنتج أن 0ثم( )n nu   متقاربة نحو الصفر. ≤

)1المتتالية  � )n nv 1nمعرفة عند كل  ≤   وفق: ≤
1 1 1

1
1 2 2 3 1

nv
n n

= + + + +
+ + − +

⋯  

.a   .nبدلالة  nvبصيغتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد  nuعبارة  فدْ مناست �
.b )1المتتالية نهاية استنتج  � )n nv ≥.  

  ق من إجابتك في كل حالة. ؟ تحقّ أتيما العبارات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما ي 

)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv متتالية ليس لها نهاية  ≤
)0للمتتالية   حقيقية، عندئذ ليس )n n nu v   نهاية حقيقية. +≤

)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ  من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv الية ليس لها نهاية متت ≤
)0للمتتالية   حقيقية، عندئذ ليس )n n nu v   نهاية حقيقية. ≤

limإذا كان  � n n
n

u v
→+∞

⋅ = ℓ  وlim n
n

u
→+∞

= lim، كان ∞+ 0n
n

v
→+∞

=.  

  .عليها ، كان لها عنصرٌ راجحعنها تتالية عنصرٌ قاصرإذا كان لم �
  
  

20  

19  

18  

17  
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)1المتتالية    )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ 2وفق  ≤ 2 2

1 1 1
...

1 2
nu

n
= + + + .  

)1أثبت أن المتتالية     � )n nu   متزايدة. ≤
.a 1ج، أن يالبرهان بالتدر  عملاً أثبت، مست �

2nu
n

≤ 1nأيّاً يكن  − ≥.  

.b )1ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى المتتالية  � )n nu ≥.  

n ،1ليكن عند كل عدد طبيعي   

(2 1)(2 1)nu
n n

=
− +

.  

�  ين أوجد عددين حقيقيa وb  يحققان عند كل عدد طبيعيn ،
2 1 2 1n

a b
u

n n
= +

− +
.  

n،0عدد طبيعي  في حالة ،ليكن � 1n nS u u u= + +  استنتجو  nبدلالة  nSعبرْ عن  .⋯+
)0نهاية المتتالية  )n nS ≥ .  

n ،1 موجب تماماً  عدد طبيعينضع في حالة ل   1 1
1
2 3nu

n
= + + + +⋯.  

)1أن المتتالية  تأثب � )n nu   متزايدة. ≤
2n اكتب � nu u−  2واستنتج أن

1

2n nu u− ≥.  

البرهان بالتدريج، أن  عملاً أثبت، مست �
2 2
n

n
u   غير المعدوم. n، أيّاً يكن العدد الطبيعي ≤

)1هل للمتتالية  � )n nu   نهاية حقيقية؟ ≤

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2 21 2 3
n

n n n n
u

n n n n n
= + + + +

+ + + +
⋯  

 أن  أثبت �
2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1استنتج تقارب المتتالية  � )n nu   . ما نهايتها؟≤

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n n n n
= + + +

+ + +
⋯  

أن  أثبت �
2 2 1

n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1استنتج تقارب المتتالية  � )n nu   . ما نهايتها؟≤

)1 المتتاليتين بيّن أنّ    )n nx )1و ≤ )n ny   الآتيتين متجاورتان ≤
1 1 1

2 1
1 2

nx n
n

= + + + − 1و    ⋯+ 1 1
2

1 2
ny n

n
= + + + −⋯  

26  

25  

24  

23  

22  

21  
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)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 3u n :1وعند كل عدد طبيعي  =
2

1n
n

u
u

+ =
+

.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <

)0 المتتالية � )n nt 1وفق  nمعرفة عند كل عدد طبيعي  ≤

2
n

n
n

u
t

u

−
=

+
.  المتتالية أثبت أن 

0( )n nt   متتالية هندسية واحسب نهايتها. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 2u n :1وعند كل عدد طبيعي  =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = +.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <
1المتتالية معرّفة بصيغة من النمط  � ( )n nu f u+ ,0[المعرّف على  f، عيّن التابع = [+∞.  

.a ومقارباته، وارسم على الشكل نفسه المستقيم  fCوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات التابع  �
d  الذي معادلتهy x= بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع ،d  معfC.  
.b ]متزايد على المجال  fفيد في إثبات أنّ ي ما سبقبيّن أنّ  � 2, )وأنّ  ∞+] )f x x≤  على

  هذا المجال.
استفد من الرسم لتُنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطّردة؟ ما جهة  �

لتبرهن  �b.اطرادها؟ أهي محدودة ؟ ثمُ برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من 
12بالتدريج أنّ :  n nu u+≤   .nمهما كان العدد  ≥

)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤
  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤
1

2
u n :2وعند كل عدد طبيعي  =

1
1

2
3n n nu u u+ = − +.  

  .5uو 4uو 3uو 2uو 1uاحسب �
)21وفق  ℝإلى التابع المعرف على  fرمز نرمز بال � ) 2

3
f x x x= − +.  

.a     ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
.b ,0]إلى المجال  xأثبت أنه إذا انتمى  � )، انتمى [3 )f x  0]إلى المجال, 3] .  
� : استنتج من السؤال السابق أن  

.a )0عنصرٌ راجحٌ على المتتالية  3العدد  � )n nu ≥.  
.b )0المتتالية  � )n nu   متزايدة. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu )نهايتها مع ملاحظة أن  احسبمتقاربة و  ≤ )1n nu f u+ =.  

29  

28  

27  
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)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤

4

3
u > 1و − 4 3n nu u+ = نجد  .nعند كل عدد طبيعي  +

4 المجال المعرف على fللتابع  Cالخط البياني  ،أدناهفي الشكل 
3
, − +∞    وفق

( ) 4 3f x x= yالمعادلة  الذي d والمستقيم .+ x=.  
  

  
  

  ؟dوالمستقيم  Cا نقطة تقاطع الخط تما إحداثي �
�  0نفترض في هذا السؤال أن 6u =.  

.a )0المتتالية  أن أثبت  � )n nu   محدودة من الأدنى. ≤
.b )0المتتالية  اطرادادرس  � )n nu ≥.  
.c )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة وأوجد نهايتها. ≤
.a 0أياً يكن  أثبت أن هذه النتيجة صحيحة � 4u >.  

.b 0هل هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما  �

4
4

3
u− <    ؟>

   
 

30  

x

y

O 1

1

2

4/3−

C
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  التابع اللوغاريتمي النيبري
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قرن السادس عشر وبداية القرن اللاحق، كان علم مع نهاية ال

الف6 يتطور بسرعة، وكانت متطلباته الحسابية تتنامى مع 

دراسة حركة الكواكب التي أدت إلى حسا=ت صعبة طوي8 

  ومُرهقة. 

وفي الوقت ذاته كانت حسا=ت أصحاب البنوك تزداد صعوبة وتعقيداً 

د يتوسع ويزدهر مع Zكتشافات طار اقتصاإ وخصوصاً عند حساب الفوائد في 

الجديدة. وعليه، لم يكن مُفاجئاً أن يبحث الر`ضياتيون عن طرائق لتبسـيط 

  الحسا=ت.

الفكرة كانت بسـيطة: استبدال عمليات جمع بعمليات ضرب، ولكنّ تحقيق   

ا�ي  John NapierJohn NapierJohn NapierJohn Napierذv لم يكن =لأمر السهل. إنهّ Zسكتلندي جون rبيير 

خوارزمية تفيد في استبدال عملية جمع الأعداد بعملية ، 1614161416141614عام  لأوّل مرةصمّم، 

 ضرب الأعداد، وذv عن طريق تقديم جدول عددي يفُيد في إجراء هذا التحويل،

اسـتفاد rبيير من فكرة كانت سائدة في عصره تفيد بوجود تقابل بين المتتاليات 

  الحسابية والمتتاليات الهندسـية.

مفاهيم التوابع والنها`ت وZشـتقاق معروفة، فهو إذن في عصر rبيير لم تكن 

ولكن  لم يعرّف التابع اللوغاريتمي ا�ي أصبح ف� بعد ذا أهمية علمية وعملية كبيرتين.

  من هنا انطلقت الفكرة.

  

 

 1617-1550 جون نابيير
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   انطلاقة نشطة 

 تحويل جداء إلى مجموع 

          يةمقدمة تاريخ �
علم الفلك، مسائل في والملاحة، و التطور الملفت للتجارة، طرح في أواخر القرن السادس عشر، 

الحساب العددي شغلت جانباً مهماً من اهتمام الرياضياتيين، فبحثوا عن طرائق لتسهيل حساب جداء 
من المعلوم أن عملية الجمع أسهل من عملية الضرب،  ضرب أعداد كبيرة. 

  أن ينطلقوا من جمعٍ  ليحصلوا على جداء ضربٍ؟فكيف لهم 
aنُظمت جداول لتحويل جداءات إلى مجاميع، فلو أردنا حساب  وهكذا b× 

aمجموع عددين  آلت العملية إلى حساب  . هذه الأعداد تسمى′bو ′
  . لوغاريتمات

، اخترنا ستخلصاً من تلك الجداوللشكل المجاور نجد جزءاً مُ في ا  
2aللتبسيط  3bو = . لحساب جداء الضرب نبحث في الجدول عن =

aالعدد الذي لوغاريتمه  b′ ′+ .  
  ؟aانطلاقاً من العدد  ′a نصنع هذه الجداول، أي كيف نحسب ولكن كيف

  التعبير عما سبق بلغة التوابع   �

,0[معرف واشتقاقي على المجال  fأيوجد تابع  المسألة المطروحة تنُاقَش كما يأتي: ق يحقّ  ∞+]
( ) ( ) ( )f x y f x f y⋅ = ,0[من  yو x أياً يكن +   ؟∞+]

  .يحقق تلك الصفات نفترض وجود تابع  �
.a  1ما المساواة التي نحصل عليها في حالةx y= (1)استنتج أن  ؟= 0f =. 
.b  نفترض أنy a=  ٌونعرف التابع مقدار ثابت ،g  0[على, ) وفق ∞+] ) ( )g x f ax=.  لمّا

)كان  ) ( ) ( ) ( )g x f ax f a f x= = )، أمكننا حساب + )g x′  ّبطريقتين. استنتج أن
( ) ( )af ax f x′ 0xوذلك أياً يكن  .=′ >.  

.c  باختيار مناسب للعددx،  (1)استنتج أن
( )

f k
f a

a a

′
′ = k(1) حيث عرّفنا = f ′=.  

  1111 نشاط 

  

  .اللوغاريتم  العدد

a  a ′  
b  b′  
ab  a b′ ′+  
 

0.30103

0.47712

0.00000 1

0.60206 4

0.698

0

2

.

3

6

97 5

77815

n n′

 
 
× 

 
 
+
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,0[على واشتقاقي إذا وُجد تابع معرف  : الخلاصة )يحقّق  ∞+] ) ( ) ( )f x y f x f y⋅ =  xأياً يكن  +

,0[من  yو (1)  ن، عندئذ يكو ∞+] 0f kتابعه المشتق   يكونو  =
x

x
֏.  

,0[تابعاً معرفاً واشتقاقياً على  fإذا كان ، بالعكسو  � )، وكان ∞+] )
k

f x
x

′ (1)و = 0f فهل . =

)ق هذا التابع الخاصّة يحقّ  ) ( ) ( )f x y f x f y⋅ = 0xأياً يكن  + 0yو <   ؟<
.a ليكنb  .ًالتابع عدداً موجباً كيفيا أثبت أن: ( ) ( )h x f xb f x−֏ المجال  اشتقاقي على 

]0, [+∞  وأن( ) 0h x′   .x أياً يكن =
.b  التابع استنتج أن h  ٌوبيّن أنّ قيمته الثابتة تساوي ، ثابت( )f b باختيار مناسب للعدد ،x.  ماذا

  تستنتج؟

,0[اشتقاقي على  f إذا وُجد تابع : الخلاصة kمشتقه و  الواحد،ينعدم عند  ،∞+]
x

x
 k حيث ֏

  .يحول جداء ضرب أعداد إلى مجموع أعدادثابت، فإنّ هذا التابع 

  وهكذا نكون قد أثبتنا النتيجة الآتية :

    
              نتيجة

*تابعاً معرّفاً واشتقاقياً على المجال  fليكن  ]0, [+ = +∞ℝ إنّ الشرط اللازم والكافي لكي يحقق .
f  :الخاصة  

( ) ( ) ( )f xy f x f y= *من  yو xأياً يكن   +
+ℝ،  

(1)هو أن يكون  0f =  وأن يوجد عدد حقيقيk  يحقّق  

( )
k

f x
x

′ *من  xأياً يكن   =
+ℝ.  

    
            نتيجة  

*معرّف واشتقاقي على المجال  gتابعٌ واحدٌ  على الأكثريوجد 
+ℝ :ويحقّق الشرطين .  

1L (1) 1g ′ =. 
2L   وأياً يكنx وy  من*

+ℝفلدينا ، ( ) ( ) ( )g xy g x g y= +.  

*على  gوعندئذ يعطى مشتق 
+ℝ  1بالصيغة

( )g x
x

′ =.  

1استنتجنا أنّ لهما المشتق  2Lو 1Lكلا الشرطين  2gو 1g، إذا حقّق في الحقيقة
x

x
ى نفسه عل ֏

*
+ℝ 1، ومن ثَمّ  كان مشتق 2g g−  معدوماً على المجال*

+ℝ فالفرق ثابتٌ على هذا المجال ويساوي ،
1الصفر عند الواحد. هو إذن، أي الفرق  2g g− معدوم على ،*

+ℝ 1، أي 2g g=.  
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        التابع اللوغاريتمي النيبري      

1.1 . . . .�������          

    
        1  تعريفمبرهنة و 

*يوجد تابعٌ واحدٌ معرّف واشتقاقي على المجال 
+ℝ 1، ينعدم عندx *ومشتقه على  =

+ℝو ، ه

1التابع 
x

x
. lnونرمز إليه بالرمز  تابع اللوغاريتم النيبري أو الطبيعي. يسمّى هذا التابع ֏

  إذا لم يكن هناك أي التباس. التابع اللوغاريتميوبوجه عام يكتفى بتسميته 

 
في جداول تسمى الجداول اللوغاريتمية، أمّا في قديماً كانت قيم هذا التابع مُجَدْوَلَة  ملاحظة:

  ، مثلاً  ، ونحصل على قيمه بلمسة زريومنا هذا فنجده مُبرمجاً في آلاتنا الحاسبة وحواسيبنا
ln2 0.693, ln 3 1.098≈ ≈   

2.1 . . . .  ������ �����        

  
*هي المجال  lnمجموعة تعريف التابع  � ]0, [+ = +∞ℝ  وln(1) 0=.  

*اشتقاقي على  lnالتابع  ����
+ℝ  1و

ln ( )x
x

′ =.  

*مستمر على  lnالتابع  ����
+ℝ .لأنّه اشتقاقي على هذا المجال  

*متزايد تماماً على  lnالتابع  �
+ℝ . ،1في الحقيقة

0
x
>  0لأنx ln، ومن ثَمّ  < ( ) 0x′ >.  

  ينتج من ذلك الجدول الآتي الذي يعبر عن النتائج السابقة:

  
ln(1)ومن  lnمن التزايد التام للتابع  �   ، نستنتج الخلاصة الآتية:=0

ln 0 1

ln 0 ]0,1[

l ] [n 0 1,

x x

x x

x x

=

∈

∈⇔ ∞

⇔

+

⇔

=

<

>

  

 منهما أي صحة أي إنّ  خاصتين :بين  هو رمز التكافؤو  ⇔هذا أوّل لقاء لنا مع الرمز  
)lnفمثلاً ينعدم  .تقتضي صحة الأخرى )x 1 إذا كانx 1xوفقط إذا كان  = =.  

 0 1

ln 1

ln 0

x

x

x

+

′ + +

∞

− +ր ր ր ր

 

  ln
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2x في حالة )lnالمتراجحة ، < 2) 0x − 2كافئت < 1x − 3xأي ، < ,3[و، أ< [x ∈ +∞.  

)lnأما المتراجحة  2) 0x − 0تكافئ > 2 1x< − 2، أي > 3x< ,2[، أو> 3[x ∈.  
  :يكن  bو a وعموماً، أياً يكن العددان الموجبان تماماً  �

ln( ) ln( )

ln( ) ln( )

ln( ) ln( )

a b a b

a b a b

a b a b

= ⇔ =

⇔

⇔

< <

> >

  

    
            نتيجة  

يحافظ على المساواة  لوغاريتم فال بين لوغاريتميهما. قارنةعددين موجبين تماماً، يمكننا الم مقارنةل
  ويحافظ على الترتيب.

  تكريساً للفهم 

  م عبارة متحولة ؟تعلينا الحذر عند التعامل مع لوغاريلماذا  
 الأعداد الموجبة تماماً فقط لوغاريتماتها معرّفة.  لأن  

  

)2lnالكتابة   ���� 1)x 2ليس لها معنىً إلا  في حالة  − 1 0x − 1x، أي < 1xأو >− >.  

lnوالكتابة   ����
1

x

x

    − 
0  في حالة ليس لها معنىً إلاّ  

1

x

x−
x]0,1[، أي < ∈.  

2lnوالكتابة   ���� 2x x+ 2  في حالة إلاّ  ليس لها معنى 2 0x x+ }، أي  ≠ 2,0}\x −∈ R.  

  ؟ كيف نتخيّل النتائج المباشرة، ونتذكّرها  
   :، ويوضّح مجمل هذه الخواصللتابع اللوغاريتمي  C الخط البياني أدناهيبيّن الشكل 

  
lnمثلاً  0x x]0,1[عندما  > ln، و∋ 0x ,1[عندما  < [x ∈ +∞.  

 

a b

lna

lnb

x

y

1O

C

 مثال

 مثال
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lnنحل معادلةً  كيف   ( ) ln ( )g x h x=  أو متراجحةln ( ) ln ( )g x h x≤ ؟  
  . استناداً إلى خواص التابع اللوغاريتميxتابعان للمتحوّل  hو gهنا
lnالمعادلة   ���� ( ) ln ( )g x h x= تُكافئ الشروط 

( ) 0h x )و    < ) 0g x )و    < ) ( )g x h x=   
lnوالمتراجحة  ���� ( ) ln ( )g x h x≤ تُكافئ الشروط 

( ) 0h x )و    < ) 0g x )و    < ) ( )g x h x≤   
lnة لحل المعادل : الطريقة ( ) ln ( )g x h x=   أو المتراجحةln ( ) ln ( )g x h x≤.  

)التي تحقق  xمجموعة قيم  gEنبدأ بتعيين  .1 ) 0g x >. 
)التي تحقق  xمجموعة قيم  hEثمُّ نعيّن بالمثل  .2 ) 0h x >. 
gفتكون مجموعة تعريف المعادلة أو المتراجحة هي  .3 hE E E= . أي مجموعة الأعداد ∩

)التي تحقّق في آن معاً  xالحقيقية  ) 0h x )و < ) 0g x >. 
)نحلّ في مجموعة الأعداد الحقيقية المعادلة  .4 ) ( )g x h x=  أو المتراجحة)( ()g x h x≤ ولا ،

  .Eنحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة 

  فَكرْ     

   أبسط عند التطبيق: ،من ثَمّ  ،، وهينفسها علّل لماذا تعطي الطريقة الآتية النتائج
)التي تحقق  xمجموعة قيم  gEنبدأ بتعيين  .1 ) 0g x  )التابع الصغير في المتراجحة.(. <
)الأعداد الحقيقية المعادلة نحلّ في مجموعة  .2 ) ( )g x h x=  أو المتراجحة)( ()g x h x≤ ولا ،

. فنحصل على مجموعة gEنحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة 
  الحلول المطلوبة.

   لوغاريتمية ت ومتراجحاتحل معادلا  

2ln(3حل المعادلة  1 4) ln( 4)x x− = −.  
)2lnحل المتراجحة  2 4) ln( 3 )x x− ≤ −.  

  
)هنا لدينا حالة مساواة، نختار إذن  1 ) 3 4g x x= 4وهو موجب على المجموعة  −

3
] , [gE = +∞ .

23لمعادلة ا 4 4x x− = )تُكافئ  − 3) 0x x − 1ولها حلان  = 0 gx E= 2و ∌ 3 gx E= ، إذن ∋
2لهذه المساواة حلٌ وحيد هو  3x =.  

 مثال

  الحل
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)2هذه متراجحة، لذلك نأخذ  2 ) 4g x x=   وجب على المجموعةوهو م −
] , 2[ ]2, [gE −∞ − ∪ +∞=.  

2أمّا المتراجحة  4 3x x− ≤ (1فتكافئ  − 0( 4)(x x − ]أي  +≥ 4,1]x ∈ ، فمجموعة الحلول −
] المطلوبة هي نقاط المجال ]أي  gEالتي تنتمي إلى  −[4,1 4, 2[− ، وهذه هي مجموعة حلول −

  المتراجحة المعطاة.

 
   تَدربْ 

  التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xفي الحالات الآتية عيّن قيم  �
2

2

2

ln( 3) ln(1 ) ln( )

1 1
ln( 4 ) ln(1 )

ln
3

ln ln 1 ln 1 ln( 3 2)
2

x x x

x x x
x x

x
x x x x

x

− −

+ +

 −  + − − − +  − 

� � �

	 
 �

� 
 �

  

�  f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  وفق( ) 2 lnf x x= اشتقاقي على  fبيّن أنّ  .+

I واحسب ،( )f x′مماس للخط البياني للتابع ، واكتب معادلة للf  1في النقطة التي فاصلتها.  

�  f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  1وفق

( ) lnf x x
x

= +.  

�  أثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
  .f اطراديبيّن جهة نظم جدولاً  �
)أن  السابقجدول الاستنتج من  � ) 1f x xأياً يكن  ≤ I∈.  

  ت الآتية:المعادلا حلّ  �

2

2

2ln( 3 ) ln( 4) ln(2 ) ln( 1)

ln( 2) ln( 2) ln( 2) ln2

x x x x

x x x

− = − = −

− = − − =

� �

� �
  

  المتراجحات الآتية: حلّ  �

2

2ln(2 ) ln( 1) ln( 2) ln(2 1)

2
ln ln( 2 ) ln 1 ln

x x x x

x x x x
x

≥ − − ≤ −

 ≤ − + ≥  

� �

� �
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 ضرب لوغاريتم جداء    

1.2.... ������ ����  

    
              2مبرهنة  

0aأياً يكن   0bو  <   يكن <
ln( ) ln lna b a b⋅ = +  

  الإثبات
*على  fونعرف التابع  aت نثبّ 

+ℝ وفق  
( ) ln( ) ln ln( ) x ax a xf = − −∗  

*اشتقاقي على  fالتابع 
+ℝو ،  

1 1
( ) 0f x a

ax x
′ = × − =   

f *تابع معدوم على  ′
+ℝ إذن ،f (1) لأن. و يهاثابت عل ln ln ln1 0f a a= − −  استنتجنا أنّ  =

( ) 0xf *على  =
+ℝ . ًعلى وبناء ( )ln هذا يكافئ ∗( ) ln ln 0ax a x− − وتنتج الخاصة ، =

xالمطلوبة باختيار  b=.  

2.2 . . . .����� � ���!� �����  
  م مقلوبتم كسر ولوغاريتلوغاري  �

0aأياً يكن    0bو <   يكن <

 ln ln ln
a

a b
b

  = −  
1  و  

ln lnb
b

  = −  
  

aما كان : لالإثبات
a b

b
= ln كان ⋅ ln ln

a
a b

b
= ln، ومنه + ln ln

a
a b

b
= في الحالة و  .−

1aالخاصة  1يكون  =
ln ln1 ln lnb b
b
= − = −.  

  م جداء ضرب عدة أعدادتلوغاري �

1أياً يكن     0a 2و < 0a 0naو ⋯و <   يكن <

1 2 1 2ln( ) ln ln lnn na a a a a a⋅ ⋅ ⋅ + + +=⋯ ⋯  
  .nهذه تبرهن بالتدريج على العدد : الإثبات
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  م قوة بأس طبيعيتلوغاري  �

0aأياً يكن    nو < ∗∈ N، يكن  

ln lnna n a=  
1يكفي أن نضع : الإثبات 2 na a a a= = =    في الخاصة السابقة. ⋯=

  م الجذر التربيعي لعددتلوغاري  �
0aأياً يكن      يكن <

1
ln ln

2
a a=  

2lnفي الحقيقة لدينا : الإثبات 2 lnb b=  0في حالةb bيكفي أن نضع  < a=.  

  تكريساً للفهم 

)لماذا لا تصح المساواة   )2ln 2lnx x=  علىR؟  

 2فلحساب  الخاصة الأساسية صحيحة فقط على مجموعة الأعداد الموجبة تماماً. لأنln( )x نضع :
2 | | | |x x x x x= × =   ، فيكون:×

( )2ln( ) ln | | | | ln| | ln| | 2 ln| |x x x x x x= ⋅ = + =  
0xفي حالة   ���� |، يكون< |x x=  ،2 يكونفln( ) 2 lnx x=.  
0xفي حالة  ���� |، يكون > |x x= )2ln، فيكون − ) 2 ln( )x x= −.  

   

:2ن يابعلنتأمل الت ln( 1)f x x :و ֏− ln( 1) ln( 1)g x x x+ + إنّ  .ولنلاحظ ما يأتي ֏−
]\هي  fف ير مجموعة تع 1,1]fD = −ℝ.  كل من مجموعة تعريفو ln( 1)x x +֏ 

)lnو 1)x x 1 هي ֏− ] 1, [D = − 2و ∞+ ]1 [,D = هي  g، إذن مجموعة تعريف ∞+
1هاتين المجموعتين أي تقاطع  2 []1,gD D D= ∩ = غير  gو f. نستنتج أنّ التابعين +∞

1[من  xولكن مهما كانت  متساويين لاختلاف مجموعتي تعريفهما. [,f gD D = كان  ∩∞+
( ) ( )f x g x= .  

  حل معادلات ومتراجحات  

)مجموعة حلول المعادلة  ESجد  1 )E  الآتيةln 2 3 ln(6 ) ln
1
2

x x x− = − −.  

)مجموعة حلول المتراجحة  ISجد  2 )I   2الآتيةln( 3 ) 2 ln(6 )x x x− ≥ −.  

 مثال

 مثال



  

157  

  

  
) مجموعة تعريف المعادلة 1 )E  هي مجموعة قيمx  ّ2ق في آنٍ معاً المتراجحات التي تحق 3 0x − > 

6و 0x− 0xو  < 3إذن فهي  <
2
] , 6[D )، تُكتب المعادلة Dعلى المجموعة و  .= )E  بالشكل

ln(2 3) ln(6 ) ln
1 1
2 2

x x x− = − −  

)   أو ) ( )ln 2 3 2 ln 6 lnx x x− = − −   
2ln(2   وهذا يُكافئ 3) ln ln(6 )x x x− + = −  

2   وأخيراً  2ln(2 3 ) ln(6 )x x x− = −  
2المعادلة  Rنحل في  22 3 (6 )x x x− = 2 التي تعطي بعد الإصلاح − 9 36 0x x+ − أو  =

( 12)( 3) 0x x+ − 1. ولهذه المعادلة حلاّن = 12x D= − 2و ∌ 3x D= فمجموعة حلول  .∋
)المعادلة  )E  هي{ }3E =S .  

)تراجحة مجموعة تعريف الم 2 )I  هي مجموعة قيمx  ً6المتراجحات  التي تحقق في آنٍ معا 0x− > 
2و 3 0x x− [إذن  فهي < , 0[ ]3,6[D −∞ ∪′ )، تُكتب المتراجحة ′Dعلى المجموعة و  .= )I بالشكل  

2 2ln( 3 ) ln(6 )x x x− ≥ −  
2المتراجحة  Rنحل في  2( 3 ) (6 )x x x− ≥ 4xفنجدها بعد الإصلاح تُكافئ  − فمجموعة حلول  .≤

)المتراجحة  )I  4هي ما ينتمي من حلول المتراجحةx ]أي إنD′ . ة إلى المجموع ≤ 4,6[I =S.  

)2lnالمتراجحة  أنّ  لاحظ  3 ) 2 ln(6 )x x x− ≥   تحقّق الشرطانإذا  طوفقمحقّقة إذا تكون  −
6x 2و > 2) 3 (6 )( x x x− ≥ −∗   

2لأنّه في هذه الحالة يكون الشرط  3 0x x− شرطان محقّقاً بطبيعة الحال ولا داعي للتوثق منه. وال <
)في  6xيُكافئان  ∗( 4xو > ]أي  ≤ 4,6[I =S.  

 
   تَدربْ 

  بسط كتابة الأعداد الآتية: �
1 1 1
ln 2 ln ln 3 ln

2 16 3
c b a= = = +� � �   

lnو  ln2اكتب كلاً من الأعداد الآتية بدلالة  � 5:  
16

ln250 ln ln 50
25

c b a= = =� � �  

  الحل
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�  أثبت أنln(2 3) ln(2 3) 0+ + − =.  

  دون استعمال آلة حاسبة.  yو  xبين العددين في كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن   �
ln 5, ln2 ln 3

2 ln 3, 3 ln2

x y

x y

= = +

= =

�

�
  

  .bو aبسط كتابة كلٍ من فيما يأتي   �
7 1

ln 567 ln 72 ln ln
8 27

ln 216 ln 75 ln15 ln 27

a

b

= − − +

= + − −

�

�

       

0xأثبت صحة كلٍ من المساواتين الآتيتين مهما يكن   � >.  

2

2

1
ln(1 ) ln ln 1

1
ln(1 ) 2 ln ln 1

x x
x

x x
x

 + = + +   
 + = + +   

�

�

  

  المساواة.  قتُحقّ التي  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، جد مجموعة قيم   �
2ln( ) ln ln( 1)

1
ln ln( 1) ln( 2)

2

x x x x

x
x x

x

− = + −

 −  = − − +  + 

�

�
  

  : المعطاة تراجحةمالتي تحقق ال nجد مجموعة قيم العدد الطبيعي في كل حالة مما يأتي،  �
23 2

1 2 0.2 10 2 100
100 5

1
3

n

n n n

−
         + ≥ ≥ ≤               

≤� � � �  

  : يمكن استعمال الآلة الحاسبة عند الضرورة. مساعدة
  متراجحة أو معادلة فيما يأتي: حل كلّ  �

2

2

2

2 ln ln(2 8 ) 2 ln ln( 4) ln(2 )

ln( 11) ln( 3)( 2) ln( 11) ln( 3) ln( 2)

1
ln(2 ) ln(3 ) ln 1 ln 4 ln2 ln( 6) ln( 1)

2
ln(3 ) ln ln2 ln 3 ln(5 ) ln( 1)

3 ln ln(3 2) ln(6 4) ln(3

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

= + = + +

+ = + + + = + + +

= − − + + = − + +

− ≤ + ≤ − + −

− + ≤ − −

� �

� �

	 



 �

�> 2) �

  

)ارسم في معلم متجانس  في كل حالة آتية، � ); ,O i j
� )مجموعة النقاط  � , )M x y  ّللشرط  قةالمحق

  المشار إليه.
ln ln 0 ln 2 ln ln ln( 1)x y y x x y+ = = = +� � �  
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   ln اللوغاريتمي دراسة التابع        

1....3 . . . .�"#�� $%&' ���()�� $%& �������	
�� 
����� ���(                

    
        2  مبرهنة

lim ln
x

x
→+∞

= +∞ �  

0
lim ln
x

x
→

= −∞ �   

  الإثبات
lnx يجعل A عدد فيوجد، Mبُر العدد الموجب ه مهما كَ بات أنّ هدفنا هو إث � M≥  بمجرد انتماء
x   إلى المجال[ [,A +∞.   

  

يحقق  n موجباً تماماً نختار عدداً طبيعياً  هذا الهدف،قيق لتحسعياً و 
ln2

M
n ln2، ولمّا كان < 0> ،

ln2 استنتجنا أنّ  2ln nn M>= 2. فإذا عرّفناnA   اللوغاريتمي أنّ  استنتجنا من تزايد التابع =
x A>  يقتضيln ln2nx M> >  

  استناداً إلى التعريف. �وهذا يبرهن 
وذلك بإجراء تغيير  ∞+د الصفر إلى نهاية عند ننعتمد فكرة ذكية تنص على نقل النهاية ع �

1ضع للمتحوّل فن
( )u u x

x
= 1، إذن =

x
u

، فيكون =
0, 0

( )lim
x x

u x
→ >

= lnو ∞+ ln ( )x u x= −. 

limلدينا �ولكن استناداً إلى  ln
u

u
∞→+

=    ، إذن ∞+

0
)lim ln lim ln (

x u
x u

→ → ∞+
= − = − +∞ = −∞  

  .�وهذا يبرهن 

2n

M

x

y

1O

C
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3....2....    ��*��+���*��+���*��+���*��+�        lnx m=    ))))m    �-�-.�-�-.�-�-.�-�-.     ( ( ( ( ، ، ، ،    *$���*$���*$���*$���     12�%�� 12�%�� 12�%�� 12�%��    e            

*متزايد تماماً واشتقاقي على  lnأن التابع  رأينا
+ℝ وأثبتنا إضافة إلى ذلك أن ،   
lim ln
x

x
→+∞

= و  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= −∞.  

  : الذي رأيناه سابقاً ليصبح كما يأتي lnتغيرات تطوير جدول هذه المعلومات تيح ت

  

*، نستنتج أنّ صورة من الوحدة الثانية 8و 7إلى المبرهنتين واستناداً 
+ℝ  وفق التابعlnx x֏  هي

ℝ  أياً كان العدد كاملة. وأنّه أياً كانm من ] , [−∞ lnx، كان للمعادلة ∞+ m=  ،حل، وحل وحيد
,0[في  [+∞.  

,0[من  تقابلاً إذن يُعرّف التابع اللوغاريتمي   [إلى  ∞+] , [−∞ +∞.  

    
        اصطلاح وترميز

lnxنرمز إلى الحلّ الحقيقي الوحيد للمعادلة  mحالة عدد حقيقي في  m=  بالرمزme هذا .
)lnيعني أنّ  )me m=  أياً يكن العدد الحقيقيm ُ1اصة الموافقة للعدد عرّف الحالة الخ. تm = 
ln. وهو إذن الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة e الذي نرمز إليه تبسيطاً  1e برييالعدد الن 1x = .  

   .2.7182818284590أية دقة نريد وهو يساوي تقريباً إلى  eيمكن حساب العدد 
lnهو الحل الوحيد للمعادلة  1ونظراً إلى أنّ  0x 0استنتجنا أيضاً أنّ  = 1e =.  

  فَكرْ     

عدداً طبيعياً موجباً تماماً، فإنّ  mكون ييقة، عندما في الحق ؟هل يؤدي الترميز السابق إلى التباس
xيشير من جهة أولى إلى الحل الوحيد  meالرمز  lnxللمعادلة  ∗ m= من جهة يمكن، ، و

أن يشير إلى العدد  ،ثانية
m

x e e e∗∗ = × × ×⋯������	�����
 .  

(ولكن لا ضير في ذلك لأنّ  x x∗   )لماذا؟=∗∗
  

 0 1

ln 1

ln 0

x

x

x

+

′ + +

−∞ − +

∞

∞+ր ր ր ր

 



  

161  

  تكريساً للفهم 

  
)كيف نستعمل المساواة  )ln me m= ؟في حل المعادلات والمتراجحات  

   
1من المجال  xحقيقية لنبحث عن الأعداد ال

2
] , ln(1التي تحقق المعادلة  ∞−] 2 ) 2x− = − .  

1حلاً للمعادلة المعطاة يُكافئ أن يكون  xن و في الحقيقة، أن يك 2u x= حلاً للمعادلة  −
ln 2u = 2u. ولهذه المعادلة الأخيرة حلٌ وحيدٌ هو − e−=  21إذن 2x e−− ومنه  =

21

2

e
x

−−
=.  

   
,0[من المجال  xلنبحث عن الأعداد الحقيقية   التي تحقق المتراجحة  ∞+]

( )( )ln 2 ln 3 0x x+ − ≤   
lnz بإجراء تغيير للمتحوّل x= تصبح المتراجحة ( )( )2 3 0z z+ −   zوحلولها كما نعلم هي قيم  ≥

2التي تحقّق  3z− ≤   تُكافئ هذه المتراجحة ما يأتي xبالعودة إلى و . ≥
2 3ln( ) 2 ln 3 ln( )e x e− = − ≤ ≤ =  

2أن نستنتج متزايد تماماً،  lnولأن التابع  3e ex− ≤ 2 فمجموعة حلول المتراجحة هي. ≥ 3[ , ]e e−.  

  
  ؟ lnهي النقاط والمماسات الملفتة من الخط البياني للتابع  ما

ذا الخط النقطتان من ه Bو ln ،Aهو الخط البياني للتابع  Cفي الشكل المرسوم أعلاه،  ����
ln(1) لأنّ . و eو 1اللتان فاصلتاهما بالترتيب  )lnو  =0 ) 1e = (1,0)، فإنA  و( ,1)eB.  

  .Cمقارب للخط محور التراتيب  ����

0يساوي  0x نقطة منه فاصلتهافي  C البياني ميل المماس للخط ����
0

1
ln ( )x

x
′ وهو يقبل  .=

0 0
0

1
ln( ) ( )y x x x

x
= + 0أو  −

0

ln( ) 1
x

y x
x

= +   فمثلاً  لهذا المماس. معادلة −

� 1y x= في  لمماسهي معادلة ل −
 .C البياني للخط A(1,0)النقطة 

xyو �
e

في  لمماسهي معادلة ل =

)النقطة  ,1)B e البياني للخط C، 
  .الإحداثيات أس يمر بمبدوهذا المما

 مثال

 مثال

A x

y

1O
C

B

e

1

1−

C
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  دراسة تابع لحل متراجحة  
 أثبت أنln 2x x< 0 أياً يكنx >.  

  إحدى أهم الطرائق لإثبات أن لعلln 2x x< 0 أياً يكنx  fالتابع  اطرادهي دراسة ، <
,0[المعرف على المجال  [I = )وفق  ∞+ ) 2 lnf x x x= −.  

  
  بالعلاقة  I ، ويعطى تابعه المشتق علىIاشتقاقي على  fالتابع 

1 1 1
( )

( 1)

1 x x
f x

xx x xx

− −
′ = − = =

+
  

1xينعدم هذا المشتق عند  1xوإشارته تماثل إشارة  = ، وهذا ما يفيدنا في وضع جدول الاطراد −
  :fالآتي للتابع 

0 1

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+∞

′ − +

é ç

  

)نستنتج أن  الاطرادبالاستعانة بجدول  ) 2 0f x ≥ 0xأياً يكن  < >،  2 أي إن ln 0x x−  أو، <
ln 2x x< .  

 
   تَدربْ 

lnxبع انطلاقاً من الخط البياني للتا � x֏ : ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية ،
ln( )x x−֏و ،lnx x−֏ وln( )x x− 1، و֏− lnx x+֏.  

�  أثبت أنln 2( 1)x x≤ 0x، أياً يكن − 2. واستنتج أنّ < 4e< باختيار قيم مناسبة للعدد  >
x.  

  لة حاسبة. آ استعمال دون yو  xبين العددين  قارنفي كلٍ من الحالتين الآتيتين،  �

( )3

3 2
1 1

ln , ln ln 2, lnx y x e y e e
e e

     = = = − =        
� �  

  حلّ كل متراجحة أو معادلة مما يأتي : �

2

ln( 2) ln( 1) 2 ln(1 ) 2

(ln 1)(ln 2) 0 (ln ) 16

1
ln 2 ln(2 ) 1

x x x

x x x

x
x

− − + = − = −

− + = =

> − ≥

� �

� �

	 


  

  الحل
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ln المركب مشتق التابع   u�  

    
        3  مبرهنة

)التابع  ، كانI علىموجباً تماماً و I اشتقاقياً على المجال اً عتاب uإذا كان  )ln ( )x u x֏ 

)وكان  Iاشتقاقياً على  )

( )

u x
x

u x

′
   .I تابعه المشتق على هو ֏

  الإثبات

lnf، التابع لوحدة الثالثةاهذه نتيجة مباشرة من مبرهنة اشتقاق التابع المرّكب التي درسناها في  u= � 
  يكن : Iمن  x، وأياً يكن Iاشتقاقي على 

( )
1 ( )

( ) ln ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u x
f x u x u x u x

u x u x

′
′ ′ ′= × = × =′  

اشتقاقياً وموجباً  −uكان  ،I وسالباً تماماً على I اشتقاقياً على المجال اً تابع uإذا كان و  
)كان التابع  ن ثَمّ م، و I تماماً على )( ) ln ( )f x u x=   وكان: Iعلى اشتقاقياً  −

( ) ( )
( )

( ) ( )

u x u x
f x

u x u x

′ ′−
′ = =

−
   

  

        بالتابع اللوغاريتمي    مهمة تتعلقنهايات      

    
        4  مبرهنة

0

ln(1 )
lim 1
x

x

x→

+
= �      ln

lim 0
x

x

x→+∞
= �    ( )

0
lim ln 0
x

x x
→

= �  

  الإثبات
[من  xإذا عرّفنا في حالة ، ف1اشتقاقي عند  ln، التابع في الحقيقة � 1, [\{0}−   نسبة التغير ∞+

ln(1 ) ln(1) ln(1 )
( )

x x
t x

x x

+ − +
= =  

أنّ  1عند  lnإننا نعرف نظراً إلى اشتقاقيّة التابع اللوغاريتمي ف
0

1
lim ( ) ln (1) 1

1x
t x

→
′= = وهذه  .=

  .�هي النتيجة المطلوبة في 
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0xحالة أثبتنا في مثال سابق أنّه في  � lnلدينا  < 2x x< ولمّا كان .ln 0x في حالة  <
1x 1xاستنتجنا أنّه في حالة   <   لدينا  <

0 ln 2x x< <  
  نستنتج أنّ  xى المقدار الموجب وبقسمة طرفي هذه المتراجحة عل

ln 2
0

x

x x
< 1xأياً يكن  > >.  

2ولما كان 
lim 0
x x→+∞

lnأن  الإحاطةمبرهنة  استناداً إلى، استنتجنا =
0lim

x

x

x→+∞
  .�وهي  .=

)1 المتحوّل تغيير جرين � )u u x
x

= 0xنلاحظ أنّه في حالة ف =   لدينا <
ln

ln
u

x x
u

= −  

 لكنو 
0, 0
lim ( )

x x
u x

→ >
lnو  =∞+

lim 0
u

u

u∞→+
  .تابع مركّباستناداً إلى مبرهنة نهاية  =

( )
0

ln ln
lim ln lim lim 0
x u u

u u
x x

u u→ →+∞ →+∞

     = − = − =        
.  

    
    نتائج

1 1 0

1 ln
lim lim 1 lim 1 lim 1

ln ln 1 ln(1 )x x x x

x x x x

x x x x→+∞ → → →

−
= + = = =

− +
∞ � � � �  

  في حساب النهايات 3استعمال المبرهنة   
  : aالآتية عند التوابع احسب كلاً من نهايات 

( )

: ln , 0

1
: ln 1 ,

: ln(2 1) ln( 2) ,

1
f x x a

g x x a
x

h x x x a

x
+ =

  + = +  
+ − + =

∞

∞+

֏

֏

֏

1

2

3

   

  
D*معرّفٌ على  fالتابع  1 += ℝ ّن نعلم أن  . ونعلم أ

0, 0
lim

1
x x x→ >

= و  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= −∞ ،

) نكتبيين، . لإزالة حالة عدم التع∞−∞+النمط  فنحن نواجه حالة عدم تعيين من )f x بالصيغة  
1 ln

( )
x x

f x
x

+
=  

)وعندئذ نرى أنّ البسط يسعى إلى الواحد لأنّ  )
0

lim ln 0
x

x x
→

، والمقام يسعى إلى الصفر بقيم موجبة، =

إذن 
0

lim ( )
x

f x
→

= +∞.  

  الحل

 مثال
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1جري تغيير المتحوّل ن 2
( )u u x

x
= 0xفنلاحظ أنّه في حالة  =   لدينا <

1 ln(1 )
( ) ln 1

u
g x x

x u

  += + =  
  

limولكن  ( ) 0
x

u x
∞→+

و  =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

+
إذن   =

0

ln(1 )
lim ( ) lim 1
x u

u
g x

u→+∞ →

+
= =.  

0xفي حالة  3 2xكلٌ من  < 2و  + 1x 2موجب تماماً، إذن  + 1
( ) ln

2

x
h x

x

 + =   + 
ولمّا كان  .

2 1
lim 2

2x

x

x→+∞

+
=

+
lim استنتجنا أنّ  2والتابع اللوغاريتمي مستمرٌ عند   ( ) ln2

x
h x

→+∞
=.  

 
   تَدربْ 

  جد كلاً من النهايات الآتية:  �

( )2

20

ln
lim lim ( )ln lim

lnx x x

x x
x x x

x x→+∞ → →+∞
−� � �  

  عند أطراف مجالات تعريفه. fفيما يأتي، جد نهاية التابع  �
ln ln

( ) ( )

1
( ) ln 1 ( ) ln

ln
( ) ( ) ln

1
1

( ) (1 ln ) ( )
ln

1 1
( ) (ln 1) ( ) ln

4
1

( ) ln( 1) ln ( )
ln

1

x x x
f x f x

x x

f x x x f x x x
x

x x
f x f x x

x

f x x x f x
x
x

f x x f x
x x

x
f x x x x f x

x

x

−
= =

 = + + = −  

= = −
+

= − =

 + = − =   − 
+

= + + − =

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�	 


�� ��

  

,0[على المجال  المعرف fالخط البياني للتابع  Cليكن  � [I = lnوفق  ∞+
( ) 1

x
f x x

x
= + −.  

1yمعادلته الذي  dلماذا المستقيم   � x=   ؟C مقارب للخط +
  .Cو dادرس الوضع النسبي للخطين   �

fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع  ما يأتي، كلٍ م في � ′.  

2

1
]1, ( ) ln ]2, ( ) ln( 2) ln( 2)

1
1 1

, ( ) ln

[, [,

(1 ) ]0, ( ) ln 1[,

x
I f x I f x x x

x

I f x x I f x
x x

 − = + = = + = − − +  + 
 = = + = + = − +  

∞


∞ ∞


ℝ

� �

� �
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   أفكار يجب تمَثـلُها 

  أساسيات التابع اللوغاريتمي: ����
� lnx x֏  0غير معرّف إلاّ في حالةx >.  
� ln1 0=.  
� 1x lnو < 0x 1xمتراجحتان متكافئتان، كذلك  < lnو > 0x <.  
� 

0
lim ln
x

x
→

= limو  ∞− ln
x

x
→+∞

= +∞.  

� lnx x֏  0[متزايد تماماً على المجال, [+∞.  
lnxالتابع  ���� x֏  : يحوّل الجداء إلى مجموعln( ) ln lnab a b= +.  
lnxالتابع  ���� x֏ يحقق الخاصة  :ln( ) lnna n a=.  
lnxفللمعادلة  mأياً يكن العدد الحقيقي  ���� m=  حلٌ وحيد هوmx e=.  

,0[عند طرفي المجال  ���� lnلدينا  ∞+]
lim 0
x

x

x→+∞
و  =

0
lim( ln ) 0
x

x x
→

=.  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 

  قبل البحث عن لوغاريتم عدد، عليك التأكد من أن العدد موجب تماماً. ����

)المقدار   )ln ( 1)(2 )x x− x]1,2[إلاّ إذا كان  غير موجود − ∈.  

  للمقارنة بين عددين موجبين تماماً، فكر في مقارنة لوغاريتميهما. ����

  لحل متراجحة مجهولها أس قوة، استعمل اللوغاريتم لإسقاط الأس. ����

32التي تحقّق n الطبيعيةلتعيين الأعداد  
10

3

n

−
    

32، نحلّ المتراجحة >
ln

3
ln10

n

−
    

  أي >

2
ln 3 ln10

3
n

  < −  
  

2أنّ  نتنبّهوهنا 
0 1

3
< 2، إذن >

ln 0
3
  فالمتراجحة السابقة تكافئ  >

2
3

3 ln10
17.0366

ln
n

−
≈>  

32التي تحقق  nفالأعداد الطبيعية 
10

3

n

−
    

18nهي التي تحقق  > ≥.  

  

 مثال

 مثال
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lnnxلحساب نهاية تابع من النمط  ���� x xλ−֏  نضع  ∞+عند ،nx .خارج قوسين  

:2لحساب نهاية التابع   3 lnf x x x−֏  نكتب∞+عند ،  
2 2

2

ln 3 ln
( ) 1 3 ( ) 1

x x
f x x f x x

x xx

     = − × = = − ×        
.  

  لدينا
ln

lim 0
x

x

x→+∞
3   و   =

lim 0
x x→+∞

=  

  إذن
3 ln

lim 1 1
2x

x

x
→+∞

  − =   
  

2limولمّا كان  
x

x
→+∞

= lim أن  استنتجنا ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞.        

  .أخطاء يجب تجنّبها 

)ln المساواةطرفي للا تعتقد أنّ  ���� ) ln lnab a b= )�lnنّ  . ذاتهاتعريف المجموعة  + )ab  معرف
lnمن إشارة واحدة، بينما  bو aلمجرد كون  lna b+  0غير معرف إلاّ إذا كانa 0bو < >.  

)ln مجموعة تعريف  1) ln( 1)x x x− + ,1[هي  ֏+  ا مجموعة تعريفمّ ، أ∞+]
2ln( 1)x x ]\فهي  ֏− 1,1]−ℝ.  

 تماماً. اً موجب كونهمن  التيقنلا تباشر بأخذ لوغاريتم عدد قبل  ����

 مثال

 مثال
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  ln تتمات عن التابع اللوغاريتمي 

)في معلمٍ متجانس  lnهو الخط البياني للتابع  Cفيما يأتي  ), ,O i j
� �.  

  بالنسبة إلى مماساته Cوضع الخط   �

A  نقطة من الخطC  0فاصلتهاa و ،<
a
T  هو المماس للخطC  في النقطةA.  

.a �  1أثبت أن
1 lny x a

a
= −   .aTمعادلةٌ للمماس  +

.b ق أن المماس تحقّ  �
e
T  للخطC  في النقطة( ,1)B e  يمر بالنقطةO  المعلم مبدأ( ), ,O i j

� �.  

  
*التابع المعرف على المجال  gليكن  2

+ℝ  1وفق
( ) 1 ln lng x x a x

a
= − + −.  

.a �  أثبت أنg  اشتقاقي على*
+ℝ  وادرس إشارة( )g x′.  

.b   .gومن ثم إشارة  g باطراداستنتج جدولاً  �
  يقع تحت أي مماس له. Cتج مما سبق أن الخط استن 3

  تطبيق   �

�  0ه مهما كان استنتج من الفقرة السابقة أنa 0xو < ln   كان  < l(1) n
x a

x a
a

−
≤ +  

0aمهما كان ه أن  (1)استنتج من  2 1  كان <
ln( 1) ln(2) a a

a
+ − ≤  

.a   اذا؟، لمكأنه قطعة مستقيمة أفقيةو  [10,11]على المجال  Cيبدو الخط  3
.b  من الممكن؟ أَ 15و  10على التوالي  ترتيباهمااللتين  C الخطمن  Jو Iما فاصلتا النقطتين  3

  ؟ لماذا؟Cلنقطتين على الخط وضع هاتين ا

  .»∞+يسعى ببطء إلى « lnالمعلومات السابقة أن التابع ر سّ فَ تُ  
  

x

y

1O
C

B

e

1

1−

C
1T

eT

 1 نشاط 
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  logلوغاريتم العشري تابع ال  

  aي بالنسبة لأساس لوغاريتمالتابع ال  �

    
        تعريف

,0[عدداً حقيقياً ينتمي إلى المجموعة  a في حالة عدد حقيقي [ ]0,1[\ ] [{ 1,1} = ∪+∞ +∞. 

 على المجال  فنعر* ]0, [+ = +∞ℝ  ًالعلاقة  وفق تابعاln

ln

x
x

a
نرمز إلى هذا التابع بالرمز  ֏

loga  الأساسبالتابع اللوغاريتمي ونسميه a فيكون .ln
log ( )

lna

x
x

a
=.  

aي حالة لاحظ أنّه ف e= يكون ln
log ( ) ln

lne

x
x x

e
= هو  ln النيبري ماللوغاريت إذن تابع .=

  .eالذي أساسه العدد النيبري  التابع اللوغاريتمي

   التابع اللوغاريتمي العَشري    �
، فهو التابع المعرف على المجال 10اس الأسبالتابع اللوغاريتمي العَشري، هو التابع اللوغاريتمي 

* ]0, [+ = +∞ℝ  10وفق

ln
log( ) log ( )

ln(10)

x
x x=  بالرمز ، ولقد جرت العادة أن نرمز إليه=

log  10بدلاً منlog .وذلك تبسيطاً للكتابة  
  .log(10000)و log(1000)و log(100)، ثم log(10)و  log(1)احسب  �

1نضع  2

ln(10)
k = 0. أثبت أن 1k< <.  

logباستعمال المساواة  3 lnx k x= ّالتابع ، تحق ق من أنlog  يتمتع بجميع خواص التابعln.  
  .lnو  logيانيين للتابعين ين البارسم في معلم متجانس واحد الخطّ  4

   العَشري بعض استعمالات اللوغاريتم    �

3pHالذي يساوي  pHتقاس درجة حموضة محلول بالـ في الكيمياء:  log[H O ]+= H]3حيث  − O ]+ 
H]3ز شوارد هو ترك O   في المحلول مُقاسة بواحدة المول بالليتر. +[

 تساوي Iإلى شدة قاعدية مرجعية، وعندها نقول إن درجة زلزال شدته  0I: يشير المقدار في علم الزلازل
M 0 إذا كانlog( / )M I I= إذا  1971. فما درجة الزلزال الذي وقع في لوس أنجلس عام

6علمت أنّ 
050.01 10I I= ×.  
010بالصيغة  Pمُقاسة بالدِسيبِل لصوت استطاعته  I : تُعطى الشدةفي علم الصوتيات log( / )P P 

  حدّ الصوت المسموع، الذي لا يُسمع أي صوت استطاعته أدنى منه. 0Pمثّل حيث تُ 
  

 2 نشاط 
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ln(1حصر المقدار    + )x  

ln(1 تضممتراجحة  � + )x   
∗ادرس على  �

+ℝ  التابعln: 1xf x x+ 0x، واستنتج في حالة ֏−   صحة المتراجحة  <
11) ln( x x≤ −  

.a 1tهن أنّه في حالة بر  (1) بالاستفادة من � ≥ ln(1لدينا  − ) tt+ ≤.  

.b 1وكذلك باختيار  �

1
x

t
=

+
1t، أثبت أنّه في حالة  > ln(1لدينا  − )

1

t
t

t
+

+
≤.  

    نستنتج إذن صحة المتراجحة:

1tفي حالة  > ln(2لدينا   − (1 )
1

)
t

t t
t

+ ≤
+

≤  

   ln(2)إحاطة المقدار  �

1عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع  p ليكن
t

p
=.    

1أنّ  (2)قاً من أثبت انطلا � 1
l

1

1
n
p

p pp

 + ≤ ≤  +
.  

)1نعرّف المتتالية  � )n nu 1بالعلاقة  ≤ 1 1

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

⋯.  

.a ln2أنّ  (2)مستفيداً من أثبت  �
1

2n n
n

u u≤ +≤.  

.b )1استنتج أنّ  � )n nu   .ln2متقاربة من العدد  ≤

.c 10nباختيار  ln2احصر العدد  � =.  

  دراسة تابع   

,0]التابع المعرّف على  gليكن  (0)بوضع  ∞+] 0g )و = )
ln

x
g x

x x
=

−
0xفي حالة   > .

  .gبياني المُمثّل للتابع الخط ال Cليكن أيضاً 
)تيقّن أنّ  � )g x  0معرّف في حالةx >.  

.a   مستمرٌ عند الصفر. gأثبت أنّ  �
.b   عند مبدأ الإحداثيات. Cعند الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط  gادرس قابلية اشتقاق  �
.a   ؟∞+عند  gما نهاية  �
.b )احسب  � )g x′  0في حالةx   .g، ثمُّ ادرس <
.c   .1 في النقطة التي فاصلتها Cللخط  Tأعط معادلة للمماس  �

 4 نشاط 

 3 نشاط 
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            ��	
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	����  
,1]على المجال معرّفاً  fنتأمّل تابعاً   4]I وفق  =

( ) lnf x ax b c x= + أعداد  cو bو a حيث +
نجد في الشكل المجاور  .نهدف إلى تعيينها حقيقية

  .لخط البياني لهذا التابعا
�  أثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
� : استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أن  

1a b+ 2و    = 0a c+ 2و    = ln2 3 4 ln2a b c+ + = −.  
)ثم اكتب عبارة   cو bو aجد قيم  3 )f x.  

)أعداداً حقيقية. في معلم متجانس  cو bو aلتكن   ); ,O i j
� � ،C  هو الخط البياني للتابعf 

*المعرف على 
+ℝ  1وفق

( ) lnf x ax b x
x

= + ، والمماس Cهي نقطة من  A(1,0). النقطة +

3يوازي المستقيم الذي معادلته  A في Cبياني للخط ال 2y x= معطيات استفد من هذه ال .+
 .bو aلتعيّن 

)في معلم متجانس   ); ,O i j
�  Cنقطة من  M. لتكن lnالخط البياني للتابع  C، رسمنا �

  .mفاصلتها 

  
  .Mفي النقطة  Cللخط  T، معادلةً للمماس m جد، بدلالة �
  مع هذا المحور. Tالمماس نقطة تقاطع  Kعلى محور التراتيب ولتكن  Mمسقط  Hلتكن  �

.a lnيساوي  Kيب النقطة تأثبت أن تر  � 1m 0m، أياً يكن − >.  
.b �  استنتج أنKH j=

����� �
.  

.c   من نقطة كيفية منه. Cاستفد مما سبق لإعطاء طريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط  �

x

y

1

O m

C

lnm

}1
MH

K

T

  3 

  2 

  1 

O

x

y

1

1

2

3 4 ln 2−

3 4

C
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2ليكون للمعادلة  mالعدد الحقيقي كيف نختار   2 ln(m 1) 0x x− + +   جذران مختلفان؟ =

  

)1لتكن   )n nu 1وفق  N∗متتالية معرفة على  ≤
lnn

n
u

n

 + =   
   

  جد نهاية هذه المتتالية. �
1نضع  2 2n nS u u u= + + +⋯.  

.a �  أثبت أنln( 1)nS n= +.  
.b )1ما نهاية  � )n nS   ؟ ≤

1yأثبت أن المستقيم الذي معادلته   x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابع  −
1

: ln 1f x x x
x

 − +   
֏  

1(ضع . ∞+في جوار 
X

x
=(.  

I*المعرف على  f التابعنتأمّل   += ℝ :وفق  
2(1 ln ), 0

( )
0, 0

x x x
f x

x

 − >= 
 =

.  

 احسب
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x+→

−.  واستنتج أنf اشتقاقي عند الصفر.   

I*التوابع الآتية معرفة على    += ℝ.ادرس تغيرات كلٍ منها وارسم خطه البياني.  
2

2

ln
: (ln ) :

1 ln 1
: : ln

: 8 8 6 ln : ln

x
f x x f x

x
x

f x f x x
x x

f x x x x f x x x

−
+

− + + −

֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

2 1

4 3

6 5

   

fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع ما يأتي، كلٍ م في  ′.  
� ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +∞.  

� 1
( ) ln

ln

x
f x

x

 + =   
,1[ و  [I = +∞.  

  

  5 

  9  

  8  

  7  

  6 

  4 



  

173  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 �����	��� �	
�  

lnيحقّقان  bو aقيقيين موجبين تماماً نفترض وجود عددين ح ln
ln

3
)

2
(1

a b a b + + =  
  

aاحسب 

b
.  

   نحو الحلّ   ��

(وليس مطلوباً حسابهما). بل حساب  (1)لعلاقة يحققان ا b و aيؤكد النص على وجود عددين    �

aقيمة 

b
علينا إذن استبعاد اللوغاريتمات من العلاقة، ولهذا سنسعى للوصول إلى علاقة من  .

lnالنمط  lnA B= ومن ثم نستنتج أن ،A B=.  

1.   1أثبت أن
(ln ln ) ln

2
a b ab+ =.  

2.   3استنتج أنa b ab+ 2، ومن ثم = 2( 7 02) a b ab+ − =.  

aلاستنتاج قيمة    �

b
  ، يمكننا التفكير بالآتي:

����  القول إنa  للمعادلة 2حل 27 0x bx b− + a استنتاج. ثم bبدلالة  aيسمح بحساب  =
b

 

  .bبالتقسيم على 

ak تسمية النسبة المجهولة  ����
b

a فيكون، = bk= إلا حصول على مساواة لا تحويلل والسعي k .  

   2أثبت أن 7 1 0k k− + 0k تنسَ أن م أكمل (لاث = >(.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

 ّ�� ����	�� ��   

a  ٌموجبٌ تماماً. حل في  عدد 2حقيقيR :جملة المعادلتين  
2

2 2 25
(ln ) (ln ) (ln

(1)

(2))
2

xy a

x y a

 =

 + =

  

  

  10  

  11  
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   نحو الحلّ   ��

)إذا كان    � , )x y  0حلاً للجملة، كانx 0yو  < في السابق  . يمكننا التفكير كما)لماذا؟(. <
lnها بالصيغة توكتاب (2)بالسعي لاستبعاد اللوغاريتمات من المعادلة  lnA B=  التي تقتضي

A B=. هة جملة معادلتين بالمجهولين عندها سنكون في مواجx وy  فقط. ولكن ليست هناك
2أية قاعدة تفيد في تبسيط  2(ln ) (ln )x y+  فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض

2a
y

x
  ، ولكن النتيجة ليست مشجعة.(2)في المعادلة  =

2lnإلى العلاقة اللوغاريتمية  (1)لنفكر إذن بتحويل العلاقة  ln axy عندها سنحصل على ، =
  .lnyو lnxجملة معادلتين بالمجهولين 

)أن  افترضْ  , )x y  للجملة، ثم تحقّق أن حلln ln 2 lnx y a+ =.  
lnXنضع إذن    � x=  وlnY y= ثم نحسب منهما ،x  وy ًلكتابةل. كما نضع تبسيطا 

lna A=.  نذكّر أنّ حل المعادلة)ln t T=  هوTt e= (.  
1.  2أثبت، وفق تلك الإجراءات، أنY A X= −  2وأن 24 8 3 0X AX A− + =.  

2.  استنتج أنX 1تين تقبل قيم 2

A
X 2و  =

3

2

A
X   الموافقة. Y، ثم استنتج قيم =

x(ق أن تحقّ  .3 a=  و(y a a= أو)x a a=  و(y a=.   
)تحقّق أنّ كلاً من  وبالعكس   � , ) ( , )x y a a a= و( , ) ( , )x y a a a= المعطاة. هو حلّ للجملة  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  ��!� ��"
�  

lnقان أيوجد عددان موجبان تماماً ومختلفان يحقّ 

ln
(1)

a a

b b
  ؟ =

   لّ نحو الح  ��

من جهة  a، تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد bو aالفكرة المفيدة في البحث عن عددين    �

ln ، بحيثbو aمن جهة أخرى. نبحث إذن عن  bوكل ما يتعلّق بالعدد  lna b

a b
وحي هذا ي .=

*المعرف على المجال f إلينا أن ندرس التابع
+ℝ  بالعلاقةln

( )
x

f x
x

وتعود المسألة إلى  .=

)يحققان  bو aختلفينالبحث عن عددين م ) ( )f a f b= .  
  .)الاطرادمجموعة التعريف وجهة  طرفيالنهايات عند ونظم جدولاً بها ( fادرس تغيرات التابع  .1
  .fارسم الخط البياني للتابع  .2

  12  
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)لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة   � )f x m=.  وذلك تبعاً لقيمm.  
)لمعادلة ا ناقش عدد حلول .1 )f x m=  1في حالة/m e> ،1/m e= ،0 1/m e< < 

0mوأخيراً  ≤. 
)استنتج الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  .2 )f x m= .حلان مختلفان 
/0,1[من  mاستنتج أنّه أياً كان  .3 [e فان يوجد عددان مختلa وb يحققان 

( ) ( )f a f b m= =.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

   
	#$%�&!'(�  

)2lnأثبت أن المتراجحة  ) ln(1 ) (ln2)x x⋅ −   .]0,1[من  xمحققة، أياً يكن ≥

   نحو الحلّ   ��

2ln توحي إلينا المتراجحة   � ln(1 ) (ln2)x x−  بالعلاقة ]0,1[المعرف على  f اطراد أن ندرس ≥

( ) ln( ) ln(1 )f x x x= ⋅ )أثبت أن إشارة  .− )f x′  1)تماثل إشارة )ln(1 ) lnx x x x− − على  −
  .]0,1[ المجال

)لندرس إذن التابع   � ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= − −   .]0,1[على  −
) احسب .1 )g x′  واستنتج إشارةg 1ى كل من عل

2
0, 
   1و

2
,1 

  .  
  .المطلوبة ، وأثبت المتراجحةfاستنتج دراسة تغيرات التابع  .2

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

      إلى الأمام قدُُماً 
  :الآتيةحل كلاً من المعادلات  

ln 2 ln 2 0

ln 2 ln( 4) 3 ln2

ln 2 3 ln 1 2 ln| |

x x

x x

x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

�

1

3

  

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  
2 2(ln )(ln ) 12 2 ln ln 7 10

ln( ) 1 3 ln 5 ln 4 ln ln ln 3

x y x y x y

xy x y x y

  = − + =  + =   
  = − = + =    

3 2 1  

  15  

  14  

  13  
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ln)2المعادلة حلّ كلاً من    ) 2 ln 3 0x x− − ln)2 المتراجحةو ، = ) 2 ln 3 0x x− − ≥ .

lnXمساعدة: ضع  x=.  

 

3 ليكن   2( ) 2 5 2P x x x x= + + −.  

.a 1  تحقّق أن( 1) 0P − =.  
.b )استنتج أن  � )P x صيغة يكتب بال( ) ( 1) ( )P x x Q x= )حيث   + )Q x  كثير حدود من

  الدرجة الثانية.
.c )حل المتراجحة  � ) 0P x ≤.  
2استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة  � ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + ≤ −.  
  

[التابع المعرف على المجال  fليكن   1,1[I = 1وفق  −
( ) ln

1

x
f x

x

 + =   − 
.  

�  أثبت أنf تابع فردي.  
.a �  أثبت أنf  اشتقاقي علىI.  
.b�  ادرس تغيراتf  على المجال[ 0,1[.  
  .fارسم الخط البياني للتابع  3

  ، وارسم خطه البياني.Iعلى المجال  fتغيرات التابع  ادرس في كل حالة مما يأتي 

2

]1, [,

]0, [,

1
( )

ln

( ) ln(1 )

( ) ln
1

,

I f x
x x

I f x x

x
I f x

x

= =

= = +

 = =   + 

+∞

+∞

R

1

2

3

  

المعرفين على  gو fهما على التوالي الخطان البيانيان للتابعين  gCو fCفي معلمٍ متجانس،  

[المجال  1, [I = − )وفق  ∞+ ) ln( 1)f x x= )و + )
1

x
g x

x
=

+
.   

�  أثبت أن( ) ( )g x f x≤  أياً يكنx  منI.  
�  أثبت أنfC وgC 0لنقطة التي فاصلتها يقبلان مماساً مشتركاً في اx =.  
  مستفيداً من رسم المماس المشترك. gCو fCوارسم الخطين  gو  fادرس تغيرات كلٍ من  3
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,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

( ) 1 2 ln
1

x
f x x

x

 = + +   − 
  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  +
  .dومقاربه  C البياني ي للخطادرس الوضع النسب 3
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا 4

,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

( ) 4 ln
1

x
f x x

x

 = − +   + 
  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
4yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا 4
  

,0[المعرف على المجال  fالبياني للتابع الخط  C ليكن  [I =    وفق ∞+
1

( ) ln 2f x x
x

 = − +   
  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
ln2yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
)أثبت أنّ للمعادلة  4 ) 0f x   .]1,2[ينتمي إلى المجال   αحل وحيد  =
  .Cالبياني  الخط ثم dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا �

,4[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+
1

( ) 5 2 3 ln
4

x
f x x

x

 + = − +   − 
  

5الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � 2y x=   .Cمقارب للخط  −
  .dاربه قوم Cادرس الوضع النسبي للخط  �
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا ثمُّ  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  3
)أثبت أن المعادلة  4 ) 0f x   .1واحصره في مجال طوله يساوي  ،αتقبل حلاً وحيداً  =

  22  

  21  

  24  

  23  



178  

,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+
2( ) ln( 1)f x x x= + −  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x   .αتقبل حلاً وحيداً  =

1أثبت أنّ  3
1 1

e
α< < + .  

2:  وفق المعطى fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

1

x
f x

x

 =   − 
.  

�  تحقّق أن fD،  مجموعة تعريفf ، هي] , 0[ ]1, [∪−∞ +∞.  
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  �
3  أثبت أنf  متناقص تماماً على كلٍ من مجاليfD.  
  .Cالبياني  الخط جانستمرسم في معلمٍ ا 4

1المعرف على بالعلاقة  fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

3

x
f x

x

 − =   − 
.  

,1[هي  fDولتكن  fق أن مجموعة تعريف تحقّ  � 3[.  

�  4)أثبت أن ) fx D−   .fD من x ، أياً يكن∋
.a 4)المقدار  fDمن  xاحسب عند كل  3 ) ( )f x f x− +.  
.b   .Cهي مركز تناظر للخط  A(2,0)استنتج أن النقطة  3
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  4
  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  5
  في معلمٍ متجانس. Cارسم الخط  6

*المعرف على المجال  f لبياني للتابعالخط ا Cليكن  
+ℝ وفق  

1 1
( ) ln 1

1
f x

x x

 = + −  + 
.  

احسب  �
0

lim ( )
x

f x
→

)و   )lim
x

f x
→+∞

  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fادرس تغيرات  �

I*على  fفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، ادرس التابع   += ℝ، وارسم خطه البياني C.  

� ( ) ( 1)lnf x x x= +.  

� 1
( ) lnf x x x

x
= +.  
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,0[المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع Cليكن   [I =  وفق  ∞+

1 ln
( )

x
f x

x

+
=.  

احسب  �
0
( )lim

x
f x

→
)و   )lim

x
f x

→+∞
  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fادرس تغيرات  �
  :المعرّفة كما يأتي النقاط 4Mو 3Mو 2Mو 1Mلتكن  3

���� 1M  نقطة تقاطعC .مع محور الفواصل  
���� 2M  نقطة منC .مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات  
���� 3M  نقطة منC .مماسه منها يوازي محور الفواصل  
���� 4M  نقطة منC  ينعدم فيها المشتق الثاني للتابعf.  

.a   النقاط.هذه احسب فواصل  �
.b   ؟من متتالية هندسية. ما أساسهات أن تلك الفواصل هي أربعة حدود متعاقبة أثب �

fD{0,1}\المعرف على التابع  fليكن   = R�  1وفق
( ) ln

2

x x
f x

x

−
= −  C، وليكن +

  ي في معلم متجانس.خطه البيان

.a 1  أثبت أن( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ −
=   .fDمن  x، أياً يكن −

.b )استنتج أن النقطة  1 )1 1
2 4
,A   .Cهي مركز تناظر الخط  −

  .مجموعة تعريفهعلى  fادرس تغيرات  2

1الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  3

2
y x= لخط النسبي لوضع الادرس و . Cمقارب للخط  −

C  بالنسبة إلى مقاربهd.   
  .Cثم  dارسم في معلم واحد  4

*التابع المعرف على  fليكن  
fD += ℝ  وفق

2

ln
( )

x
f x

x
خطه البياني في معلم  C، وليكن =

  متجانس.

  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
  .1فاصلتها التي  Cنقطة من الخط ال Aلتكن  2

.a   .Aالنقطة في  Cلخط لمماس ال ATجد معادلةً للمستقيم  1
.b    .Cثم ، C ومقاربات ATارسم في معلم واحد  1
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3 أثبت أنu.  فاصلتها  Cنقطة من الخط  Bلتكن  3 1 2 ln 0u u− + الشرط اللازم  هو =
 الذي معادلته ∆للمستقيم  موازياً  Bفي النقطة  C للخط BTوالكافي ليكون المماس 

y x=.  
.a 3 حل المعادلة 4 1 2 ln 0u u− + =.  
.b 4  استنتج أنA  هي النقطة الوحيدة منC موازياً للمستقيم الذي معادلته  كون المماس فيهاي

y x=.        
) معلم متجانسفي    ; , )O i j

� �، C  الخط البياني للتابعهو f  المعرف على[ 0,   وفق:  ∞+]
2 3
ln , 0

( ) 2 2
0, 0

x
x x

f x

x

     − >  =  
 =

  

.a )احسب نهاية  1 ) (0)f x f

x

 عنداشتقاقي  fاستنتج أن و  إلى الصفر؟ xعندما تسعى  −

0x =.  
.b limاحسب  1 ( )

x
f x

→+∞
.  

.c   ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  1
1x في النقطة التي فاصلتها Cمماس الخط  Tليكن  2   ، جد معادلةً لهذا المماس.همن =
على المجال  h. ولهذا نعرف التابع Tوالمماس  Cهنا دراسة الوضع النسبي للخط  نهدف 3

]0, 1بالعلاقة  ∞+]
( ) ( )

4
h x f x x= + )ادرس، إشارة  .− )h x′′  لتستنتج إشارة( )h x′  من و

)إشارة  ثَمّ  )h x .  
  نقاط تقاطعه مع محور الفواصل. في Cاكتب معادلات مماسات  4
  .في المعْلَم ذاته C الخط ثم ارسمالتي وجدتها،  Cمماسات  ارسم �
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  الأسيالتابع 
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  التابع الأسيّ في العلوم الأخرى

جزءاً منها، ويتفكك جزءٌ مريض جرعة دوائية، يطرح الجسم  عند إعطاءفي الطب. في الطب. في الطب. في الطب.  �
، ويبقى جزء فعّالٌ منها في ا4م، لكل دواء عادة سرعة يتناقص وفقها تركيز ا4واء في اخٓر

فبعد مرور ساعة يصبح  cفي لحظة ما مساوJً   ا4م. مثلاً إذا كان تركيز ا4واء في ا4م
0)، حيث cλواء تركيز ا4 1)λ< ، وهكذا، إذا كان تركيز ا4واء في ا4م عند أخذ >

بعد مرور ساعتين صبح أ ، و Cλأصبح التركيز بعد مرور الساعة الأولى  C هو الجرعة
2Cλ وبعد مرور ،n  ساعة يصبح التركيزnCλ.  في في الحقيقة، لا يجري الزمن هكذا

قفزات كلi منها مدّته ساعة واحدة، بل التركيز في ا4م dبعٌ مسـتمرٌ للزمن، هذا التابعُ هو 
  في هذه الوحدة. ، التابع اpي سـيكون موضوع بحثناdبعٌ أسيّ 

14سـتعمل نظير الكربونيُ  في الفيزJء.في الفيزJء.في الفيزJء.في الفيزJء. � في تحديد عمر بعض اللقُى الأثرية أو  -
)المسـتحاyت. ليكن  )N t 14عدد ذرات الكربون ة في عيّنة من ماد tفي اللحظة  -

14عضوية. سرعان ما تتحللّ ذرات الكربون  ،لتتحوّل إلى النظير غير المشع للكربون -
14ون أنّ سرعة تغيرّ عدد ذرات الكربونيبرهن الفيزJئيّ   متناسب مع عدد هذه اpرات -

)ة الخاصّ  Nوتحديداً يحُققّ التابع في العينة،  ) ( )N t kN t= حيث  ′−
41.245 10k −= ×.  

14في الكائن الحي تتجدّد ذرات الكربون على ا4وام، ولكنها تتوقف عن ذ� عند موته،  -
14وهكذا بمقارنة نسـبة الكربون ثة مع نسبته في قطعة مشابهة في قطعة من مسـتحا  -

حديثة شاهدة، يمكننا تحديد عمر المسـتحاثة بدقة كبيرة. سنرى في هذه الوحدة أنّ التابع 
( )t N t֏ .بعٌ أسيّ للزمنd  

التابع الأسيّ هو أساس جميع التوابع على الإطلاق. وسنتعرف على بعض من خواصه في 
  هذه الوحدة.
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 �������	
�  

        النيبري الأسيالتابع      
1.1 . . . .�
���  ٌ���� ���
������� �������        

    
        1  تعريف

  كما يأتي:  Rالمعرف على  هو التابع، expالنيبري الذي رمزه  التابع الأسي
  » x    العدد الذي لوغاريتمه النيبري يساويهي  expوفق  Rمن  xصورة كل  «

)exp، كان x    لوغاريتمه النيبري يساويهو العدد الذي  xeولما كان  ) xx e= .  

2.1 . . . .  ������ ����         
�  وجدنا في الوحدة السابقة أنme  هو الحل الوحيد للمعادلةlnx m= ه مهما يكنهذا يعني أن .

0x lnxواة فالمسا < y=  تقتضيyx e=نرمز عادة إلى هذه الصياغة بالكتابة .  
ln yx y x e⇒= =   

A : بين خاصتين الاقتضاءهو رمز و  ⇒هذا أوّل لقاء لنا مع الرمز   B⇒  ّصحة ويعني أن
  . Bتقتضي صحة الخاصة  Aالخاصة 

0y، مهما كان وبالمثل 2 yxإذا كان ، < e= كان ،ln( ) ln( )yx e= أو ،lnx y= وباستعمال .
  رمز الاقتضاء السابق ذكره، نكتب

lnyx e x y⇒= =  
 العلاقتيننستنتج مما سبق أن lny x= وxy e=  ّمنهما تقتضي صح ة الأخرى.متكافئتان فصحّة أي  

0xفي حالة  3 lnإذن  lnxهو العدد الذي لوغاريتمه  x، العدد < xe x=وعليه، إنّ التابع .  
exp : : xx e∗

+→R R ֏  
ln*هو التقابل العكسي للتقابل  : : lnx x

+
→ Rℝ ֏.  

  

• •

exp

ln

x
||

lny

y

expx
|| • •

exp

ln

x
||

lny

y

expx
||
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بالنسبة إلى  lnاللوغاريتم لتابع  C′هو نظير الخط البياني  exp الأسي للتابع Cفالخط البياني 
yلذي معادلته امنصف الربع الأوّل  dالمستقيم  x=. .كما هو مبيّن في الشكل  

  

  

0xفي حالة   ���� lnلدينا  < ln(1/ ) 1x xe e
x

− = =.  

0xوفي حالة   ����  لدينا  <
ln

|ln |
1ln

, 1, 1 1
max ,

, 1, 1

x
x

x
x

x xe x
e x

x xe x−

  ≥≥    = = =      <  < 

  

)maxهنا  , )u v  هو أكبر العددينu وv.  

في  . ℝعلى  تابعٌ متزايدٌ تماماً هو بدوره  ،، بصفته التقابل العكسي لتابع متزايد تماماً التابع الأسّي 4
uعددين حقيقيين يحققان  vو u الحقيقة ليكن v> ّإذا افترضنا جدلاً أن ،u ve e≤  مناستنتجنا 

)lnتزايد التابع اللوغاريتمي أنّ  ) ln( )u ve e≤ا يؤدي إلى التناقض ، وهذu v≤ إذن لا بُد أن .
uيكون  ve e>.  

    
        1نتيجة  

يحافظ على  expتابع الأسّي فال .beو ae بين قارنة، يمكننا المbو aحقيقيّين عددين  مقارنةل
  يكن : bو aوعموماً، أياً يكن العددان  المساواة ويحافظ على الترتيب.

a b

a b

a b

a b e e

a b e e

a b e e

= ⇔ =

⇔

≤ ⇔ ≤

< <  

  

 المث

x

y

e

e

1

1O

′C

C

d



  

185  

  تكريساً للفهم 

)للمعادلتين لماذا   ) ( )
1 :

u x v xe e=E  2و : ( ) ( )u x v x=E نفسها ؟ مجموعة الحلول  

 0فإذا كان . 1هذا تماماً ما تنص عليه النتيجة لأنx  1حلاً للمعادلةE  0كان 0( ) ( )u x v xe e= 
0تيجة المشار إليها نستنتج أنّ وعملاً بالن 0( ) ( )u x v x=  ّ0أي إنx  2حلٌ للمعادلةE وبالمثل إذا ،

0كان  2Eحلاً للمعادلة  0xكان  0( ) ( )u x v x=0ثَمّ  ، ومن 0( ) ( )u x v xe e= 0، إذنx  حلٌ للمعادلة
1E ونبرهن بالمثل أنّ للمتراجحتين .( ) ( )u x v xe e≤  و( ) ( )u x v x≤ .مجموعة الحلول نفسها  
  

  ادلات ومتراجحاتحل مع  

  ت أو المتراجحات الآتيةحل المعادلا
23 1 2 1 4 1/ 12x x x x xe e e e e+ + − + +≥ =<3 2 1.  

  
/1المعادلة  1 1x xe e 1تكافئ المعادلة  =+

1x
x

= 2أو  + 1 0x x+ − ، وهي معادلة من =

1ذران الدرجة الثانية لها ج

1 5

2
x

− −
2و =

1 5

2
x

− +
  هي 1. إذن مجموعة حلول المعادلة =

1 5 1 5
,

2 2

  − − − +  
   

.  

22المتراجحة  2 1 4x xe e+ − +
22تكافئ  > 1 4x x+ − 2أو  >+ 2 3 0x x+ − ، وهي محققة عند >

2المحصورة تماماً بين جذري المعادلة  xقيم  2 3 0x x+ − ، فمجموعة حلول −3و 1. أي بين =
[هي  2المتراجحة  3,1[−.  

3المتراجحة  3 1 2xe + )المدروس  ليست من النمط ≤ ) ( )u x v xe e≥ ولكن يمكن كتابتها وفق هذا النمط ،
lnaaباستعمال المساواة  e=. نضع فln 22 e= 3المتراجحة  لتصبح 1 ln2xe e+ مجموعة حلولها هي و  ≤

3مجموعة حلول المتراجحة  أو  1 ln2x + 1أو  ≤
( 1 ln2)

3
x ≥ −  3فمجموعة حلول المتراجحة  .+

  هي
1 ln2

,
3

 − +
 +∞
  

.  

 مثال

  الحل
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   تَدربْ 

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �
ln 2 ln 3

1
ln16

ln 32

3 1
ln ln

3 ln 52 3 ln

B e e A e e

D e e C e e
−

−

= + = +

= + = +

� �

� �

   

  ن كلاً من العبارات الآتية، مبيّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها:اكتب بأبسط ما يمك �
ln

ln( 1) ln

1/ ln

ln(2 )

1

ln( )

x x

x x

x x

A e e

B e
x

C e e

− −

−

= −

= +

= +

�

�

�

   

  حلّ المعادلات أو المتراجحات الآتية: �
2

2 2

2 3 7 3

2 1 2 4

5 1
1 2

1
ln(2 ) 3 ln( 2) 3 2

2

3 ( 1)( 4) 0

x
x x x

x

x x x

x

x x x x x

e
e e e

e

e e e
e

e e e e e

+ −

−

− − −

= = =
−

− ≥ − = =
+

≥ − − ≤

� � �

	 
 �

� � 
<

   

4xفق إشارة اشرح لماذا تتّ  �

x
e

e
)مع إشارة  − 2)xe 4؟ ثمُّ حل المتراجحة  −

0x

x
e

e
− <.  

QE
ZC  
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 خواص التابع الأسي    

1.2.... ������ �
!" #��$ �	
�  

    
        2مبرهنة  

1 0 1e 0x، و= 1xeهو الحل الوحيد للمعادلة  = =.  
aيكن  bو aأياً يكن العددان الحقيقيان  2 b a be e e+ = ×.  

1aفلدينا  aلعدد الحقيقي أياً يكن ا 3

a
e

e

− =.  

يكن  bو aأياً يكن العددان الحقيقيان  4
a

a b

b

e
e

e

− =.  

na :1و ⋯و 2aو 1aالحقيقية الأعداد  كنأياً ت 5 2 1 2n na a a a a ae e e e+ + + = × × ×⋯ ⋯.  
)يكن  pعدد الصحيح وأياً يكن ال aأياً يكن العدد الحقيقي  6 )a p pae e=.  

  الإثبات
1xeفي الحقيقة، إنّ المساواة  1 ln(1)تُكافئ  = 0x = =.  
)lnبملاحظة أنّ  2 ) ln( ) ln( ) ln( )a b a b a be e e e a b e += + = + aنستنتج  = b a be e e +=.  

bباختيار  3 a= aفي  − b a be e e 0. نستنتج =+ 1a ae e e− = 1aمنه  =

a
e

e

− =.  

aفي  bبالعدد  −bباستبدال  4 b a be e e . نستنتج 3والاستفادة من  =+
a

a b a b

b

e
e e e

e

− −= =.  

  .2ة من والاستفاد nتنتج هذه بالتدريج على العدد  5
0pفي حالة  6 0p. وفي حالة 1هذه هي  = nنختار  < p= 1و 2 na a a a= = =  في ⋯=

0p، وفي حالة 5 الخاصة 0qيكون  > p= −   نكتب ومن ثَمّ  <
( ) 1

( ) ( ) ( )

q

pa q a a q a q a p

a
e e e e e

e

− − −
 = = = = =  

.  

  تبسيط الكتابة  

  عدد حقيقي. x ، علماً أنّ بسط كلاً من العبارات الآتية
2

2 3 2 ln 8

1 ln2
( )( )x x e

C e e B A e
e

− +

+
= = =3 2 1.             

 مثال
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1 2 ln 8e aهو من النمط  + be aالذي يساوي  + be e×إذن ،  

2 ln 8 2 28 8A e e e e= × = × =.  

1  ،1على غرار  2 ln2 ln2 1 2e e e e+ = × ن ، إذ=
2

2 2

e e
B

e
= =.  

3لمّا كان  3 3( )x xe e− 2، استنتجنا أنّ =− 3 2 3x x x x xC e e e e− − −= ⋅ = =.  

2.2 . . . .�%&'&'(� )�'��  

    
        2تعريف  

 x)مرفوعاً إلى الأس  xa )a، نعرّف xوعدد حقيقي ما  a تماماً  في حالة عدد حقيقي موجب
lnxبأنّه العدد الحقيقي  ae  أيlnx axa e= أو ،ln( ) lnxa ax=.  

lnفعلى سبيل المثال :  36.46216eπ π ππ = 2و، ≈ 2 ln22 2.6651e= ≈.  

3.2....  #��$�&'&'(� )�'��  

    
        3مبرهنة  

  :كان vو uالعددان الحقيقيّان و ، bو a الموجبان تماماً  انأياً يكن العددان الحقيقيّ 
( ) 1 1

( )

u u u u v u v u

uu u
u v u v u v

u v

a b a b a a a

a a a
a a a

bb a

+

− ⋅

⋅ = × × = =

 = = =  

3 2 1

6 5 4

   

  الإثبات
  هذه نتائج مباشرة من خواص التابع الأسي:

1 ln1 0 01 1u u ue e e× ×= = = =.  
2  ln ln ln ln ( )lnu v u a v a u a v a u v a u va a e e e e a+ + +× = × = = =.  
3 ln( ) (ln ln ) ln ln ln ln( )u u ab u a b u a u b u a u b u uab e e e e e a b+ += = = = × = ×.  
4 ln( ) ln( )

uu v v a v u a u va e e a⋅ ⋅= = =.  

5  
ln

ln ln ( ) ln

ln

u u a
u a v a u v a u v

v v a

a e
e e a

a e

− − −= = = =.  

6 
ln . ln

ln ln (ln ln )

ln

a uu u a u
bu a u b u a b

u u b

a e a
e e e

bb e

    − −  
 = = = = =   

.  

  الحل
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  أسيّة حل معادلات ومتراجحات  
  .حل المعادلات والمتراجحات الآتية

22 34 5 5 4 0 ( )x x x x x xe e e e e e e−+ ≤ − + = =3 2 1 .        

 
1   3نعلم أن 3 1 3 1( )x x xe e e e e += ⋅ 2، فالمعادلة = 3( )x xe e e=  2تكافئ 3 1x xe e وهي معادلة  =+

)من النمط  ) ( )u x v xe e= هي حلول المعادلة  التي حلولها( ) ( )u x v x=  2نفسها، أي 3 1x x= + 
2أو 3 1 0x x− −   . ولهذه الأخيرة جذران:=

1

3 13

2
x

−
2و  =

3 13

2
x

+
=.  

3هي  1إذن مجموعة حلول المعادلة  13 3 13
,

2 2

  − +  
   

.  

xe : المجهول مقدارجري تغييراً في الن 2 لحل 2 X= 2 تصبح المعادلةف 5 4 0X X− + أو  =
( 1)( 4) 0X X− − 1Xإمّا أن يكون إذن ، = 4Xو أ = 1xe أي إما أن يكون، = من ثَمّ  =

0x 4xe، أو = ln ثَمّ  ، ومن= 4x }هي  2. فمجموعة حلول المعادلة = }0, ln 4.  

1x لمّا كان 3

x
e

e

− 4بالشكل  كُتبتْ المتراجحة =
5 0x

x
e

e
− + 0xeولأنّ ، ≥ لاتتغير المتراجحة  <

2، فهي إذن تُكافئ xeعند ضرب طرفيها بالمقدار  5 4 0x xe e− + xe، ولحلها نضع  ≥ X=  فنجد
2 5 4 0X X− + 2، وهذه المتراجحة تتحقق بين جذري ثلاثي الحدود ≥ 5 4X X− ، 4و 1، وهما +

1متراجحة هي التي تحقّق إذن مجموعة حلول ال 4X≤ 1 أو  ≥ 4xe≤ 0أو  ≥ ln 4x≤ ≤ 
,0هي  3فمجموعة حلول المتراجحة  ln 4 

 .  

  تكريساً للفهم 

)2 نحل معادلة من النمط كيف   ) 0x xE ae be c+ +   ؟=

xe نضع X= 2، ونحل المعادلة( 0)E aX bX c′ + + )حلول المعادلة و  .= )E إن وجدت، هي ،
0التي تحقق  0xالأعداد  0lnx X=  0وX ماماً للمعادلة حل موجب ت( )E ′.  

 مثال

  الحل
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   تَدربْ 

  .Rأثبت صحة كلٍ من المساواتين الآتيتين على  �
1

ln( 1) ln( 1)
1 1

x
x x

x x

e
e e x

e e

−

−
= + − + =

+ +
� �   

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �

5
2 ln 8

3 ln 4 2 ln 3

3 2 4
2 3 6

2 2

1 1 3
6 2 ln 3 2

ln

( ) ( )
( )

27 3 3 (32)

x
x x

x

e e
C B A e

e e

e e e
F E e e D

e e e e

I H G

π π

π π

+

+ +

−

−

= = =

−
= = × =

− ×

= × = =

� � �

	 
 �

� � 


  

�  التابع  أثبت أنf  المعرف علىR  2وفق 2( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e− −= + −   تابعٌ ثابتٌ. −

   حل المعادلات الآتية:  �

2 2

2 2

6 0 5 4 0

7 6 0 4 2 0

x x x x

x x x x

e e e e

e e e e− −

− − = − + =

− + = − + =

� �

� �
  

  حل المتراجحات الآتية:  �

2 2

ln 4

( 2) 2( 2) 4 0

3
2 3 0

2
4 5

3

x x x x x

x x x

x

x x x

e e e e e

e e e
e

e e e

−

− +

− +

− > − − ≤

− − ≥

+ ≤

� �

� �

	 


<

>
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   الأسي دراسة التابع    

3....1 . . . . �
�*  ������ �	
�  +,-+∞  +,-� −∞  

    
        4مبرهنة  

lim x

x
e

→+∞
= +∞ 1              lim 0x

x
e

→−∞
= 2        

  الإثبات
lnرأينا عند دراسة التابع اللوغاريتمي أنّ  1 1y y≤ . فإذا اخترنا yأياً يكن العدد الحقيقي الموجب  −
xy e=  استنتجنا أنّه مهما كان العدد الحقيقيx  كانln 1x xe e≤ 1أو  − xex+ نّ ولأ. ≥

lim ( 1)
x

x
→+∞

+ = limاستنتجنا أنّ  ∞+ x

x
e

→+∞
= +∞.  

)لنضع  2 )u x x=   عندئذ −
( )

( )

1x u x

u x
e e

e

−= =  

limولكن  ( )
x

u x
→−∞

= limو ∞+ u

u
e

→+∞
= 1إذن   ∞+

lim lim 0x

ux u
e

e→−∞ →+∞
= =.  

2....3 . . . . ������  .�/� �	
�    
 

    
          تمهيد

0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
=  

  الإثبات
)صفر، عندئذ، إذا عرّفنا نقبل أنّ التابع الأسي مستمرٌ عند ال ) 1xu x e=   كان −

0

0
lim ( ) 1 0
x

u x e
→

= − =  

1xuومن جهة أخرى المساواة  e= 1xeتقتضي  − u= ln(1ومن ثَمّ  + )x u=   إذن +
1 ( )

ln(1 ( ))

xe u x

x u x

−
=

+
  

إذن لما كان 
0

lim ( ) 0
x

u x
→

و =
0

lim 1
ln(1 )u

u

u→
=

+
   استنتجنا من مبرهنة نهاية التابع المركّب أنّ ، 

0 0

1
lim lim 1

ln(1 )

x

x u

e u

x u→ →

−
= =

+
.  
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        5مبرهنة  

expوهو يساوي تابعه المشتق، أي  Rاشتقاقي على  expالتابع الأسي  exp′ =.  

  الإثبات

  نحسب تابع نسبة التغير: 0xاشتقاقي عند  expلإثبات أنّ 
0 0

00 0exp( ) exp( ) 1
( )

x h x h
xx h x e e e

t h e
h h h

++ − − −
= = = ×  

  واستناداً إلى التمهيد السابق
0 0

0
0 0

1
lim ( ) lim exp( )

h
x x

h h

e
t h e e x

h→ →

−
= × = =  

)0expومشتقه عندها يساوي  0xقاقي عند اشت expفالتابع الأسي  )x.  

3....3 . . . .  .�/��� ����  ����� �	
�    
)، كانت مجموعة تعريف Rمعرفاً على  expلما كان  )u xx e֏  تعريف  مجموعةهي نفسهاu.  وعليه

   ما يأتي: بالاستفادة من قاعدة اشتقاق تابع مركب نجد

    
        6مبرهنة  

)، فإن التابع Iتابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  uإذا كان  ): u xf x e֏  اشتقاقي علىI  وعند كلx 
) لدينا Iمن  )( ) ( ) u xf x u x e′ ′= ⋅.  

    
  :احسب مشتقات التوابع الآتية

2 2

( ) ( )x x x xf x f x eπ − −= =2 1.  

 
)هنا   1 )( ) u xf x e=  2مع( )u x x x= )2إذن  ،− )( ) ( ) (2 1)u x x xf x u x e x e −′ ′= = −.   
2 في هذه الحالة  2 2( ) ln( ) x x x xf x e ππ − −= )2 ، إذن= ) ln( ) (ln )(2 1) x xf x x e ππ −′ = −.  

  تكريساً للفهم 

:للتابع  C يكيف يتوضع الخط البيان    xf x e֏ ؟بالنسبة إلى مماساته  

) لتكن , )mM m e  نقطةً منC وليكن ،T المماس للخط  C  في النقطةM ميل المماس .T  يساوي
( ) mf m e′ )، فمعادلته هي = )m my e e x m= + )أو  − 1)my e x m= − +.  

  الحل

 مثال
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  : والذي يمثل الفرق Rف على المعرّ  ϕ ع، ندرس التابTبالنسبة إلى  Cلدراسة وضع الخط 
( ) ( 1)x mx e e x mϕ = − − +  

)بالعلاقة  Rعلى  ϕيعطى مشتق  ) x mx e eϕ′ = xوإشارته تماثل إشارة  − m− ومنه  

  

 نلاحظ أن( ) 0mϕ ) أنّ و  = ) 0xϕ xفي حالة  < m≠.  ولأنM  هي
المجاور فوق أي مماس له. في الشكل  يقع C، نستنتج أنC نقطة من 

,1)في النقطة  C الخط البياني مماس )A e  بمبدأ المعلم يمر( ); ,O i j
� �.  

  

)دراسة تابع من النمط    )( ) = u xf x e 

وفق  Rالتابع المعرّف على  fليكن 
2

( ) exp
1

x
f x

x

 =   +
وارسم خطه  f. ادرس تغيرات 

  .C البياني

 
)من النمط  fالتابع  ���� )( ) u xf x e= حيث ،

2
( )

1

x
u x

x
=

+
هي  u. ولمّا كانت مجموعة تعريف 

R فمجموعة تعريف ،f  هيR .ًأيضا   
limنّ ولأ ���� ( ) 0

x
u x

→−∞
0lim، استنتجنا أنّ = ( ) 1

x
f x e

→−∞
= 1yالذي معادلته  d.  فالمستقيم = = 

  .∞−في جوار C البياني مقارب للخطمستقيم 
limوكذلك  ���� ( ) 0

x
u x

→+∞
0lim، إذن = ( ) 1

x
f x e

→+∞
= ذاته مستقيم مقارب للخط  d. فالمستقيم =

  .∞+ في جوار C البياني

. ولأنّ Rاشتقاقي على  f، إذن Rعلى  اشتقاقي uالتابع  ����
2

2 2

1
( )

( 1)

x
u x

x

−
=

+
  ، إذن′

( )
( )

( ) 2

2 2
( ) 1

( 1)
( )

u x
u x e

f x u x e x
x

= = −
+

′ ′.  

)فإشارة  )f x′  21تماثل إشارة x−  1الذي ينعدم عندx = 1xو  − ، وهي موجبة بين الجذرين =

وسالبة خارجهما. كما إنّ 
1

2( 1) 1/f e e
−

− = و =
1

2(1)f e e= =.  

  الحل

( ) 0

( ) 0

x m

x

x

ϕ

ϕ

−∞ +∞

′ − +

é ç

 مثال
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  :f الآتي للتابع تغيراتالجدول يمكننا إذن وضع  ����

1 1

( ) 0 0

( ) 1 1/ 1

x

f x

f x e e

−∞ − + +∞

′ − + −

é ç é

  

)في  Cماسا م ���� )1,1/A e− و( )1,B e  يوازيان محور الفواصل( )( 1) (1) 0f f′ ′− = . وفي =
(0)، ميل المماس M(0,1)النقطة  1m f= ′  ادلتهعماس يوازي منصف الربع الأول وم، فالمُ =

1y x=   .∆. نرمز إليه بالرمز +
 المدروسة. fقاً صفات محقّ  C، ثم نرسم الخط Bو Aفي  Cومماسي  ∆و dرسم ن ����

   

  
  

 
   تَدربْ 

21وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن  �
( ) exp

2
f x x

 = −   
.  

lim احسب � ( )
x

f x
→−∞

limو  ( )
x

f x
→+∞

  .Cالبياني  . استنتج معادلة كل مقارب للخط

  للتابع. حديّةونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة  fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي ينعدم فيها  Cللخط  dاكتب معادلةً للمماس  � )f x′.  
)اللتين ينعدم فيهما  لنقطتينا اتجد إحداثي � )f x′′ 1، واكتب معادلتي المماسينd 2وd .فيهما  

  .2dو 1dو dبالنسبة إلى كلٍ من  Cوضع الخط البياني  ادرس 
  .Cثم ارسم  2d و 1dو  dارسم  	

� f وg  التابعان المعرّفان على هماR  1وفق
( ) ( )

2
x xf x e e−= 1و +

( ) ( )
2

x xg x e e−=  h. و−

gق وف Rهو التابع المعرّف على 
h

f
). احسب كلاً من = )f x′ و( )g x′ وأثبت أن .

2

1
h

f
′ =.  

C

x

y

1 22− 1− O

e

1/ e

1
d

∆

A

B
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  تتعلق بالتابع الأسي همةمنهايات   

    
        7  مبرهنة

  أي  .xe مهملاً أمام nxيكون  ∞+في جوار  ، فإنّهnمهما كان العدد الطبيعي 

lim
x

nx

e

x→+∞
= )   أو   ∞+ )lim 0n x

x
x e−

→+∞
=.  

  الإثبات

خاص لدينا المتراجحة  في الحقيقة، رأينا أنّ الخط البياني للتابع الأسّي يقع فوق أي من مماساته. وبوجه
1xe x≥ 1yلأنّ  xأياً كانت قيمة  + x= من الخط  (0,1)هي معادلةٌ للمماس في النقطة  +

teسنستفيد فقط من الخاصّة  البياني للتابع الأسي، وعليه t≥  0في حالةt ≥ .  
  عندئذ ،nعدداً طبيعياً و  xلنتأمل عدداً موجباً 

( )1

11 1

11 ( 1)

x

n

nn n
x

n

x x
e e

n n

+

++ +

+

 = ≥ =  +  +
   

  ومن ثَمّ 

1( 1)

x

n n

e x

x n +
≥

+
  

limولأنّ 
x

x
→∞

= limأنّ  استنتجنا ∞+
x

nx

e

x→∞
= +∞.  

    
        8  نتيجة

  فلدينا nمهما كان العدد الطبيعي 

( )lim 0n x

x
x e

→−∞
=.  

  الإثبات
xيكفي إجراء تغيير في المتحول  في الحقيقة، x−֏ .في المبرهنة السابقة  

limأن نعلم  
lnx

x

x→+∞
=   x، ورأينا أعلاه أنّ ∞+في جوار  xمهمل أمام  lnx، إذن ∞+

  . ومن ثَمّ ∞+في جوار  xeمهمل أمام  lnx. إذن  ∞+في جوار  xeمهمل أمام 

lim
ln

x

x

e

x→+∞
= +∞  

في الحقيقة هذا ينتج من المساواة 
ln ln

x xe e x

x x x
= 0xقة في حالة المحقّ  ⋅ >.  
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  حساب نهايات  
  : ∞+الآتية عند التوابع احسب كلاً من نهايات 

2

:

:

: ln

x

x x

x

f x x e

g x e e

h x e x

−

−

−

֏

֏

֏

1

2

3

   

  
)لحساب نهاية  1 ) xf x x e= )، نكتب ∞+عند  − ) 1x

x

x
f x e

e

 = −   
lim. ولأنّ  0

xx

x

e→+∞
= ،

limاستنتجنا أنّ  1 1
xx

x

e→+∞

  − = −  
lim. ولكن  x

x
e

→+∞
= lim، إذن ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= −∞.  

)2لحساب نهاية  � ) x xg x e e= )، نكتب ∞+عند  − ) ( 1)x xg x e e= −.  ولأن lim x

x
e

→+∞
= +∞ ،

limإذن  ( )
x

g x
→+∞

= +∞ .  

)لحساب نهاية  � ) lnxh x e x=   ، نكتب:∞+ عند −
ln ln

( ) 1 1x x

x x

x x x
h x e e

xe e

     = − = − ×        
.  

 نعلم أنln
lim lim 0

xx x

x x

x e→+∞ →+∞
= ln، إذن =

lim 1 1
xx

x

e→+∞

  − =  
limولأنّ .  x

x
e

→+∞
= +∞ ،

 نستنتج أنlim ( )
x

h x
→+∞

= +∞.  

  حساب نهايات 
  عند حدود مجموعة تعريفه. gو  fادرس نهاية كلٍ من التابعين 

2:

2 1
:

1

x

x

x

f x e x

e
g x

e

−

+

+

֏

֏

1

2
  

  
  .R على فٌ معرّ  f التابع 1

���� lim 0x

x
e

→−∞
2limو =

x
x

→−∞
= lim، إذن ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

���� lim x

x
e

→+∞
= 2limو ∞+

x
x

→+∞
= ∞+، أمامنا إذن حالة عدم تعيين من النمط ∞+ − ∞.  

)لإزالة عدم التعيين نكتب  )2( ) 1x xf x e x e−=   . ولمّا كان −
2lim 0x

x
x e−

→+∞
lim و = x

x
e

→+∞
= +∞  

 استنتجنا أنlim ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

  الحل

 مثال

  حلال

 مثال
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� g  ّعلىف معر R.  

lim .∞−في جوار  ���� 0x

x
e

→−∞
1إذن ، =

lim ( ) 1
1x

g x
→−∞

= =.  

∞+لدينا حالة عدم تعيين من النمط . ∞+في جوار  ����

+∞
 . لإزالتها نكتب

(2 ) 2
( )

( 1) 1

x x x

x x x

e e e
g x

e e e

− −

− −

+ +
= =

+ +
.  

lim ولما كان 0x

x
e−

→+∞
=،  استنتجنا أنlim ( ) 2

x
g x

→+∞
=.  

  ل معادلةحدراسة تابع و  
)وفق  Rالتابع المعرف على  f ليكن ) 2xf x e x−= + وارسم خطه  fادرس تغيرات  .−

)ثم بين أن للمعادلة  Cالبياني  ) 0f x   .Rحلين في  =

  
lim. ∞−في جوار   ���� x

x
e−

→−∞
= limو ∞+ ( 2)

x
x

→−∞
− = . نحن أمام حالة عدم تعيين، ∞−

)لإزالتها نكتب  ) (1 ) 2x xf x e xe−= + − نعلم أن . lim 0x

x
xe

→−∞
limو = x

x
e−

→−∞
= ، إذن ∞+

lim (1 )x x

x
e xe−

→−∞
+ = lim. ومن ثَمّ ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= +∞.  

lim لدينا .∞+في جوار  ���� 0x

x
e−

→+∞
limو = ( 2)

x
x

→+∞
− = lim، إذن ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= +∞. 

)هذا يوحي بوجود فرع لا نهائي، وهنا نلاحظ أنّ  ) 2 xf x x e−− +   ومن ثَمّ  =
( )lim ( ) ( 2) lim 0x

x x
f x x e−

→+∞ →+∞
− − = =  

2yالذي معادلته  dنستنتج أن المستقيم  x=  .ثم إن ∞+وار في ج Cمقارب مائل للخط  −

( ) ( 2) 0x
dy y f x x e−− = − − = >

C
 

  .dيقع كاملاً فوق المقارب  Cفالخط 
 و Rاشتقاقي على  fالتابع  ����

( )( ) 1 1x x xf x e e e− −′ = − + = −.  
)ينعدم  )f x′  0فقط عندx 1xe، وإشارته تُماثل إشارة = ، وهذا ما يتيح لنا وضع xأي إشارة  −

  الآتي : fجدول تغيرات 
0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

′ − +

+∞ +∞−

−∞

é ç

  

,0)في النقطة المماس لاحظ أنّ  1)A   فوق هذا المماس. Cيوازي محور الفواصل ويقع الخط  −

  الحل

 مثال
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  البياني: الخط ����
 الذي معادلته dنرسم المستقيم المقارب  �

2y x= −.  
,0)نرسم النقطة  � 1)A   والمماس الأفقي فيها. −
 المتعلقة بالتناقص fمحققاً خواص  Cنرسم  �

[على  , ,0]والتزايد على  ∞−]0 [+∞.  
)حل المعادلة  ���� ) 0f x =:  

� f  متناقص تماماً على المجال مستمرٌ و] , )إذن ∞−]0 )] , 0[ ] 1, [f −∞ = − لمّا كان و  ∞+
0 ] 1, [∈ − )، فللمعادلة ∞+ ) 0f x [حل وحيد في المجال  = , 0[−∞.  

� f  0]متزايد تماماً على المجال مستمرٌ و, ) إذن ∞+] )[0, [ [ 1, [f +∞ = − ولمّا كان  ∞+
0 [ 1, [∈ − )، فللمعادلة ∞+ ) 0f x ,0]حل وحيد في المجال  = [+∞.  

)بهذا يكون للمعادلة و  � ) 0f x  .Rحلاّن في  =

  نهايات مميزة 
  :aنهاية كلٍ من التوابع الآتية عند  جد  

1111 1/: (1 ) xf x x+֏  0وa =.  

2222 1
: 1

x

g x
x

  +   
aو  ֏ = +∞.  

3333 
/2

3
:

1

x
x

h x
x

 +    − 
aو  ֏ = +∞.  

نعود دوماً إلى التعريف ، هنا xتوابع للمتحوّل  bو aحيث  baجميع هذه الحالات، من النمط  
( )exp lnba b a=.  

  
)في هذا المثال  1 )( ) exp ( )f x u x=  حيثln(1 )

( )
x

u x
x

+
أن  نعلم. و =

0

ln(1 )
lim 1
x

x

x→

 +  =  
 ،

 والتابع الأسي مستمرٌ عند الواحد إذن
0 1

lim ( ) lim u

x u
f x e e

→ →
= /1 أي. =

0
lim(1 ) x

x
x e

→
+ =.  

1 جري تغيير المتحوّلن 2
( )u x

x
=  ،1/ ( )( ) (1 ( )) u xg x u x= )ولكن  .+ ) 0lim

x
u x

→+∞
، ووجدنا =

/1 أنّ 

0
lim(1 ) u

u
u e

→
+ 1 ، إذن=

lim 1

x

x
e

x→+∞

  + =  
.   

  

  الحل

 مثال

d

C

x

y

O

A

1

1
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  قريبة مما درسناه آنفاً: h لنحاول أن نجعل صيغة 3
/2 /2

1 4 4
( ) 1

1 1

x x
x

h x
x x

   − +   = = +     − −   
.  

)1 فإذا وضعنا )
4

x
u x

−
1كان ، =

2 ( )
2 2

x
u x=   وكان من ثَمّ  .+

1
2

2
2 ( ) ( )

1 1 1
( ) 1 1 1

( ) ( ) ( )

u x u x

h x
u x u x u x

+         = + = + +             
.  

lim لمّا كان ( )
x

u x
→+∞

= 1و∞+
lim 1 1

u u→+∞
+ 1و  =

lim 1

u

u
e

u→+∞

  + =  
  ، استنتجنا أنّ 

2

21 1
lim ( ) lim 1 lim 1

u

x u u
h x e

u u→+∞ →+∞ →+∞

     = + ⋅ + =       
  

 
   تَدربْ 

  .عند حدود مجموعة تعريفه gو  fادرس نهاية كلٍ من التابعين  �
1

( ) ( ) ln
1

x
x

x

e
g x f x x e

e

−
= = −

+
� �   

)وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   � ) (3 ) xf x x e= −.  
  .fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

   :aعند  ةالآتي وابعجد نهاية كلٍ من الت  �
1

3
3

1

2

1/

2
( ) , ( ) (2 ) , 1

1

1
( ) 2 , ( ) , 0

2
1

( ) 3, ( ) ,
1

( ) 2 1 ( ) ln( 2)

1
( ) ( ) (

, ,

,

1) 0,0,

x

x

x
x

x
x x

x x

x x

x
f x a f x x a

x

e
f x xe a f x a

x
e

f x e e a f x a
x

f x x e a f x e a

f x e a f x e a
x

+

−

−

−

∞

∞

∞ −∞ ∞ −∞

−∞ ∞ −∞

 − = = + = − =  + 

−
= = + = =

−
= − + = + = = +

−
= − + = = + = +

∞ −= = + = − =∞

� �

� �

	 


� 


� ,+∞ �
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xx دراسة توابع من النمط  a֏ )0a >(        
lnxدداً حقيقياً موجباً تماماً، كان ع aإذا كان  x aa e= ، التابع الأسيexp  من هذا تابعٌ هو

aالحالة الخاصة  يوافقالنمط  e=. إلى التابع  إذن نرمزلxx a֏  بالرمزexpa  التابع  لنسمّهو
   .aالأساس بالأسي 

1aفي حالة حظ أنّه لا 1xالتابع الثابت  1expيمثّل التابع ، = فيما يأتي  سنعتبرلذلك  .֏
lnexpالتعريف يكون  واستناداً إلى .1اماً ومختلفاً عن موجباً تم a العدد ( ) x a

a x e= ، فهو إذن
expمن الشكل  u�  حيث( ) lnu x x a=.  

1.5 . . . . .�/��� �����	
�  0�	
��a 1��23� �	��4�   

    
        9  مبرهنة

]0,1[ من a الحقيقيأياً يكن العدد  ]1, [∪ + وفق  Rمعرف على ال expaالتابع ف، ∞
exp ( ) x

a x a= على  اشتقاقيR لاقةويعطى مشتقه بالع exp (ln )expa aa′ ينتج من ذلك . =
1aمتزايدٌ تماماً في حالة  expaأنّ  0، ومتناقصٌ تماماً في حالة < 1a< <.  

  الإثبات
)لمّا كان  )exp ( ) u x

a x e= حيث ( ) lnu x x a=.  كان وu  ّعلى اً اشتقاقي R ومشتقه ( ) lnu x a′ = ،
  أنّ و  Rعلى  اشتقاقيexpa   أنّ ، 6استنتجنا من المبرهنة 

exp ( ) (ln )exp ( )a ax a x′ =  
  .R من xأياً يكن 

0xaولمّا كان  expإشارة ، كانت < ( )a x′  مماثلة لإشارةlna. إذن  
1aفي حالة   � >، ln 0a    .Rمتزايد تماماً على  expa،  فالتابع <
0في حالة و   � 1a< <، ln 0a    .Rمتناقص تماماً على  expa، فالتابع >

5....2 . . . . �
�*�� ���� 0�	
�� �	
�a  +,-+∞  +,-�−∞  � � �&��� 15$  6	�  

0expولنلاحظ أنّ  .aCبالرمز  expaنرمز إلى الخط البياني للتابع ل (0) 1a e=  aC، فالخط البياني  =
  .A(0,1)النقطة بيقطع محور التراتيب 
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1a حالة >  
 لدينا ∞−في جوار  �

lnlim lim 0x x a

x x
a e

→−∞ →−∞
= =  

في  aCارب للخط ومحور الفواصل مستقيم مق
  . ∞−جوار 

 لدينا ∞+في جوار و  �
lnlim limx x a

x x
a e

→+∞ →+∞
= = +∞  

. ومنه Rمتزايد تماماً على  expaالتابع  �
  جدول التغيرات الآتي:

exp 0a

x −∞ +∞

+∞ր
  

0 حالة 1a< <  
 لدينا ∞−في جوار  �

lnlim limx x a

x x
a e

→−∞ →−∞
= +∞=  

 لدينا ∞+وفي جوار  �
lnlim lim 0x x a

x x
a e

→+∞ →+∞
= =  

في  aCومحور الفواصل مستقيم مقارب للخط 
  .∞+جوار 

. ومنه Rمتناقص تماماً على  expaالتابع  �
  جدول التغيرات الآتي:

exp 0a

x −∞ +

+∞

∞

ց
  

 

  : aلعدد الموافقة لعدّة قيم ل aCالخطوط البيانية نجد في الشكل 
  

  

3....5....      7����  
. عرّفنا في وحدة التابع اللوغاريتمي التابع 1موجب تماماً ومختلف عن  a في حالة عدد حقيقي ����

loga  المعرّف على∗
+ℝ  وفق الصيغةln

log ( )
lna

x
x

a
 aبالأساس لأسي فما العلاقة مع التابع ا، =

 ؟expaالذي رمزنا إليه 
0xفي الحقيقة، أياً كان  lnكان  < log ( ) lnexp log ( ) aa x x

a a x e e x= = من  x. وفي حالة �=

ℝ  لدينا( )(ln )1 1
log exp ( ) ln (ln )

ln ln
a x

a a x e a x x
a a

= = =�.  

xO

y

1

2
C

3
C

1/2
C

3/4
C
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فخطاهما البيانيان متناظران بالنسبة إلى  ،logaهو التابع العكسي للتابع  expaمما سبق أن نستنتج 
yالذي معادلته  ∆ ع الأوّلمنصّف الرب x=.  

10expبوجه خاص، التابع  : 10xx   .logهو التابع العكسي للتابع اللوغاريتمي العَشري  ֏

خاصّة تناظرية مهمة هي الخاصة الآتية: إنّ الخطين  هناك ����
  ن بالنسبة إلى محور التراتيب. امتناظر  aC/1و aCنيين البيا

   في الحقيقة:
2ln ( )( ln ) ln(1/ ) (1/ )x x a x a x a xa e e e a− − − −= = = =.  

)ظيرة النقطة فن , )xM x a  منaC حور التراتيب هي بالنسبة إلى م
)النقطة  ,(1/ ) )xM x a −′   .aC/1من  −

  دراسة تابع  
)وفق  Rالمعرف على  fادرس تغيرات التابع  ) 2xf x x=   .Cياني ، وارسم خطه الب⋅

  
lnاستناداً إلى التعريف، لدينا 2( ) xf x xe=  عند كل عدد حقيقيx.   

)لدينا  ∞−في جوار  ���� )1
( ) ( )

ln2
u xf x u x e=  حيث( ) (ln2)u x x= ولما كان . 

lim ( )
x

u x
→−∞

= limو ∞− 0u

u
ue

→−∞
=  

limاستنتجنا أنّ  ( ) 0
x

f x
→−∞

  .∞−في جوار  Cمحور الفواصل مقارب للخط ، و =

limلدينا  ∞+في جوار  ���� ( )
x

f x
→+∞

= +∞. 

  لديناو  Rي على اشتقاق fالتابع  ����
ln 2 ln2 ln2( ) ln2 (1 ln2) 2 (1 ln2)x x x xf x e x e e x x= + × = + = +′.  

)إشارة إذن  )f x′  1تماثل إشارة ln2x+  1عند فقط الذي ينعدم

ln2
x =   هذا الحل . وعند −

1
ln2

ln2
1 1 1

ln2 ln2 ln2
f e

e

− ×  −− = − =  
  

 :fجدول تغيرات  ����
1

ln2

1
ln2

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

−

−

−∞ +∞

− +

+∞

′

é ç

  

  الحل

 مثال

xO

y

1

a
C1/a

C

MM'

xx−

x

y
C

O
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   تَدربْ 

 كتابة كل من العددينبسّط   �
1

ln 33A
−

و  =
1

ln 42B =.  

  حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة:  �
2 1 1

2

3 4 3 4 7 3

2 1 1
5 5 4

3 32 1

x x x x x

xx
x x

x

+ −

−

= =

    +

� � �

	 
 �

>

< < >

  

  المعطاةات والمتراجح تحل كلاً من المعادلافيما يأتي  �
� 14 2 3 0x x ++ − 14، و= 2 3 0x x ++ − ≤.  
� 12 10 2 12 0x x+ − × + 12، و= 10 2 12 0x x+ − × + ≥.  
� 13 2 3 7x x+ −+ × 13 و، = 2 3 7x x+ −+ × ≥.  

2وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن � 2( ) 2x xf x −=.  
  .fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

  الآتية: جد التابع المشتق لكلٍ من التوابع �

2ln( ) ( ) 3 ( )x x xf x f x f x xπ= = =� � �.  

  جملة المعادلتين:  Rحل في   �
3 3 9

3

(1)

3 ( )3 24

x y

x y

× =

+ =
  

�   0إذا علمت أنa 0bو  < lnيح أن ، فهل صح < lnb aa b= ؟  

)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) 2 xf x x −=   وارسم خطه البياني. fات ادرس تغير  .⋅

)2وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   � ) 4 2x xf x += −.  
  ونظم جدولاً بها. fات ادرس تغير  �
  .Cارسم  �

)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) (1 ) 2xf x x= −   .وارسم خطه البياني fات ادرس تغير  .×
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  بسيطة معادلات تفاضلية 

1....6....    7�4�8� �+
+"   
) المعادلة التفاضلية Iعلى مجال  نحُل أن  )0 ,a y ay′ ، هو أن نعثر على yبالتابع المجهول  ≠=

)، العلاقة Iمن  x، والتي تُحقّق في حالة Iالاشتقاقية على  fجميع التوابع  ) ( )f x af x′ . يُسمّى =
yدلة التفاضلية مثل هذا التابع حلاً للمعا ay′ =.  

6....2....     ��4��9� ّ;<y ay=′  ���< =0a ≠  

    
        10  مبرهنة

)إنّ حلول المعادلة التفاضلية  )0 ,a y ay′ :، هي التوابع ℝعلى  ≠= ax
kf x ke֏  حيثk 

  عدد حقيقي.

  الإثبات
  هو حل للمعادلة التفاضلية لأنّ  kfتابع من النمط  من الواضح أولاً أنّ كلّ 

( ) ( )ax
k kf x ake af x′ = =  

:يُحقّق المعادلة التفاضلية، ولنعرّف  ℝمعرّفاً على  fوبالعكس، لنتأمّل تابعاً  ( ) axg x f x e−֏دئذ . عن
  ما يأتي: يكون لدينا

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0ax ax axg x f x e f x a e f x af x e− − −′ ′ ′= + − = − =  
إلى قيمة هذا الثابت استنتجنا  kلأنّ مشتقه معدومٌ عليها، وإذا رمزنا بالرمز  ℝتابعٌ ثابتٌ على  g إذن
)أنّ  ) ( )ax

kf x ke f x= =.  

    
          نتيجة

0أياً كان  0( , )x y  ٌفيوجد حلٌ وحيدf  معرّف علىℝ  للمعادلة التفاضلية( )0 ,a y ay′ =≠ ،
0يحقّق  0( )f x y=.  

  الإثبات
:، هو من النمط المعطاةللمعادلة التفاضلية  fإنّ أي حلّ في الحقيقة،  axf x ke֏ بقي أن نُعيّن قيم ،

k  0التي تجعل 0( )f x y= 0، أي
0

axke y=  0أو
0

axk y e−= ّقيمة واحدة للعدد . وهنا نجد أنk 
)0وفقط واحدة هي التي تحقّق المطلوب إذن  )

0: a x xf x y e   هو الحلّ الوحيد المنشود. ֏−
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        11  مبرهنة

)إنّ حلول المعادلة التفاضلية  ),0, yba ay b′ =≠ ∈ +ℝ  علىℝهي التوابع ،  

: ax
k

b
g x ke

a
−֏  

  عدد حقيقي. kحيث 

  الإثبات
yهو حل للمعادلة التفاضلية  kgمن الواضح أولاً أنّ كلّ تابع من النمط  ay b′ =   لأنّ  +

( ) ( )ax
k k k

b
g x ake a g x ag b

a

 ′ = = + = +  
  

:يُحقّق المعادلة التفاضلية، ولنعرّف  ℝمعرّفاً على  gوبالعكس، لنتأمّل تابعاً  ( )
b

f x g x
a

+֏ .

  ما يأتي: xدئذ يكون لدينا في حالة عدد حقيقي عن
( ) ( ) ( ) ( )f x g x ag x b af x′ ′= = + =  

yحل للمعادلة  fإذن  ay′ axx، فهو إذن من الشكل = ke֏  حيثk  عددٌ حقيقي، أو

( ) ( )ax
k

b
g x ke g x

a
= − =.  

 
   تَدربْ 

  : حلّ المعادلات التفاضلية الآتية �
2 0 3

2 3 0 3 5

y y y y

y y y y

′ ′+ = =

′ ′+ = =

� �

� �
  

  في كلّ حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى:  �
� 2y y′ (0)يحقق الشرط  fوالحل ، = 1f =.  
� 5 0y y′ + )للحل يمر بالنقطة  Cوالخط البياني  ،= 2,1)A −.  

� 2 0y y′ + 1ي للحل يساوي من الخط البيان −2وميل المماس في النقطة التي فاصلتها ، =

2
.  

  حلّ المعادلات التفاضلية الآتية:  �
3 2 2 1

2 3 1 0 2 1

y y y y

y y y y

′ ′+ = = +

′ ′+ − = = −

� �

� �
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   يجب تَمثـلُها أفكارٌ  

yة إلى المستقيم الذي معادلته متناظران بالنسب expو  lnالخطان البيانيان للتابعين  ���� x=.  
lnyفي حل المعادلة  expيساعد التابع  ���� x=  بالمجهولx :ln yy x x e= ⇔ =.  
���� xe تمه يساوي هو العدد الذي لوغاريx:ln xe x=  أياً كانx ∈ R وفي حالةٍ خاصة .

ln 1e =.  كما أنln xe x= 0 في حالةx > .  
  أساسيات التابع الأسي: ����

� xe  عددٌ حقيقي أياً يكن العدد الحقيقيx 0، وهو موجبٌ تماماً، ثم إن 1e =.  
� 1 0xe x≥ ⇔ 1و  ≤ 0xe x⇔< <.  
� exp  متزايد تماماً علىR.  
� lim 0x

x
e

→−∞
limو = x

x
e

→+∞
= +∞.  

expيساوي تابعه المشتق:  expالتابع  ���� exp′ =.  
)مجموعة تعريف التابع  ���� )u xx e֏  هي مجموعة تعريف التابع( )x u x֏.  
  يفيد في تعريف قوة حقيقية ( قد لا تكون أعداداً عادية ):  expلتابع ا ����

ln
exp( ln )

b aba b a e= = )0a bو  < ∈ R.(  
  قواعد العمليات على القوى الحقيقية منسجمة مع مثيلاتها على القوى الصحيحة.  ����

limأي ∞+في جوار  xeمهمل أمام  nxفإنّ  nكانت  مهما ����
x

nx

e

x→+∞
= +∞.  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 

����  ر أنلتبسيط عبارة أو تحليلها إلى مضاريب، تذك( )nx x ne e=.  
����  ر أنتذكue  لا ينعدم وهو موجب تماماً أياً تكن العبارةu.  
)لحل المعادلة  ���� ) ( )u x v xe e=  أو المتراجحة( ) ( )u x v xe e≥ نحل المعادلة ،( ) ( )u x v x= أو 

)(المتراجحة  ()u x v x≥.  
 ، ولذا∞+في جوار  xeمهملة أمام  xتذكر أن  أية قوة موجبة لـ ����

lim
x

nx

e

x→+∞
= limو  ∞+ 0

n

xx

x

e→+∞
=.  

  .∞+نهايات في جوار وهذا مفيد عند حساب ال
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:لحساب نهاية التابع   xf x e x−֏  نكتب ∞+عند ،( ) (1 )x

x

x
f x e

e
= ، ولأنّ −

lim 0
xx

x

e→+∞
lim، إذن = 1 1

xx

x

e→+∞

  − =  
limلمّا كان . و  x

x
e

→+ ∞
= +∞ استنتجنا أن ،

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

u، ضع ∞−للبحث عن النهايات في جوار  ���� x=  uثُم ابحث عن النهايات عندما تسعى   −
  .∞+إلى 

:لحساب نهاية التابع   xf x e x− u، نضع ∞−عند ֏+ x= limفيكون  −
x

u
→−∞

= +∞ 

)ويكون  ) uf x e u= lim. وبناءً على المثال السابق، لدينا − ( )u

u
e u

→+∞
− = ، إذن ∞+

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞.  

)في حالة  ���� )( ) u xf x e= لمعرفة إشارة ،( )f x′درس إشارة ، ا( )u x′ لأن .( )( ) ( ) u xf x u x e=′ ′ 
)و ) 0u xe >.  
����  ر أنتذكxa« )هو  « )u xe حيث ( ) lnu x x a= . التابع و( ): v xf x a֏ له في الحالة العامة ،

)تابع مشتق معطى بالصيغة  )( ) ( ) ln v xf x v x a a′ = ′ ⋅  في حالة. و اشتقاقياً  vعندما يكون  ⋅
( ) xf ax )يكون خصوصاً  = ) ln xf x a a′ = ⋅.        

  .أخطاء يجب تجنّبها 

)سالباً إلى أسٍ غير صحيح، فعلى سبيل المثال ليس للرمز  عدداً لا ترفع  ���� 2)π−  معنىً.أي  
)لا تعتقد أن مشتق التابع  ���� ) xf x a=  1هو( ) xf x x a −=′  لأنx .هو أس القوة  
����  لا تعتقد أنa b a be e e ++ =.  

  
QE
ZC  

 مثال

 مثال
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  eإحاطة العدد النيبري   

  .باستعمال متتاليات، ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات eهذا النشاط بإحاطة العدد النيبري  نهتمّ في
  eإحاطة العدد   �

[التابع المعرّف على  fليكن  [1,− )بالصيغة  ∞+ ) ln(1 )f x x x= + −.  
.a ln(1، واستنتج أنّ fادرس تغيرات التابع  � ) xx+ 1xفي حالة  ≥ > −.  

  .2اوي عدداً طبيعياً أكبر أو يس nليكن  2

.a 1تحقّق أنّ  �

n
1، وأنّ ]0,1[عنصر من  

1 n

−

+
[عنصر من   1, 0[−.  

.b   استنتج أنّ  �بالاستفادة من نتيجة  �

���� 
1 1

ln 1
n n

  +  
≤

 
1ومن ثَمّ  

1

n

e
n

  +   
≤


. 

���� 
1

ln
1 1

n

n n

   
≤ −

+ + 
1ومن ثَمّ   1

ln 1
1n n

  + ≥  + 
، وأخيراً 

1
1

1

n

e
n

+  +   
 . إذن≤

1

( )
1 1

1 1

n n

e
n n

+     + +      
≤ ≤

  
∗  

  وفق [0,1]التابعين المعرّفين على  hو gوليكن  .عدداً طبيعياً موجباً تماماً  nليكن  3
2

1

( ) 1
1! 2! !

( ) ( )
( !)

n
x

n
x

x x x
g x e

n

x
h x g x e

n n

−

+
−

  = + + + +   

= +

⋯

  

.a 1، واستنتج أنّ [0,1]على  hو gد كل من التابعين ادرس اطرا � (1) 1)(h g≥ ≥.  
.b   استنتج أنّ  �

1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! ! 1! 2! ! ( )
( )

!n n n n
e+ + + + + + + + +

⋅
≤∗∗ ≤⋯ ⋯  

  تطبيق   �

)1المتتاليتين  لنتأمّل )n nu )1و ≤ )n nv 1الآتيتين:  ≤
1

n

nu
n

 = +   
1و  1 1

1
1! 2! !nv

n
= + + + +⋯.   

3أثبت أنّ  �
0 n

n

u
e u

n n
≤ − ≤ )بالاعتماد على  ≥ )∗.  

)نتج من است 2 1أنّ  ∗∗(
0

( !)ne v
n n

≤ − ≤.  المتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد  أيe؟  

 1111 نشاط 



  

209  

            ��	
�� 
	����  
  المشار إليها.  Iعلى المجموعة  fفي كلٍ من الحالات الآتية، احسب التابع المشتق للتابع  

2

2

1/

ln

2

]0, ( ) ln , ( ) ( 2 )

1
\{0} ( ) , ( ) ( 1)

1
\{0}, ( ) , ( )

1

]0, ( ) , ( ) ln(1 )

, ( ) ln

[,

[,

( 1) , ( ) (sin cos )

x x

x x

x
x

x

x x x

x x x

I f x e x I f x x x e

I f x e I f x x x e
x

e
I f x xe I f x

e

I f x e I f x e

I f x e e I f x x x e

−

−

−

= + = = = −

= = = = − +

−
= = = =

+

= + = = = +

= = − + = =

∞

∞

+

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

ℝ ℝ

� �

� �

� �

� �

� �

   

 C  ٍهو الخط البياني لتابعf  معرفٍ علىR وفق( ) ( ) xf x ax b e−= عددان  bو aحيث  ،+
  اعتماداً على ما تجد في الشكل: . حقيقيان

  .bو aاحسب قيمة كلٍ من  �
)احسب  � )f x′ي النقطة ت، واستنتج إحداثيA للقيمة  الموافقة

  .fالكبرى للتابع 
  .∞+في جوار  Cأثبت أن محور الفواصل مقارب للخط  3

  . ثمُّ استنتج رسم الخط البياني لكلٍ من التوابع الآتية:expللتابع الأسي  Cارسم الخط البياني   
: |1 | : 1 : 2x x xh x e g x e f x e− − −֏ ֏ ֏� � �   

1وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن    
( )

1 x
f x

e
=

+
.  

   ؟عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه fما نهاية  �
  .Cوارسم  fادرس تغيرات  �

3g  هو التابع المعرف علىR  1وفق
( )

1 x
g x

e−
=

+
 أثبت أن .( ) ( )g x f x= ، ثم استنتج −

  . Cانطلاقاً من  gرسم الخط البياني للتابع 

، dيقبل مُقارباً مائلاً  Rعلى  المعطى f للتابع Cفي الحالات الآتية بيّن أنّ الخطّ البياني   
  .dعيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 

2( ) 2 ( ) 1 4 ( ) 1x x xf x x xe f x x e f x x e− −= + + = + + = − +� � �  

  5 

  4 

  2 

  3 

  1 

C

x

y

2

2−

O

A
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)بالصيغة  Rعلى المعطى  f للتابع Cبيّن أنّ الخطّ البياني   ) ln(3 )xf x e= يقبل خطين  +
  يُطلب تعيينهما. أحدهما أفقي والآخر مائلمقاربين 

2وفق  Rالمعرف على  f لتابعالخط البياني ل C ليكن  3
( )

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
.  

2yالذي معادلته  1dلماذا المستقيمان  � 3yادلته الذي مع 2dو = =   ؟Cمقاربان للخط  −
  ونظم جدولاً بها. f ادرس تغيرات �
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  3
  .Cو Tو  2dو  1dثمُ ارسم في معلم متجانس  .Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  �

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن   ) ( 1) xf x x e= ادرس نهايات التابع  .−
f   عند أطراف مجموعة تعريفه، وادرس تغيراتf  م جدولاً بها، ثمُّ ارسمونظC.  

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن   ) xf x e x= −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
yالذي معادلته  dالمستقيم بيّن أنّ  � x=   ؟ Cمقارب للخط  −
  .Cو d ارسم ثمونظم جدولاً بها،  fادرس تغيرات 3

4وفق  Rالمعرف على  f البياني للتابعالخط  Cليكن  
( ) 1

1x
f x x

e
= − +

+
.  

  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار   Cمقارب مائل للخط  −
dأثبت أن المستقيم  3 3yدلته الذي معا ′ x=   .∞−في جوار   Cمقارب مائل للخط  +
  .ونظم جدولاً بها f ادرس تغيرات �
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  �
dو  dثمُ ارسم في معلم متجانس  .Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  �   .Cو Tو ′

)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن    ) 2 2xf x e x= − −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
  بها. جدولاً ونظم  f ادرس تغيرات �
)أن للمعادلة  �استنتج من  3 ) 0f x   جذرين، أحدهما يساوي الصفر.  =
)نرمز إلى الجذر الآخر للمعادلة  � ) 0f x 2. أثبت أنα بالرمز = α− << −1.  
) إشارةادرس  � )f x تبعاً لقيم x.  
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    لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� 
	�	�  

بالترتيب. أَيقبل هذان  lnوغاريتمي لوال expالخطان البيانيان للتابعين الأسي  LC و EC ليكن
  الخطان مماسات مشتركة ؟

   نحو الحلّ   ��

ثم لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم  LC و ECلنرسم الخطين    �
  مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟

)في النقطة  ECيمس  ETاً لنتأمّل مماس   � , )aA a e ًومماسا ،LT  يمسLC  في النقطة( , ln )B b b ،
0b  ETالتي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمان  bو aعلى  . ثم لنبحث عن الشروط<
  .LTو
0xاكتب بالصيغة  .1 yα β γ+ +   .LT تقيموأخرى للمس ETمعادلةً للمستقيم  =
  أثبت إذن أن العبارتين الآتيتين متكافئتان: .2

ab  �منطبقان        LTو  ETالمستقيمان  � e−=  1و

1
a a

e
a

− −
=

+
   

1ق يحقّ  aعدد حقيقي يبقى علينا معرفة إن كان ثمة    �

1
a a

e
a

− −
=

+
هذه المعادلة جبرياً. . لا تُحل 

}\على  معرفال f تابعهذا يدفعنا للتفكير بدراسة ال 1}−R 1وفق  �
( )

1
x x

f x e
x

− −
= −

+
.  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  .1

)استنتج أن للمعادلة  .2 ) 0f x  .2aو 1a ين فقطحلّ  =
 أثبت أنّ  .3

1
( ) ( ) 0

1
xx

f x e f x
x

+
− + ⋅ =

−
,1}في حالة   1}x ∉ −  

1ثمُّ بين أنّ  2a a= −.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  ������ ��	�  

,0[المعرّف على  Pαعدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع  αليكن  بالصيغة  ∞+]
( )P x xα

α=.  
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   نحو الحلّ   ��

)lnتذكّر أنّ    � ) xP x eαα )من النمط  Pαفالتابع  = )u xx e֏  حيثn( l) xu x α=.   
  .Pα، واستنتج جهة اطراد u، جهة اطراد التابع αتِبعاً لإشارة عيّن،  .1
0αوبيّن أنّه في حالة  .عند طرفي مجموعة تعريفه Pαنهاية  αتِبعاً لإشارة ادرس  .2 يمكننا  <

(0)أن نعرّف  0Pα ]فنحصل على تابع مستمرّ على  = 0,   في هذه الحالة. ∞+]
  .Pαاشتقاقية التابع لندرس   �

,0[اشتقاقي على  Pαأثبت أنّ  .1 1Pوأنّ  ∞+] Pα αα −
′ أن نكتب أو كما جرت العادة  =

1( )x xα αα −′ =. 
نّ  .2 0نفترض أ 1α< (0) . وأنّنا عرّفنا في هذه الحالة> 0Pα . احسب نهاية نسبة التغير =

( ) (0)
( )

P x P
x t x

x

α α−
 عند الصفر. ماذا تستنتج ؟ ֏=

1أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ  .3 α< . 
P أثبت  � P Pα β αβ=� 1. وبوجه خاص/P α  هو التقابل العكسي للتابعPα.  في حالة عدد

 nx/1، ونرمز عادة إلى nمن المرتبة  تابع الجذر nP/1التابع  نسمّي n طبيعي موجب تماماً 
nبالرمز 

x ،فيكونn
x x֏  التقابل العكسي للتابعnx x֏  0[المعرّفين على المجال, [+∞.  

  مقارنة تابع القوّة بالتابعين الأسّي واللوغاريتمي.   

0αأثبت أنّه في حالة  .1 ln يكون  <
lim 0

x

x

xα→+∞
)و     = )

0
lim ln 0
x

x xα

→
=. 

0αأثبت أنّه في حالة  .2 lim يكون  <
x

x

e

xα→+∞
= )و   ∞+ )lim 0x

x
x eα

∞

−

→+
=.  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

      إلى الأمام قدُُماً 
  

  حل كلاً من المعادلات أو المتراجحات الآتية:     

3 2 2 2 2 2

3 1 2 1 1

2

2 1 2

1
1 2

1
( 1) 4 5

1 2
4 5 0

1 2
3 2 0

x
x

x x

x x x x x

x x
x x x

x x

x x

e e
e e

e e
e e e e e e

e e
e e e

e e

e e e

−

+ −

+ + +

+

−
+ = + = −

−
− − = + ≤

− −
+ − =

+ +
− + =

�

<

5 1

6

7 3

4
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  د الحل المشترك لجملة المعادلتين.في كل حالة آتية، ج  

4

2
3 2

1 11 1

3 2 0 2 2 4

x y x y

x y
x y

x y e e e e
ee

e e e xy e e e
+

    + = = − = 
  
  − − =  = − + = +   

3 2 1  

1وفق  Rالمعرف على   f  الخط البياني للتابع C ليكن  
( ) ( )

2
x xf x e e−= −.  

.a   .Cوارسم  fادرس تغيرات فردي،  fبيّن أنّ التابع  1
.b   .dوالمستقيم  Cالنسبي للخط  مبدأ، وادرس الوضعفي ال Cللخط  dاكتب معادلة المماس  1
.a )عدداً حقيقياً. أثبت أن للمعادلة  mليكن  2 )f x m=  حلاً وحيداً فيR ليكن .α  هذا

  الحل.
.b )أثبت أن المعادلة  1 )f x m=  2تكافئ 2 1 0x xe me− − = ثم استنتج أن ،

2ln( 1)m mα = + +.  

R{0}\المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   )وفق  � ) ln| |xf x e x=  g. وليكن +
)وفق  �Rالتابع المعرف على  ) 1xg x x e= +.  

)واستنتج إشارة  gادرس تغيرات  � )g x

x
R{0}\على   �.  

  .Cوارسم الخط  fادرس تغيرات  �
)أثبت أن المعادلة  3 )f x m=  تقبل حلّين مختلفين أياً يكنm�  منR.  

)2لمعرف وفق ا fالخط البياني للتابع  Cليكن    ) ln( 1)x xf x e e= − +.  
  ق من كلٍ من المقولات الآتية: تحقّ  �

.a 1 f  ّف على معرR�.  
.b ) يكتب 1 )f x  2بالصيغة( ) 2 ln(1 )x xf x x e e− −= + − +.  
.c 2yالذي معادلته  dالمستقيم  1 x=  مقارب مائل للخطC.  
.d   موازياً محور الفواصل. ∆ ماساً وحيداً يقبل م Cالخط  1

  جدولاً بها.ونظّم  fادرس تغيرات  �
  منه. 0في النقطة التي فاصلتها  Cللخط البياني   Tاكتب معادلة المماس  3
  في المعلم ذاته. C، ثم ارسم Tو ∆و dكلاً من ارسم  �
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*التابع المعرف على المجال  f ليكن  
+ℝ  وفق( ) (3 ln )xf x e x−= +.   

:ادرس تغيرات  � ( )xg x e f x′֏.  
  .fت استنتج دراسة تغيرا �

R{1}\المعرف على   f ادرس تغيرات التابع    1بالصيغة   �
( ) exp

1

x
f x

x

 + =   − 
وارسم خطه  

  البياني.

)وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن   ) ln( 1)xf x e−= +.  
.a   مقاربات غير مائلة؟ C. هل يقبل الخط ∞+وعند  ∞−عند  fجد نهاية  1
.b 1  أثبت أن( ) ln( 1)xf x x e= − + +.  
.c   . ∞−، في جوار dيقبل مقارباً مائلاً، وليكن Cاستنتج أن الخط  1
  .Cثم  dارسم في معلمٍ واحد ثمُّ  ونظم جدولاً بها. f ادرس تغيرات 2
. أثبت أنC و Bو Aعلى التوالي بالرموز  −1و 1و 0التي فواصلها  Cاط نرمز إلى نق 3

)يوازي المستقيم  Aفي  Cمماس  )BC.  

 �� �! �"  

1نتأمّل التابعين  : xf x e֏ 2و : xf x e−֏ 1، وخطاهما البيانيانC 2وC  في معلمٍ متجانس
( ); ,O i j
� )المستقيم المرسوم من يقطع . � , 0)A m 1 الخطين موازياً محور التراتيبC 2وC  فيM 

  . بالترتيب.Nو
  .2Cو 1Cارسم  �
معادلةً لكل من  اكتب  .بالترتيب Nو Mفي  2Cو 1Cإلى مماسي  2Tو  1Tالرمزين ب نرمز �

1T  2وT. واستنتج  1أنT  2وT ن.اامدمتع  

2هما ، 2Tو 1Tنقطة تقاطع ، Pي تأثبت أن إحداثي 3
,

m m

m m m m

e e
m

e e e e

−

− −

 −  −   + + 
.  

]صف القطعة منت Iلتكن النقطة  4 ]MN.  
.a   .I، إحداثيي النقطة m احسب، بدلالة 1
.b   .R في mعندما تتحول  Iالمحل الهندسي للنقطة  Γجد  1
.c   .2Cو 1Cفي المعلم الذي رسمت فيه الخطين  Iارسم مجموعة النقاط  1
.a IP، مركبات الشعاعين m احسب، بدلالة 5

����
APو 

����
.  

.b )استنتج أن المستقيم  1 )IP  مماس للخطΓ  في النقطةI الطول وأن ،AP .ثابت  
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)0ابحث عن نهاية كلٍ من المتتاليات   )n nu   الآتية: ≤

2

2

2

1 12
1

1/

1
ln(2 )

(1 ) 3

1
1 ( 1)

n n
n

n n n n

n

n n n
n n n

e e
u e u u

n e

u u n e u e
n

−
−

−

− −

+
= + = =

+ +

 = + = − =  

� � �

	 
 �

  

 �#��$� %� &'�$� n  

)2التابع المعرف وفق  fليكن  ) ( 1) xf x x x e= + f(1)ولتكن  .− f= f(2)و  ′ f  f(3)و =′′
)و ⋯و )nf  الية للتابع و تقات المتالمشf ( 1)n ≥.  
)(1)احسب  � )f x  (2)و( )f x.  

.a 2  أثبت أن( ) 2( ) ( )n x
n nf x x a x b e= + 1مع  + 2n na a+ = 1nو  + n nb b a+ = +.  

.b 2  استنتج أنna  وnb .أعداد عادية  
  . nبدلالة  nbو  naفي هذا السؤال نريد كتابة  3

.a )أثبت أن المتتالية  2 )na  حسابية. استنتج كتابةna  بدلالةn.  
.b 2  1تحقق من أن 2 2 1n n nb a a a a− −= + + + )أياً يكن ( ⋯+ 1n ثم استنتج كتابة  ≤

nb  بدلالةn.  

 �()*	+� ��,	-�  

)لتكن  � )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y′ + ). عيّن جميع حلول = )E.  
)لتكن  � )E 22المعادلة التفاضلية  ′ 3 1y y x′ + = +.  

.a )يُحقّق المعادلة  fمن الدرجة الثانية  عيّن كثير حدود 2 )E ′.  
.b )حلاً للمعادلة  gبيّن أنّه إذا كان  2 )E gكان  ′ f−  حلاً للمعادلة( )E ،وبرهن بالعكس ،

gأنّه إذا كان  f−  حلاً للمعادلة( )E  كانg  حلاً للمعادلة( )E ′.  
.c )فاضلية استنتج جميع حلول المعادلة الت 2 )E ′.  

)نتأمّل المعادلة التفاضلية   )E : 3 2 xy y e−′ + =.  

xxليكون التابع  aعيّن العدد  � ae−֏  حلاً للمعادلة التفاضلية( )E.  
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التابع . نعرّف ℝتابعاً اشتقاقياً على  g، وليكن �العدد الذي وجدناه في  aليكن  �
: ( ) xh x g x ae−−֏  أثبت أنّ التابعg  ٌللمعادلة التفاضلية حل( )E إذا وفقط إذا كان ،

h  ًللمعادلة التفاضلية حلا( )F  :3 0y y′ + =.  
)حلّ المعادلة التفاضلية  3 )F مجموعة حلول ، واستنتج( )E.  

  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  n ليكن 

.a 1الآتية:  (1)حلّ المعادلة التفاضلية  �
0y y

n
′ − =.  

.b 1الآتية:  (2)المعادلة التفاضلية نتأمّل  � 1

( 1)

x
y y

n n n

+
′ − = −

+
 bو aعيّن عددين  .

)ليكون التابع  )x g x ax b=   .(2)حلاً للمعادلة  ℝالمعرّف على  ֏+
.c� hيلزم ويكفي أن يكون  (2)حلاً للمعادلة  ℝمعرّف على  hأثبت أنّه ليكون تابع  � g−  

  . (1)حلاً للمعادلة 
.c�   .(2)استنتج من ذلك حلول المعادلة  �
.c
 (0)التي تحقق  fومن بينها عيّن تلك الحلول  � 0f =.  

)/بالعلاقة  ℝالمعرّف على  nfنتأمّل التابع  � ) 1
1

x n
n

x
f x e

n
= + −

+
.  

.a nfادرس إشارة  3  nfأثبت على الخصوص أنّ التابع  .nf، واستنتج جدول تغيرات التابع  ′
  موجبة تماماً يطلب تعيينها. Mيبلغ قيمة كبرى 

.b . nd. أعطِ معادلةً للمستقيم ndيقبل مُقارباً مائلاً  nfللتابع  nCأثبت أنّ الخط البياني  3
  .2Cو 2dوارسم كلاً من 
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  والتوابع الأصلية التكامل
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+

+

+

ة تفيد في العديد من ا&الات التطبيقية والبحتة، في التكامل أداة ر�ضياتية �مّ 

كننا انطلاقاً من يم لمؤثرة في نقطة مادية بدلا6 الزمن، فنا القوّة االميكانيك، إذا عرّ 

عتها يمكننا معرفة سر  كامGمالمبدأ الأساسي في التحريك معرفة تسارعها، وAٕجراء 

  يمكننا معرفة موضعها بدلا6 الزمن. ىخر أ  كامGبدلا6 الزمن، ثمُّ Aٕجراء م

مساحة سطحه Aٕجراء تكامل نعينّ مركز ثقل جسم وعزم عطالته حول محور و 

وحجمه. وAٕجراء تكامل نحسب عمل قوّة متغيرة تنتقل على مسار، وAٕجراء تكامل 

  نحلّ العديد من المعادلات التفاضلية التي تصف العديد من الظواهر الفيز�ئية.

سـنعتمد في دراسة التكامل مُقاربة سهG تستند إلى مفهوم التوابع الأصلية؛ حساب 

المعُاكسة لحساب المشـتق، فكما نحصل على سرعة متحرك  التابع الأصلي هو العملية

على مسار مسـتقيم Aشـتقاق zبع موضعه نحصل على zبع الموضع بحساب التابع 

  الأصلي لتابع السرعة.

إنّ إحدى أهم إنجازات هذه النظرية في القرن التاسع عشر إثباتها وجود zبع أصلي 

عني Aلضرورة إمكان حساب هذا التابع لكل zبع مسـتمر على مجال، Aلطبع هذا لا ي

2xxالأصلي بدلا6 التوابع المالٔوفة الأخرى، فمثلاً يوجد للتابع  e−֏ بع أصليz Φ  

 التوابع بدلاΦ 6يمكن التعبير عن  لالالالاة ولكن نبرهن أنهّ يعلى مجموعة الأعداد الحقيق 

  وجدولتها. Φلم يمنعنا هذا من حساب قيم  ،، ومع ذ�المالٔوفة
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        التوابع الأصلية    

1.1 . . . .����� ������        

    
        1  تعريف

إذا  Iعلى المجال  fللتابع  تابعٌ أصليF  إن التابعَ  . نقولIتابعاً معرّفاً على مجالٍ  f ليكن
)كان و  Iعلى  اشتقاقياً  Fوفقط إذا كان  ) ( )F x f x′   .Iمن  x في حالة =

  
���� : 2 3F x x :أصلي للتابع  تابعٌ  ֏− 2f x   .R على ֏
���� 3: 1F x x :2أصلي للتابع  تابعٌ  ֏+ 3f x x֏ على R.  

���� 1:F x
x

أصلي للتابع  تابعٌ  ֏
2

1
:f x

x
,0[ على ֏− [، وكذلك على ∞+] , 0[−∞.  

���� : lnF x x֏  ٌ1أصلي للتابع  تابع
:f x

x
,0[ المجال على ֏ [+∞.  

���� : ln( )F x x−֏  ٌ1أصلي للتابع  تابع
:f x

x
[ المجال على ֏ , 0[−∞.  

���� 2 11
: 3

2
xF x e − 2أصلي للتابع  تابعٌ  ֏+ 1: xf x e [ المجال على֏− , 0[−∞.  

إنّ معرفة تابعٍ أصلي لتابع على مجال كافٍ لمعرفة جميع التوابع الأصلية لهذا التابع على هذا 
  المجال. وهذا ما توضحه المبرهنة الآتية:

    
        1مبرهنة  

  عندئذ ،Iالمجال  على fتابعاً أصلياً للتابع  Fوليكن  .Iتابعاً معرّفاً على مجالٍ  fليكن 
:كل تابعٍ  1 ( )G x F x k+֏ حيث ،k  هو تابعٌ أصلي ، ابع للت ثابتٌ حقيقيf.  
)من الصيغة ، هو Iالمجال  على، fللتابع  Gتابعٍ أصلي  ي أ � ) ( )G x F x k=  kحيث  +

  ثابتٌ حقيقي.
المجال  على، معرّف fللتابع  G، فيوجد تابعٌ أصلي وحيدٌ ℝمن  0yو  Iمن  0xأياً كان  �

I،  0ويُحقّق 0( )G x y=.  
  

 مثال
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  الإثبات
Fوكان  Iاشتقاقياً على  Fإذا كان  1 f′ وأنّ  Iاشتقاقي على  G، كان من الواضح أنّ =

G f′ =.  
  تنتجنا أنّ اس Iعلى  fتابعاً أصلياً للتابع  Gوبالعكس، إذا كان  �

( ) 0G F G F f f′ ′ ′− = − = − =  
Gفالتابع  F−  تابعٌ ثابتٌ علىI فإذا رمزنا إلى هذا الثابت بالرمز لأنّ مشتقه معدوم على هذا المجال ،

k .تحققّت الخاصة المطلوبة  
0بالشرط  kتؤول المسألة إلى تعيين الثابت  � 0 0( ) ( )y G x F x k= =   أي +

0 0( )k y F x= −  
0فالتابع  0: ( ) ( )G x F x F x y− الذي يُحقق  Iعلى المجال  fهو التابع الأصلي الوحيد للتابع  ֏+

0 0( )G x y=.  

)في معلم متجانس   , , )O i j
� :الخط البياني للتابع الأصلي  Cإذا كان  ،� ( )F x F x֏  للتابع

f أسمينا ،C  ًللتابع  منحنياً تكاملياf وعندئذ ينتج المنحني التكاملي ،kC  الموافق للتابع الأصلي
: ( )kF x F x k+֏  للتابعf  منC  بانسحاب شعاعهk j

� .  

  

3 التابع 2:F x x x−֏  ٌ2أصلي للتابع  تابع: 3 2f x x x−֏ على 
R المنحني التكاملي . يُبيّن الشكل المجاورC  للتابعf  الذي يمر بالمبدأ

(0,0)O،  ومنحنياً تكاملياً آخرkC  ينتج من الأول بانسحاب شعاعهk j
�.  

  

  

1xالذي ينعدم عند عيّن التابع الأصلي  :2ع للتاب = 3 1f x x x−   .ℝالمعرّف على  ֏+

  
3من السهل التيقن أنّ  21

2
: x xxF x− ، إذن يأخذ كل تابع ℝعلى  fتابع أصلي للتابع  ֏+

3الصيغة  Gأصلي آخر 1
2

2( )G x kx x x−= + ثابتٌ حقيقي. التابع الأصلي المنشود  kحيث  +
1xينعدم عند  k  :3وهذا يفيد في تعيين قيمة الثابت  = 1 3

2

2

2
0 1 1(1) 1G k k= = + + = +− ،

1أي  3
2

2

2

3( )G x x x x= − +   هو التابع الأصلي المطلوب. −

  الحل

 مثال

 مثال

C

kC

kj
�

j
�

i
�

x

y
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2.1 . . . .	
���
� 	�����        

تُعد المبرهنة الآتية المبرهنة الأساسية في نظرية التوابع الأصلية، ولكن إثباتها خارج عن إطار هذا   
  الكتاب.

    
        2مبرهنة  

  .Iعلى  fللتابع  F يوجد تابع أصلي . عندئذ Iعلى مجال  مستمراً تابعاً  fليكن   

  تابع اللوغاريتم النيبري  

1ع الأصلي الوحيد للتابع بأنّه التاب lnتذكّر أنّنا عرّفنا 
x

x
*على  ֏

+ℝ  1الذي ينعدم عندx =.  

  تابعٌ أصلي إثبات أنّ تابعاً   

2أثبت أنّ التابع  1
:

3
F x x x֏  0]المعرّف على, f:تابعٌ أصلي للتابع  ∞+] x x֏ 

,0[على المجال المفتوح  [+∞.  
f:تابعاً أصلياً للتابع  F يكونأَ  � x x֏  0]على,   ؟∞+]

  
,0[اشتقاقي على  Fأنّ علينا التحقّق  1 )وأنّ  ∞+] ) ( )F x f x′ ,0[من  xفي حالة  = [+∞. 

xالتابعان  x֏ وx x֏  0[اشتقاقيان على المجال,   ، فجداء ضربهما كذلك ومنه:∞+]
2 2 1 2 1

( ) ( )
3 3 3 32

F x x x x x x f x
x

′ = + = + = =  

,0] اعتماد المناقشة السابقة في حالة المجاليمكن  لا � xلأنّ  ∞+] x֏  ليس اشتقاقياً عند
  الصفرـ لذلك نعود إلى تعريف العدد المشتق ونكتب:

( ) (0) 2
( )

0 3

F x F
t x x

x

−
= =

−
  

إذن 
0

lim ( ) 0
x

t x
→

(0)و 0اشتقاقي عند  Fفالتابع  = 0 (0)F f′ =  F. نستنتج مما سبق أنّ =

]اشتقاقي على  0, ]على  fعلى هذا المجال، فهو إذن تابع أصلي للتابع  fومشتقه  ∞+] 0, [+∞.  

  تكريساً للفهم 

  ؟Iعلى مجال  fتابعٌ أصلي لتابع  Fكيف نثبتُ أنّ تابعاً   

)وأنّ  Iاشتقاقي على  Fيكفي أن نثبت أنّ  ) ( )F x f x′   .Iمن  xأياً كانت  =

 مثال

 مثال

  الحل
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   تَدربْ 

  .Iعلى المجال  fتابع أصلي للتابع  Fق أن في كلٍ من الحالات الآتية، تحقّ  �

2

2 2

2 4

3

2 2

, , ( ) tan , ( ) tan

, ( ) cos , ( ) cos sin

1 2( 1)
0, , ( ) , ( )

1 2 1
0,1 , ( ) , ( )

( 1) ( 1)

0, , ( ) ln , ( ) ln

1,

I F x x x f x x

I F x x x f x x x x

x
I F x x f x

x x

x
I F x f x

x x x x

I F x x x x f x x

I

π π = − = − =  

= = = −

  − = +∞ = + =    

− − = = =  − −

 = +∞ = − = 

 = +∞

R

�

�

�

�

	

1
, ( ) ln(ln ), ( )

ln

1
, ( ) ln(1 ), ( )

1

, ( ) 2 , ( )

x

x

x x

F x x f x
x x

I F x x e f x
e

I F x e f x e

= =

= = − + =
+

= = =

R

R




�

�
   

  .Iعلى المجال  نفسه f لتابعلتابعان أصليان  Gو Fق أن في كلٍ من الحالات الآتية، تحقّ  �
2 2

2

2 2 2

2

2 2
5
4

2

2 2

2

7 5 3 1
1, , ( ) , ( )

1 1

1
, , ( ) ( ) tan

cos

4 2 9 2 3 7
, , ( ) , ( )

10 8 4 5

5 3 1
, ( ) ( )

2(

2 cos

1 ) 1

,, ( ) ( ) sin

x x x x
I G x F x

x x

I G x F x x
x

x x x x
I G x F x

x

x

x

x
I G x F x

x x

I G x F x x

π π

+ − + − = +∞ = =  − −

 = − + = =  

− + − − + = +∞ = =   − −
+

= = =
+ +

= = =−

R

R

�

�

�

�

	

  

  ؟ℝذاته على  fالآتيان تابعين أصليين للتابع  Gو Fأيكون التابعان  �
( ) sin(3 ) 2 sinF x x x= )3و    − ) sin 3 sinG x x x= −.  

QE
ZC  
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 بعض قواعد حساب التوابع الأصلية    

1.2.... � 	
��
� ��������  �!	"��#�� ������  

، الذي نجد فيه التابع ة التوابع المألوفة في ملء الجدول الآتيتفيدنا النتائج المعروفة عن اشتقاقيّ 
  .Iعلى المجال  fللتابع  Fالأصلي 

f.   F.  I.   ملاحظات  

x a֏   x ax֏   ℝ   a ثابتٌ حقيقي  

nx x֏  

1

1

nx
x

n

+

+
֏  ℝ  n  عدد طبيعي  

nx x֏  

1

1

nx
x

n

+

+
֏  

]0, [+∞  

] , 0[−∞   

n  عدد صحيح  
   −1أصغر تماماً من 

x xα֏  

1

1

x
x

α

α

+

+
֏  ]0, [+∞  α 1 عدد حقيقي لا يساوي−   

1
x

x
֏  

lnx x֏   

ln( )x x−֏  

]0, [+∞  

] , 0[−∞  
  

xx e֏  xx e֏  ℝ    

sinx x֏   cosx x−֏  ℝ    

cosx x֏  sinx x֏  ℝ    

2

1

cos
x

x
֏   tanx x֏  

2 2
,k kπ ππ π − + +     k عددٌ صحيح  

2

1

sin
x

x
֏  cotx x−֏  , ( 1)k kπ π +   k عددٌ صحيح  

( )x f ax b+֏   
1

( )x F ax b
a

+֏  I   0a   fتابع أصلي للتابع  F، و≠

  جدول بتوابع أصلية لبعض التوابع المألوفة
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  تقودنا العمليات على التوابع الاشتقاقية، وتعريف التابع الأصلي إلى الخواص البسيطة الآتية:

    
        3مبرهنة  

F، كان Iعلى مجال  gو fبالترتيب، تابعين أصليين للتابعين  ،Gو Fإذا كان  1 G+ 
fلتابع تابعاً أصليّاً ل g+  على المجال نفسهI.  

تابعاً أصليّاً  Fλعدداً حقيقيّاً كان  λ، وكان Iعلى مجال  fتابعاً أصلياً للتابع  Fإذا كان  2
  .Iعلى المجال نفسه  fλللتابع 

  تكريساً للفهم 

  ؟ℝكيف نجد تابعاً أصلياً لكثير حدود على   

  حد من حدوده، ثم نجمع هذه التوابع الأصلية. حساب تابع أصلي لكليكفي 

   
3وفق  Rكثير الحدود المعرف على  f ليكن 2( ) 4 6 2 3f x x x x= − + . نهدف إلى حساب −

nxان كل حدّ من النمط . لمّا كfتابع أصلي للتابع  ax֏  يقبل تابعاً أصلياً علىℝ  من النمط
1

1
na

n
x x +

+
4، استنتجنا أنّ ֏ 3 2: 2 3F x x x x x− +   .ℝعلى  fتابع أصلي للتابع  ֏−

  حساب توابع أصلية  
  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً 

2

3

2 3

2 2 2

1
, ( ) sin ,0 , ( )

3
0, , ( ) 5 , ( ) cos 5 sin

1
, , ( ) tan 0, , ( )

I f x x I f x
x

I f x I f x x x
x

I f x x I f x x
x

π π

 = = −∞ = 

 = +∞ = − = = ⋅ 

   = − + = = +∞ = −    

=ℝ

ℝ

1�


 �

� �

   

  
)3 هنا 1 )f x x−=فيكون . 

3 1 2

2

1
:

3 1 2 2

x x
F x

x

− + − −
= =

− + −
على المجال  fتابعاً أصلياً للتابع  ֏

] , 0[−∞.  

1نكتب  � 1
( ) cos2

2 2
f x x= 1، فيكون − 1 1

: sin2
2 2 2

F x x x
 −   

على  fتابعاً أصلياً للتابع  ֏

R ُكتب . ويsin2
:

2 4

x x
F x −֏.  

 مثال

  الحل

 مثال
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  نكتبكما في الحالة السابقة نستفيد من الدساتير المثلثاتية ل �

( )1 1 1
( ) sin(5 ) sin(5 ) sin 6 sin 4

2 2 2
f x x x x x x x= + − − = −  

1كون في 1
: cos6 cos 4

12 8
F x x x−   .Rعلى  fتابعاً أصلياً للتابع  ֏+


1 نكتب 
( ) 3 5f x

x
= ⋅ :، فيكون − 3 ln 5F x x x−֏  تابعاً أصلياً للتابعf  0[على, [+∞.  

3 نكتب � 2( )f x x x−= ، فيكون −
3 1 2 1

41 1
:

3 1 2 1 4

x x
F x x

x

+ − +
− = +

+ − +
تابعاً أصلياً للتابع  ֏

f  0[على, [+∞.  
)2 نكتب � ) 1 tan 1f x x= + :، فيكون − tanF x x x−֏  تابعاً أصلياً للتابعf المجال  على

2 2
,π π − +  .  

2.2.... 	$��� �����  
يلخّص الجدول الآتي حالات مختلفة لاستعمال قاعدة اشتقاق تابع مركّب في إيجاد صيغة تابع أصلي. 

  .Iهو تابع اشتقاقي على مجال  uلة التابع في كل حا

f.   F.  ملاحظات  

nu u′   

1

1

nu

n

+

+
   

n 1 يساوي عدد صحيح لا−   
1nوفي حالة كون  <    Iعلى  uيجب ألاّ ينعدم  −

u

u

′
  2 u  0u   Iعلى  <

u uα′   

1

1

uα

α

+

+   
{0, 1}α ∉ 0uو −   Iعلى  <

u

u

′
  

lnu  
ln( )u−  

0u   Iعلى  <
0u    Iعلى  >

uu e′  ue    

sinu u′  cosu−    

cosu u′  sinu    

تابعاً اشتقاقياً على مجال  uوكان  Iعلى مجال  fتابعاً أصلياً لتابع  Fبوجه عام إذا كان  
J قيمه في  ويأخذI  كان( )F u  تابعاً أصلياً للتابع( )u f u′ .  
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  حساب توابع أصلية  
  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً 

2

2 3

2

2
, ( ) , ( ) ( 2)( 4 5)

3
2 1 2 1

1, , ( ) , ( )
1 3

1
1, , ( ) , )

l

3

n

,

( x

I f x I f x x x x
x

x x
I f x I f x

x x x

I f x I f x xe
x x

= − = = = − − +
+
+ − = +∞ = = =  − − +

 = +∞ =

 ∞

=

−

=

 



ℝ

ℝ

ℝ

�


 �

� �

1

   

  
)2هنا نلاحظ أنّه إذا وضعنا  1 ) 4 5u x x x= − )كان  + ) 2( 2)u x x′ =   ومن ثَمّ  −

31
( ) ( )( ( ))

2
f x u x u x′=  

وعليه يكون 
41 ( ( ))

2 4

u x
x 2، أوℝعلى  fتابعاً أصلياً للتابع  ֏ 41

( ) ( 4 5)
8

F x x x= − +.  

)هنا نضع  � ) 3u x x= )فيكون  + )
( ) 2

( )

u x
f x

u x

′
0uولأنّ  = ,على  > [] 3I ∞ −= استنتجنا  −

)أنّ  )22 ln( 3) ln ): ( 3xF x x− − = [على  fتابع أصلي للتابع  ֏+ , 3[−∞ −.  

)2هنا نضع  � ) 3u x x x= − )وهو موجبٌ دوماً، فيكون  + )
( )

( )

u x
f x

u x

′
0uولأنّ  =  ℝعلى  <

)استنتجنا أنّ  )2ln ( ) ln 3: u x xF x x= −   .ℝعلى  fتابع أصلي للتابع  ֏+


)هنا نضع مجدّداً   ) 1u x x= )فيكون  − ) 1u x′ 1xو = u=   ومن ثمّّ  +
2(1 ( )) 1 3 ( )

( ) 2 3 2
( ) ( ) ( )

u x u x
f x

u x u x u x

′+ +
= = + = +  

0uولأنّ  ,على  < []1I = :استنتجنا أنّ  ∞+ 3 ln( ( )) 2 3 ln( 1) 2F x u x x x x+ = − تابع  ֏+
,1[على  fأصلي للتابع  [+∞.  

)2نضع  � )u x x=  فيكون( )1
( ) ( )

2
u xf x u x e′= )2، إذن ⋅ )1 1

:
2 2

u x xF x e e=֏  تابع أصلي

  .ℝلى ع fللتابع 

)نضع  � ) lnu x x=  فيكون( )
( )

( )

u x
f x

u x

′
0u، و= ,1[على  < :، إذن ∞+] ln(ln )F x x֏ 

,1[على  fتابع أصلي للتابع  [+∞.  
  

 مثال

  الحل
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   تَدربْ 

:جد تابعاً أصلياً للتابع في كلٍ من الحالات الآتية  � ( )f x f x֏  على المجالI.  
3 2

4

3

3 2

2

2 2

2

3
4

[

, 0[

[

, 1[

, ( ) 8 6 2 3

1
]0, , ( )

1 3
] , ( )

1
]1, , ( )

1 2
2 1

] , ( )
( )
4 2

]1, , ( )

5
] , ( )

4 3

3 1
]0, , ( )

2

]

[

, [

[

,2[ ( )

I f x x x x

I f x
x

I f x x
xx

I f x
x x

x
I f x

x x

x
I f x

x x

I f x
x

x
I f x

x

I f x

= = + − +

= + =

= − = + −

= + =
− +
+

= − =
+
−

= + =
−

= − =
−
+

= + =

∞

∞

∞

∞ −

∞

∞

∞

= −∞

R

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	




�

�

1
2

1

2

3 2
] , )

2
[ (,

1

x

x

x
I f x

x
∞

+
=

−
+

= + =
−

�

�

�

  

:جد تابعاً أصلياً للتابع في كلٍ من الحالات الآتية  � ( )f x f x֏  على المجالI.  

  
  

QE
ZC  

4 2

2

3
2 2

33 1
2 2

2 23

2

]0, [,

]0, [, , [

, ( ) cos , ( ) cos 3

( ) cot , ( ) cos 3 cos

( ) cot ] , ( ) tan

1
] , ( ) ] , , ( ) (2 1)

3
, [ [

3,

2

] 3 , ( ) , ( ) ( 1)
3

[

I f x x I f x x

I f x x I f x x x

I f x x I f x x

I f x I f x x
x

x
I f x I f x x x

x

π π

π

π

= = = =

= = = = ⋅

= = = =

= − =∞ ∞= + = −
−

= − = = = ⋅ +
−

R R

R

�

� �

� R

� �

� �
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   التكامل المحدد وخواصه    

1....3 . . . . $�%� ������� �����&�' (�� �)�*� ����� +   

    
        4  برهنة وتعريفم

 aوليكن  أحد توابعه الأصلية على هذا المجال،    F، وليكن Iمستمراً على مجالٍ  تابعاً  fليكن 
)العدد عندئذ لا يتعلّق  .Iعددين من  bو ) ( ) ( )

b

a
F b F a F x − =    بالتابع الأصلي المُختار

  ونرمز إليه بالرمز ،bإلى  aمن  fد للتابع التكامل المحدّ . نسمّي هذا العدد fللتابع 
b

a

f∫    أو( )

b

a

f x dx∫  

  إذن

( ) ( ) ( )

b
b

a
a

f F a F b F x
 = − =   ∫  

  .Iعلى  fللتابع  ماتابع أصلي  Fحيث 

  الإثبات
)ق يحقّ  k، وُجد عددٌ حقيقي Iعلى  fتابعاً أصلياً آخر للتابع  Gإذا كان  ) ( )G x F x k= أياً  +

  وعندئذ. kمن  xكانت 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b

a
b

a

G x G b G a F b k F a k

F b F a F x

  = − = + − −  
 = − =   

  

)فقيمة  )
b

a
F x    لا تتعلّق بالتابع الأصلي المُختار للتابعf ّد ، لذلك يمكن اعتمادها تعريفاً للتكامل المحد

  .bإلى  aمن  fللتابع 

  فَكرْ     

)عندما نكتب  ���� )
b

a
f x dx∫  فإنّ هذا المقدار لا يتعلّق بالمتحولx ولذلك يمكن أيضاً أن نرمز إليه ،

( )
b

a
f t dt∫  أو( )

b

a
f s ds∫ اء الترميز ، ومنه ج⋯أوb

a
f∫  عند غياب الحاجة لذكر صيغة قاعدة

 .f ربط التابع
:كان التابع  .Iمن  عدداً  a وكان، Iتابعاً مستمراً على مجالٍ  f إذا كان ����

x

a
F x f∫֏ 

xالذي ينعدم عند  Iعلى  fهو التابع الأصلي للتابع  Iالمعرّف على  a=. 
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1  
2

2
2

1
1

(2 1) (4 2) (1 1) 0x dx x x
−

−

 − = − = − − + =  ∫  

2  
6

6

12
12

1 1 1 1 3 1 1 3 1
(cos2 ) sin2 sin sin

2 2 3 2 6 2 2 2 2 4
x dx x

π π

π
π

  π π − = = − = × − × =
  

∫  

�  
4

4

2
2

3
3 ln( 1) 3 ln 3 3 ln1 3 ln 3

1
dx x

x

 = − = − =  −∫  


  2 2

1
1

1 0

0
0

2 1x xxe dx e e e e
 = = − = −  ∫  

2....3 . . . . $�%� ������� ,��-���� +&�' (�� �)�*� �   
  نجد في المبرهنة الآتية بعض الخواص البسيطة والمهمة من الناحية العملية.

    
        5مبرهنة  

عددٌ حقيقي.  λ، وIعددين من  bو a، وليكن Iتابعين مستمرين على مجال  gو fليكن 
  عندئذ تتحقّق الخواص الآتية:

1. ( )
b b b

a a a
f g f g+ = +∫ ∫ ∫.   

2  ( )
b b

a a
f fλ λ=∫ ∫.  

�  a b

b a
f f= −∫ ∫.  

  الإثبات

F، كان Iعلى  gو fبالترتيب تابعين أصليين للتابعين  Gو Fفي الحقيقة، إذا كان  1 G+  ًتابعا
fأصلياً للتابع  g+  ّومن ثَم  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b b

aa

b b
b b

a a
a a

f g F G F b G b F a G a

F b F a G b G a

F G f g

 + = + = + − +  
= − + −

   = + = +      

∫

∫ ∫

  

  ، وهذا أمرٌ نتركه تمريناً للقارئ.�و 2ونبرهن بالمثل النقطتين 

 
  على مجموع أي عدد منته من التوابع. 1يمكن بسهولة تعميم الخاصة  :  ملاحظة

 مثال
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        )Chasles(���� ���  6مبرهنة  

، عندئذ تتحقّق Iثلاثة أعداد من  cو bو a، ولتكن Iتابعاً مستمراً على مجال  fليكن 
  الخاصة الآتية: 

bc

c

b

a a
f f f+ =∫ ∫ ∫  

  الإثبات

  ، كانIعلى  fاً للتابع تابعاً أصليّ  Fإذا كان 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

c c

cc

b b

aa
bb

a a

f f F F F F a F b F

F b F

c

a F f

c   + = + = − + −      
 = − = =  

∫ ∫
∫

  

 
  .Iمن نقاط المجال  منتهٍ  على مجموع أي عددٍ  يمكن تعميم علاقة شال بسهولة :  ملاحظة

  دةحساب تكاملات محدّ   
 دل المحدّ احسب التكامحالة من الحالات الآتية،  في كل I:  

/6 1

2 3

/12 1

2 2

2

0 0

cos ( 1)

2
1

3

I xdx I x dx

I dx I x dx
x

π

π −

= = +

= = −
−

∫ ∫

∫ ∫

�


 �

1

   

  
3يُكتب بالصيغة  fأنّ التابع المُكامَل  نلاحظ 1 3/2( ) ( 1) ( 1)f x x x= + = فله تابعٌ أصلي  +
5/22

: ( 1)
5

F x x   ، ومن ثَمّ ֏+
1

1

3/2 5/2 5/2

1 1

2 2 8
( 1) ( 1) 2 0 2

5 5 5
I x dx x

− −

 
 = + = + = − =
  

∫  

2يُكتَب بالصيغة  fنلاحظ أنّ التابع المُكامَل  � 1 1
( ) cos cos(2 )

2 2
f x x x= = فله تابعٌ أصلي  +

sin(2 )
:

2 4

x x
F x   ، ومن ثَمّ ֏+

/6 /6

2

/12/12

sin(2 )
cos

2 4

sin( /3) sin( /6) 3 1

12 4 24 4 24 8 8

x x
I xdx

π π

ππ

π ππ π π

 
 = = +
  

     = + − + = + −        

∫
  

  الحل

 مثال
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2هذه هي المرّة الأولى التي نصادف فيها تكامل تابع يتضمّن قيمة مطلقة. نلاحظ أنّ  � 1 0x − ≤ 
2وأنّ  [0,1]على المجال  1 0x −   إذن [1,2]على المجال  ≤

2 2

2 2

1

1

2

0 0
2

2 2

0

1

1
1 2

3 3

0 1

1 1 1

(1 ) ( 1)

2
3 3

I x dx x dx x dx

x dx x dx

x x
x x

= − = − + −

= − + −

   
   = − + − =   
   

∫ ∫ ∫

∫ ∫  


2هو  fالتابع المُكامَل  
( )

3
f x

x
=

−
3و  0x −  اً . إذن هو يقبل تابعاً أصليّ [0,2]على المجال  >

: 2 ln(3 )F x x−֏ وعليه[0,2] على المجال ،  
2

2

0
0

2
2 ln(3 ) 2 ln 3

3
I dx x

x

 = = − = −  −∫  

3....3 . . . . .�*/  �������	012����   

    
         7مبرهنة  

ن على امستمرv  و uين المشتق  . نفترض أنI قابلين للاشتقاق على مجال  vو uنتأمّل تابعين 
I اً كان العددان . عندئذ، أيa وb  منI  كان  

( ) ( )
b bb

aa a
u u v vuv  ⋅ = ⋅ − ⋅ ′ 

′∫ ∫  

  الإثبات

)حقيقة، لمّا كان في ال )u v u v u v′ ′ ′⋅ = ⋅ + uاستنتجنا أنّ  ⋅ v⋅  تابعٌ أصلي للتابعu v u v′ ′⋅ + ⋅ 
  ، وعليهIعلى المجال 

( )
b b

aa
u v u v u v ′ ′⋅ + ⋅ = ⋅  ∫  

  نستنتج أنّ  5وبالاستفادة من المبرهنة 
( ) ( )

b b b

aa a
u v u v u v ′ ′⋅ + ⋅ = ⋅  ∫ ∫  

  وهذه تُكافئ العلاقة المنشودة.

    

د احسب التكامل المحدّ   
1

0

xI xe dx−= ∫.  

 مثال
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لتكامل بالتجزئة، بوجه عام لحساب تكامل تابع مكوّن من جداء ضرب تابع أسي وكثير حدود نلجأ إلى ا

 fحيث نسعى إلى اشتقاق كثير الحدود بهدف تخفيض درجته. لنوضّح هذا الأمر: هنا للتابع المُكامل 
)الصيغة  ) xf x xe−= وعلينا أن نكتبه بشكل جداء ضرب تابعين: ( ) ( )xu v x′فنضع .  

   
)وعندئذ استناداً إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا  ) ( )

b bb

aa a
u u v vuv  ⋅ = ⋅ − ⋅ ′ 

′∫   أي ∫
1 1

1

0
0 0

1
1 1

0

( ) ( )

2
2 1

x x x

x

xe dx x e e dx

e
e e e

e

− − −

− − −

 = − − −  

− = − − = − + =  

∫ ∫  

4....3 . . . . 	��*��� �������  �� ����� .�*/   
)سنكتفي بدراسة مثال التوابع الكسرية    )

:
( )

A x
f x

B x
من  كثير حدود Bكثير حدود، و Aحيث  ֏

يوجد . أي  مختلفان انحقيقيّ  صفرانله و  ،x)2أي إنّ حدّه المُسَيْطر يساوي ( واحدي الدرجة الثانية،
1بحيث  2rو 1r عددان حقيقيان مختلفان 2( ) ( )( )B x x r x r= − bنهدف إلى حساب  .−

a
I f= ∫ 

1عددان من أحد مجالات المجموعة  bو aحيث  2\{ , }r rℝ.   

deg: نفترض أنّ الحا6 الأولى 1A )هنا نعبّر عن كثير الحدود  .≥ )A x  1بدلالة كثيري الحدودx r− 
2xو r−  عن طريق تعيين ثابتينλ وµ يحققان  

1 2( ) ( ) ( )A x x r x rλ µ= − + −  
1xنعوّض مثلاً  r=  فنجدµ 2، ثمُّ نعوّضx r=  فنجدλ عندئذ يُكتب.f بالصيغة  

1 2

1 2 2 1

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

x r x rA x
f x

B x x r x r x r x r

λ µ λ µ− + −
= = = +

− − − −
  

bوتؤول مسألة حساب 

a
I f=   إلى حساب تكاملات مألوفة لدينا. ∫

deg: الحا6 الثانية 2A   ، فنجدBعلى  Aنُجري قسمة إقليدية لكثير الحدود . ≤
( ) ( ) ( ) ( )A x Q x B x R x= degحيث  + ( ) 1R x ≤   

)ها وعند )
( ) ( )

( )

R x
f x Q x

B x
= b، ولكنّ حساب +

a
Q∫  ّأمر يسير لأنQ  ،وحساب كثير حدودb

a

R

B∫ 

  يؤول إلى الحالة السابقة.

  الحل

 تابع أصلي اشتقاق
( ) ( )

( ) 1 ( )

x

x

x x x e

x xv

u

u e

v −

−′

=

= = −

′=
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لنتأمل التابع   
2

1
:

2
f x

x x− −
2، لمّا كان ֏ 2 ( 1)( 2)x x x x− − = + استنتجنا أنّ  −

}\تابع مستمرٌ على   fالتابع  1,2}−ℝ ّد. لنفترض أننا نرغب بحساب التكامل المحد  
1 1

2
0 0

1 1

( 1)( 2)2
I dx dx

x xx x
= =

+ −− −∫ ∫  

1يحققان : µو λلنبحث عن ثابتين  ( 1) ( 2)x xλ µ= + + 1xبتعويض  .− = 1فنجد  −

3
µ = − ،

2xثمُّ نعوّض  1فنجد  =

3
λ   بالصيغة f.عندئذ يُكتب =

1 ( 1) ( 2) 1 1 1 1
( )

3 ( 1)( 2) 3 2 3 1

x x
f x

x x x x

+ − −
= ⋅ = ⋅ − ⋅

+ − − +
  

1وعليه، لأنّ  0x + 2و [0,1]على  < 0x −   استنتجنا أنّ  ،[0,1]على  >
1 1 1

2
0 0 0

1 1

0 0

1 1 1 1 1

3 2 3 12

1 1
ln(2 ) ln( 1)

3 3
1 1 2
( ln2) ln2 ln2

3 3 3

I dx dx dx
x xx x

x x

= = −
− +− −

   = − − +      

= − − = −

∫ ∫ ∫

   

    
  نهدف إلى حساب   

1

2
0

2 1

3 2

x
I dx

x x

+
=

+ +∫  

هنا نتأمل التابع 
2

2 1
:

3 2

x
f x

x x

+

+ +
2، لمّا كان ֏ 3 2 ( 1)( 2)x x x x+ + = + استنتجنا أنّ  +

}\تابع مستمرٌ على   fالتابع  1, 2}− −ℝ.  
2يحققان : µو λنبحث عن ثابتين  Iلحساب  1 ( 1) ( 2)x x xλ µ+ = + + 1xبتعويض . + = − 

1µنجد  = 2x، ثمُّ بتعويض − = 3λنجد  −   لصيغةبا f.عندئذ يُكتب =
3( 1) ( 2) 3 1

( )
( 1)( 2) 2 1

x x
f x

x x x x

+ − +
= = −

+ + + +
  

1وعليه، لأنّ  0x + 2و < 0x +  استنتجنا أنّ  [0,1]على المجال  <
1 1 1

2
0 0 0

1 1

0 0

2 1 1 1
3

2 13 2

27
3 ln(2 ) ln( 1) 3 ln 3 4 ln2 ln

16

x
I dx dx dx

x xx x

x x

+
= = −

+ ++ +

   = + − + = − =      

∫ ∫ ∫  

 مثال

 مثال
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  نهدف إلى حساب   

1 3

2
0

4 3

2 3 2

x x
I dx

x x

−
=

− −∫  

هنا نتأمل التابع 
3

2

4 3
:

2 3 2

x x
f x

x x

−

− −
22، لمّا كان ֏ 3 2 (2 1)( 2)x x x x− − = + استنتجنا أنّ  −

f 1مستمرٌ على
2

\{ ,2}−ℝ  ولمّا كانت درجة البسط أكبر من [0,1]وخصوصاً هذا التابع مستمرٌ على .
  ة المقام أمكننا إجراء قسمة إقليدية للبسط على المقام لنجد درج

3 24 3 (2 3)(2 3 2) 10 6x x x x x x− = + − − + +   
إذن 

2

10 6
( ) 2 3

2 3 2

x
f x x

x x

+
= + +

− −
  ومن ثَمّ   

1 1

2
0 0

1
1

2

2 30
0 2

10 6
(2 3)

2 3 2

5 3
3 4

1

J

x
I x dx dx

x x

x
x x dx J

x x

+
= + +

− −

+ = + + = +   − −

∫ ∫

∫
�����������������

  

1قان :يحقّ  µو λنبحث عن ثابتين  Jلحساب 
2

5 3 ( ) ( 2)x x xλ µ+ = + + 1بتعويض . −
2

x = − 

1نجد 

5
µ = 2x، ثمُّ بتعويض − 26نجد  =

5
λ   عندئذ  .=

26 1 1
5 2 5

2 1 13
2 22

( ) ( 2)5 3 26 1 1 1

5 2 5( )( 2)1

x xx

xx x xx x

+ − −+
= = ⋅ − ⋅

−+ − +− −
  

1وعليه، لأنّ 
2

0x + 2و < 0x −  استنتجنا أنّ  [0,1]على المجال  >
1 1 1

2 13
0 0 0 22

1 1
1
2

0 0

5 3 26 1 1 1

5 2 51

26 1 26 1
ln(2 ) ln( ) ln2 ln 3

5 5 5 5

x
J dx

x xx x

x x

+
= = −

− +− −

   = − − + = − −      

∫ ∫ ∫  

26نجد  Iوبالعودة إلى   1
4 ln2 ln 3

5 5
I = − −.   

  تكريساً للفهم 

  ؟كسرية المدروسةلماذا افترضنا المقام واحدياً في حالة التوابع ال  
)في المقام  2xأوّلاً يمكن دوماً الرجوع إلى هذه الحالة بالقسمة على أمثال  ���� )B x.  
)المقام  عندما يكون ���� )B x  1واحدياً يمكننا أن نكتب 2( ) ( )( )B x x r x r= − هما  2rو 1rحيث  −

 ان. الحقيقيّ  صفراه

 مثال
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  ؟د لحساب تابع أصليمن طرائق حساب التكامل المحدّ  كيف نستفيد   
)عندئذ نحسب  ،Iتابعاً مستمراً على مجال  fإذا كان  ���� )x F x֏ يثح 

( ) ( )
x x

a a
F x f f t dt= =∫ ∫ 

 .Iى عل fتابعاً أصلياً للتابع  Fفيكون . Iمن  )ولكن كيفي(مثبّتٌ  عددٌ  aحيث 

    

:ليكن التابع    lnf x x֏  على والمستمر المعرّف, []0I =   .fعيّن تابعاً أصلياً للتابع . ∞+

 
1aالعدد ال نختار على سبيل المث ونحسب  .Iمن  =

1 1
( ) ( ) (ln )

x x

F x f t dt t dt= =∫ . نعلم أنّ ∫
مشتق التابع اللوغاريتمي تابع بسيط لذلك نفكّر باستعمال المُكاملة بالتجزئة بحيث يجري اشتقاق هذا 

  التابع فنضع
( ) ln ( ) 1

( ) 1/ ( )

u t t t

vx tu

v

t t′
=

=

′=
=

 

تناداً إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا وعندئذ اس
11 1

( ) ( )
x xx
u u v vuv  ⋅ = ⋅ − ⋅ ′ 

′∫   أي ∫

1
1 1

1

1
( ) (ln ) ln

ln ln 1

x x
x

x

F x t dt t t t dt
t

x x dt x x x

 = = − ×  

= − = − +

∫ ∫

∫
   

lnxإذن  x x x−֏  للتابع تابعٌ أصليlnx x֏  0[على المجال, [+∞.  
  

 
   تَدربْ 

  احسب التكاملات الآتية: �
2 2

1 3 /2

1 1

2 2

2 0

/4 /3

0 /6

1 2 2 cos2

2 1
( )

1

cos sin
tan

cos sin

x x

J x x dx I x dx

x
L dx K e e dx

x

x x
N dx M xdx

x x

π

π

π π

π

−
−

−

−

= − = −

−
= = −

−

−
= =

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �


 	

  

  

 مثال

  الحل
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  .احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة �

0 1
/3 1

0 0

0 0

( 1)cos ln

sin(3 ) ( 2)

sin cos

e

x

x x

J x xdx I x xdx

L x x dx K x e dx

N e xdx M e xdx

π

π

π π

= − =

= = +

= =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �


 	

  

  في آن معاً. Nو M: احسب مساعدة
  
:جد تابعاً أصلياً للتابع   3 ( )f x f x֏  على المجالI.  

2 2

2 2

, ( ) sin2 , ( ) cos

0, , ( ) ln , ( )

, ( ) cos 3 , ( ) sin2

x

I f x x x I f x x x

I f x x x I f x x e

I f x x x I f x x x

= = ⋅ = = ⋅
 = +∞ = ⋅ = = ⋅ 

= = ⋅ = = ⋅

ℝ ℝ

ℝ

ℝ ℝ

� �

� �


 	

  

  

:جد تابعاً أصلياً للتابع   ( )f x f x֏  على المجالI.  

2 2

2 2

3

2 2

1 3
2 , ( ) 1, , ( )

4 1

2 1
1,0 , ( ) 2,3 , ( )

6

2 1
, 2 ( ) 2, ( )

2

,

( ) 2

x x
I f x I f x

x x

x x
I f x I f x

x x x x

x x
I f x I f x

x x x

+ +   = − − = = +∞ =   − −
−   = − = = − =   + − −
−   = −∞ − = = +∞ =   + −

∞

−

� �

� �


 	

  

   سناه بل هو أبسط من ذلك!ر التكامل الأخير ليس من النوع الذي د ملاحظة:
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  د وحساب المساحةالتكامل المحد  

    
        8  مبرهنة

 .Iن من يعدد bو a، وليكن Iتابعين مستمرين على مجال  gو f ليكن
a إذا كان � b<0 ، وكانf ]على المجال  ≤ , ]a b  0كان

b

a
f ≥∫.   

aإذا كان  � b< وكان ،f g≥  على المجال[ , ]a b  كانb b

a a
f g≥∫ ∫ .  

  الإثبات

). التابع Iعلى  fتابعاً أصلياً للتابع  Fليكن  � )x F x֏  تابعٌ متزايدٌ علىI  لأنّ مشتقهf 
)(أنّ  F موجبٌ على هذا المجال، نستنتج من تزايد ()F b F a≥ أي ،( ) ) 0(

b

a
f F b F a= − ≥∫ .  

)على التابع   �بتطبيق الخاصة  � )f g−  ّنستنتج أن( ) 0
b b b

a a a
f g f g− = − ≥∫ ∫ ، وهي ∫

  .النتيجة المرجوّة

    

0bفي حالة    اتتتحقّق المتراجح ≤

sinb b≤     و
2

cos
2

1
b

b≤−    و
3

sin
6

b
b b− ≤  

 
cosفي الحقيقة، نعلم أنّ  1t 0، إذن عملاً بالمبرهنة السابقة يكون لدينا في حالة tأياً كانت  ≥ b≤  ما

  يأتي

0 0

sin cos 1

b b

b tdt dt b= ≤ =∫ ∫  

  وبتطبيق ثان للمبرهنة السابقة نجد المتراجحة الثانية 
2

0 0

1 cos sin
2

b b
b

b tdt tdt− = ≤ =∫ ∫  

  ة ذاتها نجد المتراجحة الثالثةثمُّ بتطبيق ثالث للمبرهن
2 3

0 0

sin (1 cos )
2 6

b b
t b

b b t dt dt− = − ≤ =∫ ∫  

  

 مثال

  الحل
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        9  مبرهنة

ن يعدد bو a، وليكن Iتابعاً مستمراً على مجال  f ليكن
b . نفترض أنّ Iمن  a>  ّ0وأنf ]على  ≤ , ]a b .

bعندئذ 

a
f∫  يساوي مساحة السطح المحصور بين محور

الذي  ad موالمستقي fللتابع  fCالفواصل والخط البياني 
x همعادلت a=  المستقيم وbd  الذي معادلتهx b=.   


����) الإثبات ������ ���)  

:في الحقيقة، لنعرّف التابع    ( )S t S t֏  على المعرّف
[ , ]a b ويقرن بكل عدد t  من[ , ]a b  مساحة السطح المحصور بين

الذي معادلته  adوالمستقيم  fCمحور الفواصل والخط البياني 
x a=  والمستقيمtd  الذي معادلتهx t=.  

  
0εليكن    ]من  tعند  fعندئذ نظراً إلى استمرار التابع  < , [a b  ٌ0يوجد عددδ بحيث يكون  <

( ) ( ) ( )f t f u f t εε− ≤ ≤ 0في حالة  + u t δ≤ − 0ه في حالة . وهذا يقتضي أنّ > h δ< < 
) يكون المقدار ) ( )S t h S t+ محور الفواصل والخط البياني  الذي يمثل مساحة السطح المحصور بين −

fC  والمستقيمينtd وt hd محور الفواصل والمستقيم الذي  يعينهمن مساحة المستطيل الذي  أكبر +
)معادلته  )y f t ε= tو tdوالمستقيمين  − hd )أي  + ( ) )f t hε−، من مساحة المستطيل الذي  أصغرو

)محور الفواصل والمستقيم الذي معادلته  يعينه )y f t ε= tو tdوالمستقيمين  + hd )أي  + ( ) )f t hε+ .
0إذن في حالة  h δ<   يكون >

( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) )f t h S t h S t f t hε ε− ≤ + − ≤ +  
  أو

( ) ( )
( )

S t h S t
f t

h
ε

+ −
− ≤  

هذا يبرهن أنّ 
0

( ) ( )
lim ( )
h

S t h S h
f t

h+→

+ −
ونبرهن بالمثل أنّ  .=

0

( ) ( )
lim ( )
h

S t h S h
f t

h−→

+ −
= 

[من  tعند كل  , ]a b إذن .S  اشتقاقي على[ , ]a b وS f′ تابعٌ  Sعلى هذا المجال. نستنتج إذن أنّ  =
 للتابع  أصليf  على[ , ]a b ّومن ثَم ،( ) ( )

b

a
f S b S a=   وهذه هي النتيجة المرجوّة. ∫−

  

ad bd

x

y

O

fC

a b

( )f t

ad bd

x

y

O

fC

a bt

td

h

ε
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:للتابع  fC يتقاطع الخط البياني 4 (1 )f x x x−֏  مع محور
0xالفواصل عند  1xو = مساحة السطح المحدود . عيّن =

   ومحور الفواصل. fCمحصور بين ال

 
، إذن مساحة السطح [0,1]موجب على المجال  fنلاحظ أنّ التابع 
  المطلوبة تساوي 

1 1

2

0 0
1

2 3

0

4 (1 ) (4 4 )

4 4 2
2 2

3 3 3

x x dx x x dx

x x

= − = −

 
 = − = − =
  

∫ ∫A

  

    
        10  نتيجة

عددان  bو a، وليكن Iتابعاً مستمراً على مجال  f ليكن
b. نفترض أنّ Iمن  a>  ّ0وأنf ]على  ≥ , ]a b عندئذ .

( )
b

a
f−∫  يساوي مساحة السطح المحصور بين محور

الذي  adوالمستقيم  fللتابع  fCالفواصل والخط البياني 
xمعادلته  a=  والمستقيمbd  الذي معادلتهx b=.  

  الإثبات
 f−Cنلاحظ أنّ السطح المطلوبة مساحته هو نظير السطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني 

بالنسبة إلى محور التراتيب. لذلك لهذين السطحين المساحة ذاتها، ومنه  bdو adوالمستقيمين  −fللتابع 
  الخاصة المطلوبة.

  
bفي صياغة واحدة بوضع  10والنتيجة  9يمكن جمع المبرهنة   

a
f∫  في الحالتين، إذ عند

حساب المساحة يجب أن يكون التابع المُكامَل موجباً لأنّ المساحة عددٌ موجبٌ. أمّا إذا غيّر التابع 
]إشارته في المجال  , ]a b  فعندئذ نستعين بعلاقة شال، ونحسب مساحة كل جزء يحافظ فيه التابع على
  عدئذ نجمع مساحات الأجزاء لنحصل على المساحة المطلوبة.إشارة ثابتة عليه، وب

  تلخص النتيجة الآتية هذه المناقشة.

 مثال

  الحل

ad bd

x

y

O

f−C

a b

fC

⊕

ā

O

x

1

1/2

1/2

y
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        11  نتيجة

ن يعدد bو a، وليكن Iتابعاً مستمراً على مجال  f ليكن
b. نفترض أنّ I من a> عندئذ .b

a
f∫  يساوي مساحة

 fCالسطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني 
xالذي معادلته  adوالمستقيم  fللتابع  a=  والمستقيمbd 

xالذي معادلته  b=.  

  تكريساً للفهم 

  ؟دلاقة بين المساحة والتكامل المحدّ ما الع  

bيمكن اعتبار 

a
f∫  ًالخط البياني للتابع  لمساحة السطح بين قياساً جبرياf لومحور الفواص 

فإذا أعطينا قياساً جبرياً موجباً لمساحات السطوح فوق محور الفواصل على المجال المدروس، 
bوقياساً جبرياً سالباً لتلك الواقعة تحت هذا المحور، كان 

a
f∫ حات. المجموع الجبري لهذه المسا

ومحور الفواصل على  fأمّا إذا أردنا المساحة الفعلية للسطح المحصور بين الخط البياني للتابع 
]المجال  , ]a b  فعلينا جعل القياس الجبري لجميع هذه المساحات موجباً ومن ثَمّ أخذb

a
f∫.  

  

  مساحة حساب  
3الخط البياني للتابع  Cليكن  2: 2 3 2xf x xx + ولنحسب . ֏−
A مساحة السطح المحصور بين ،C  ومحور الفواصل والمستقيمين

1
d و

2
d  1بالترتيب اللذين معادلتاهماx 2xو = = −.  

  
)نلاحظ أنّ  ) ( 2)(2 1)f x x x x= + −  فنجد أن( ) 0f x ,على  ≥ 2 0,1/2   −∞ − ∪       و( ) 0f x ≥ 

2,0على  1/2,   − ∪ +∞      .  ّكما إن
4

3 2:
2

x
F x x x+   . إذن fتابعٌ أصلي للتابع  ֏−

( )

( )

1/21 0 1

2 2 0 1/2

( ) ( ) ( ) ( )

(0) ( 2) (1/2) (0) (1) (1/2)

75
( 2) 2 (0) 2 (1/2) (1)

16

f x dx f x dx f x dx f x dx

F F F F F F

F F F F

− −

= = + − +

= − − − − + −

= − − + − + =

∫ ∫ ∫ ∫A

  

  لحلا

 مثال

ad bd

x

y

O

f
C

a b

⊕

ā

⊕

ā

| |f
C
ւ

տ

O x

y

1

1
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   يجب تَمثـلُها أفكارٌ  

كل تابع لعلى هذا المجال. وعندها يكون  Fتابعٌ أصلي  Iعلى مجال  fلكل تابع مستمرٍ  ����
)على هذا المجال الصيغة  fأصلي للتابع  )x F x k+֏  حيثk  عدد حقيقي. وهناك تابع

 .Iمن  0xعند  0yيأخذ قيمة معطاة  fللتابع  أصلي وحيد

  عملية إيجاد التابع الأصلي لتابع مستمر هي العملية العكسية للاشتقاق.  ����
)على مجال يكون لدينا  fلتابع  Fبمعرفة التابع الأصلي  ���� ) ( )

b

a
f F b F a=  aمهما كان   ∫−

 .Iعددان من  bو
يحقّقان  Iن من يعدد bو a، وكان Iعلى مجال  fالخط البياني لتابع مستمر  fC كان إذا ����

a b< فإنّه عندما يكون .f  موجباً على[ , ]a b  يكونb

a
f∫  مساوياً مساحة السطح المحصور

xومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما  fCبين  a= وx b=. 

bعلاقة شال  ���� c b

a a c
f f f= +∫ ∫ . وتذكّرنا Iمن  cو bو a صحيحة أياً كانت الأعداد  ∫

ABبعلاقة شال بين الأشعة  AC CB= +
���� ���� ����

.  
)د خطّي أي إنّ التكامل المحدّ  ���� )

b b b

a a a
f g f gλ µ λ µ+ = +∫ ∫   . µو λأياً كانت الأعداد  ∫

fتمكن مُكاملة المتراجحات على مجال، فإذا كان  ���� g≤  على مجال[ , ]a b  كانb b

a a
f g≤∫ ∫. 

:يكون  Iمن  aونقطة  Iعلى مجال   fمستمرٍ في حالة تابع  ����
x

a
F x f∫֏  التابع الأصلي

xالذي ينعدم عند  fللتابع  a=د في حساب التوابع رائق حساب التكامل المحدّ . إذن تفيد ط
  الأصلية.

bعلاقة التكامل بالتجزئة  ���� bb

aa a
uv uv u v ′ ′= −  ∫ هي نتيجة مباشرة من خاصة اشتقاق جداء  ∫

  ضرب تابعين.

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
 fعند حساب مساحة باستعمال التكامل، فكر بتجزئة مجال التكامل إلى مجالات جزئية يحافظ  ����

  على إشارة ثابتة على كل منها، وخذ هذه الإشارات في الحسبان.
  عند حساب تابع أصلي تيقّن من صحة حسابك بحساب مشتقه. ����

  .أخطاء يجب تجنّبها 

fالمتراجحة  ���� g≤  لا تقتضيb b

a a
f g≤∫ aإلا إذا كان  ∫ b≤ . 
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  حساب مساحة سطح مستو  

  مساحة السطح المحصور بين منحنيين  �

: للتابعين gCو fC نيْ نتأمّل الخطين البياني ل xf x e֏ و: xg x e−֏ على  ينالمعرّفℝ.  
  .gCو fCارسم الخطين البيانيين  �
xوالمستقيم الذي معادلته  gCو fCاحسب مساحة السطح المحصور بين  2 λ=  حيثλ  عدد

   .λ)ناقش تبعاً لإشارة (حقيقي. 

الخطين البيانيين  gCو fCنقبل عموماً أنّه إذا كان  
 bو a، وكان Iعلى مجال  gو fلتابعين مستمرين 

bقان يحقّ  Iعددين من  a> عندئذ .b

a
f g−∫  يساوي

الذي  adوالمستقيم  gCو fCمساحة السطح المحصور بين 
xمعادلته  a= م والمستقيbd  الذي معادلتهx b=.  

f يتطلّب هذا الحساب دراسة إشارة الفرق   g−  على
[ , ]a b.   

  منحن ومقارب مائل  �

)بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن  ) (1 )xf x x e−= المُمثّل للتابع الخط البياني  fC. وليكن +
f الهدف من هذا النشاط دراسة مساحة السطح المحصور بين الخط البياني .fC .ومُقاربه   

.a fاستعمل (. f. واكتب جدول تغيرات ∞+و ∞−عند  fادرس نهايات التابع  � لدراسة إشارة  ′′
f)المشتق ′.    

.b yالذي معادلته  ∆تحقّق أنّ المستقيم  � x=  مستقيم مُقارب للخطfC  وادرس ∞+في جوار .
   .∆بالنسبة إلى المقارب  fCوضع 

.c   . fCو ∆ ارسم �
.a )اً موجباً تماماً. احسب يعدداً حقيق λليكن  � )λA  مساحة السطح المحصور بينfC و∆ 

xالذي معادلته  والمستقيم λ=.  
.b )ما نهاية  � )λA   عندما تسعىλ  إلى+∞.  

 1111 نشاط 

ad bd

x

y

O

g
C

a b

f
C
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  حجم مجسمحساب   

 معادلتاهما bPو aP مجسماً يحدّده مستويان Sليكن 
zبالترتيب  a= وz b=  في معلم متجانس
( ); , ,O i j k

�� إلى حجم هذا المجسم،  V. نرمز بالرمز �
)وبالرمز  )zA  إلى مساحة مقطع هذا المجسم بالمستوي

P  الذي يوازي كلاً منaP وbP  وراقمه يساويz 
( )a z b≤ ≤.   

  يُحسب بالعلاقة: Vنقبل أنّ 
( )( )

b

a
z dz∗ = ∫V A  

  نجد فيما يأتي عدداً من الأمثلة على استعمال هذه العلاقة.
   R قطرهاة نصف حجم كر   �

   .2حساب حجم نصف الكرة ثمُّ نضرب الناتج بالعدد  يكفي
  اشرح باستعمال رموزالشكل، لماذا  �

2 2( ) ( )z R zπ= −A ؟  
  رةاستنتج مجدداً العبا 2

34

3
Rπ=V  

  
   حجم مجسم دوراني  �

المعطى  fللتابع  Cنجد في الشكل المجاور الخط البياني 
,0]على المجال  )بالصيغة    [4 )f x x= عندما يدور .

C  ًدورة كاملة حول محور الفواصل، يولّد مجسماً دورانيا
S.  
ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستوٍ عمودي على  �

)محور الفواصل ويمر بالنقطة  , 0)I x(0 4)x≤   ؟ ≥
)عبّر عن  2 )xA مساحة هذا المقطع، بدلالة ،x.  
  .Sحجم المجسم  Vاستنتج  �
  
  

 2222 نشاط 
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  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً  

1
2 2

3

2

1
32 2 2

2 1 3
, , ( ) 0, , ( ) 1

1 2

2
, ( ) (2 1) 1, , ( )

1
1 1

1,3 , ( ) , , ( )
( 2 3) (1 3 )

I f x I f x
xx x

x
I f x x I f x

x
x

I f x I f x
x x x

   = −∞ = = +∞ = − +     −

 = = − = +∞ =  −
−   = − = = −∞ =    − − −

ℝ

�


 �

� �

1

  

  :Iعلى المجال  fللتابع  Fاً أصلياً في كل حالة من الحالات الآتية، جد تابع 
2

2 2

3 1

1
4, , ( ) , ( ) cos (sin 3 sin )

4
1 2

,4 , ( ) 0, , ( ) 1
4 cos

2 1
1, , ( ) , ( ) 2

1
x

I f x I f x x x x
x

I f x I f x
x x
x

I f x I f x e
x

π

−

 = + = = = −  −

  = −∞ = = = −    −
− = − + = =

∞

∞ =  +

ℝ

ℝ

�


 �

� �

1

   

يحقق يطلب تحديده و  Iعلى مجالٍ  fللتابع  Fفي كلٍ من الحالات الآتية، هاتِ تابعاً أصلياً   
  المعطى. الشرط

2 2

2

2 2 4

2 2

1 2
(0) 0, ( ) (1) 0, ( )

(2 1)

( ) 0, ( ) sin cos ( ) 0, ( ) sin(2 )

1
(0) 0, ( ) (1) 1, ( )

3( 1)

F f x F f x x
x x

F f x x x F f x x

x
F f x F f x

xx

π π π

= = = = +
+

= = ⋅ = = −

−
= = = =

−−

�


 �

� �

1

  

)minنرمز عادة بالرمز     , )a b  إلى أصغر العددينa وb .
المعرّف على المجال  fللتابع   fCتحقّق أنّ الخط البياني 

)2بالصيغة  [0,2] ) min( ,2 )f x x x= الخط المرسوم  ، هو−
2في الشكل المجاور. احسب التكامل 

0
( )f x dx∫،  وقلْ ماذا

    يمثل هذا العدد ؟
2احسب بالمثل  

0
( )g x dx∫ و

1

0
( )h x dx∫ في حالة  

( ) 1 1g x x= − 2و    − 2( ) min( ,( 1) )h x x x= −  
  بعد رسم خطيهما البيانيين على مجال المُكامَلة.
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  ب التكاملات الآتية:احس  

2

1 1

2 2

2 2
3 2

2

0 1
2 3

4 4
0 1
1 1

1

0 2
1 2

0 0

( 2)( 4 3) ( 4 3)

1

1

sin( )
2

3

2 1

t

x x

x x

I x x x dx I x x dx

dt
I I t t dt

tt

x
I x dx I dx

x

x
I te dt I dx

x

e e
I dx I x dx

e e

π

π

− −

−
−

−
−

−

= − − + = − +

 = = + −   +

= + =
+

−
= =

−
= = +

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�
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� �

� �

� �

1

  

}\التابع المعرف على  fليكن   3}D = −R  وفق
24 5 1

( )
3

x x
f x

x

− +
=

+
.  

)التي تحقق  cو bو aجد الأعداد  1 )
3

c
f x a x b

x
= + +

+
  .Dمن  x، أياً يكن 

0احسب  �

2
( )J f x dx= ∫.  

D{1}\التابع المعرف على  fليكن   = ℝ  وفق
2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

−
.  

التي تحقق  cو bو aجد الأعداد  �
2

( )
1 ( 1)

b c
f x a

x x
= + +

− −
  .Dمن  x، أياً يكن 

0احسب  �

3
( )J f x dx

−
= ∫.  

1أنّ  أثبت 
1

1 1

x

x x

e

e e
= −

+ +
1 قيمة ، واستنتج

0

1

1 x
I dx

e
=

+∫.  

  

2sinغتي يباستعمال ص   a 2وcos a  بدلالةcos2a، 4 اكتب أو بأية طريقة تراها مناسبةsin x 

cosو  cos2xبدلالة  4x 48، ثمُ احسب

0
sinI x dx

π

= ∫.  

  .احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة  
ln 3

2

ln2 1
2 1

2

1 0

( 1) ( 1)ln

( 2) (2 1)

e
x

t x

I x e dx I x xdx

I t e dt I x e dx−

= − = −

= − = +

∫ ∫
∫ ∫

� �


 �
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  ������ 
	���  
0عددان حقيقيان وأنb  و  aأن  نفترض   a b π≤   ثبت صحة المتراجحةأ. >≥

1
cos cos ( )sin

2
a b b a b− ≥ −.  

   نحو الحلّ   ��

الصيغة الآتية  المعرف وفق gثابتاً ونبرهن أن التابع  bقد نفكر في دراسة تابع، كأنْ نفترض    �

,0]موجب على المجال  ]b  :1
( ) cos cos ( )sin

2
g x x b b x b= − − ، ولكن سرعان ما نقتنع −

  أنّ هذا الطريق لا يؤدي إلى إثبات سهل للمتراجحة فإشارة المشتق الأوّل ليست سهلة التعيين.
cosالمقدار  ولكنّ    � cosa b−  بالتكامليدفعنا إلى التفكير cos cos ( )

a

b
a b f t dt− = حيث  ∫

( ) cos sinf t t t′= =   أو −
cos cos sin sin

a b

b a
a b tdt tdt− = − =∫ ∫.  

sinx الخط البياني للتابع Cليكن  .1 x֏  على المجال
[0, ]π. ر كون  برsin

b

a
tdt∫  هو مساحة منطقة

 .Aعليك تحديدها. نرمز إلى تلك المساحة بالرمز 
  .المبيّن في الشكل ABCDأكبر من مساحة شبه المنحرف  A علل كون

1ق أنها أكبر من وتحقّ  ABCDاحسب مساحة شبه المنحرف  .2
( )sin

2
b a b−.  

0aالمتراجحة صحيحة في حالة  تيقّن أنّ  .3 bو  = π=.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  ���� ٍ��	�  ! "��#�  
)2وفق  Rالمعرفٌ على   fبع التاليكن  ) sinxf x e x=.  تابعاً أصلياً عيّنF   للتابعf.  

   نحو الحلّ   ��

ف على صيغته بين الصيغ المألوفة لدينا، التابع المدروس مستمر فله تابع أصلي، ولكننا لانتعرّ    �
2لذلك نسعى لكتابته بالشكل 

0
( ) sin

x
tF x e tdt= ، آملين أن تفيدنا مُكاملة بالتجزئة لأنّ للتابع ∫

   المُكامل شكل جداء ضرب.

  12  

  11  
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  أثبت أنّ   

2 2 2

0 0

1 1
( ) sin sin cos

2 2

x x
t x tF x e tdt e x e tdt= = −∫ ∫  

جيب. البع تابدل فيه تابع التجيب بالتكامل في الطرف الأيمن يشبه التكامل المطلوب ولكن است  �
  مجدداً.  Fومنه تأتي فكرة إجراء مُكاملة بالتجزئة ثانية، إذ نتوقّع أن يظهر التابع 

  أثبت أنّ  .1
2 2

0

1 1 1
cos cos ( )

2 2 2

x
t xe tdt e x F x= − +∫  

  .Fاستنتج عبارة  .2
fو fونبحث عن علاقة بين  fالمشتقات المتتالية للتابع قد يخطر لنا أن نقحم  . ثانيةطريقة   � ′ 

fو ′′ .  
)احسب  .1 )f x′   و( )f x′′.  
)قان اللذين يحقّ  bو  aين جد العددين الحقيقيّ  .2 ) ( ) ( )f x af x bf x′′= ′ +.  
)استنتج عبارة  .3 )F x  حيثF  تابعٌ أصلي للتابعf.  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  ���� ٍ��	�  ! "��#�  
2وفق  Rالمعرفٌ على   fليكن التابع  3( ) (1 ) xf x x x x e−= + + أيوجد تابع كثير  .+

:بحيث يكون  Pالحدود  ( ) xF x P x e−֏  ًللتابع  تابعاً أصلياf  علىℝ.  

   نحو الحلّ   ��

   هذا. Pوجود كثير الحدودالتحليل: لنفترض    �
 يقتضي أن يكون fتابعاً أصلياً للتابع  Fأثبت أنّ كون  .1

2 3(( ) ) ( ) 1P x P x x x x′ − = + + +∗ 

degلماذا يجب أن يكون  .2 3P  ؟=
3بوضع  .3 2( )P x ax bx cx d= + + )عيّن اعتماداً على  +   .dو cو bو aالأمثال  ∗(

يكون له الصيغة التي وجدناها أعلاه. موجوداً فمن الواجب أن  Pإذا كان  هأنّ  أثبتناالتركيب:   �
    .ℝعلى  fللتابع أصلي الذي وجدته تابعٌ  Fوبالعكس تحقّق أنّ التابع 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  12  
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      إلى الأمام قدُُماً 

  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً      

2 3

2 2

2
4

2

2 3

2

1 2
,0 , ( ) cot , ( )

(2 2 1)

1 1
0, , ( ) , ( )

sin(2 ) 2 2

1
, ( ) , ( ) (1 2 )

ln 1
, ( ) , ( ) 2

3 2
1, , ( ) , (

2 1

x

x

x
I f x x I f x

x x

x
I f x I f x

x x x

I f x e I f x x
x

x
I f x I f x e

x

x
I f x I f x

x

π

π

−∗
+

∗ −
+

∗
+

− = − = = =  − +

− = = = =   − −

= = × = = −

−
= = = =

+ = − +∞ = =  +

ℝ

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

�


 �

� �

� �

�

1

2

sin cos
)

x x x

x

−
= �

  

  في كل من الحالات الآتية احسب التكامل المعطى. 
2 0

0 2

3 2

4 20 1

2 32 1

21 0

4 5

2 1 1

2 2

( 1) 9

8 4 2 3 4

24 1

x x
I dx I dx

x x

x x
I dx I dx

x x

x x x
I dx I dx

xx

−

−

−
= =

+ −
+

= =
+ −
− − −

= =
−−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �


 �
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2العلاقة  مستفيداً من fفي كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع   2sin cos 1x x+ =.  
3 2 3 3( ) sin cos ( ) sin sin ( ) cosf x x x f x x x f x x= ⋅ = + =3 2 1  

)4 وفق Rالتابع المعرف على  fليكن    ) sinf x x=.  

) احسب � )f x′ و( )f x′′.  اكتب و( )f x  بدلالة( )f x′′ وcos 4x.  
  .Rى عل fللتابع  Fاستنتج تابعاً أصلياً  �

3وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن    2( ) xf x x e= ، ًجد تابعاً أصلياF  للتابعf على R 
)2بالصيغة  ) ( ) xF x P x e= حيث ،P .تابع كثير حدود  

حساب نريد  
31

20 1

x
I dx

x
=

1. احسب ∫+

20 1

x
J dx

x
=

Iثمُ  ،∫+ J+واستنتج ، I.  

2/نريد حساب   

0

sin2

1 2 sin

x
I dx

x

π

=
2/احسب  .∫+

0

cos

1 2 sin

x
J dx

x

π

=
Iثمُ  ،∫+ J+ ،

  .Iواستنتج 
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)2وفق  ℝعلى  المعرف  fتابع الليكن    ) cosxf x e x=.  
)احسب  � )f x′ و( )f x′′.   
)يحققان المساوة  bو aعيّن عددين  � ) ( ) ( )f x af x bf x′ ′′=   .xأياً كان  +
  .ℝعلى  fللتابع  Fاستنتج تابعاً أصلياً  �

 F وG  ّللتابعين  انتابعان أصلي: cos(ln )f x x֏ و: sin(ln )g x x֏ 0 على, +∞ ، 

1xينعدمان عند   من الصيغتينانطلاقاً  .=
1

( ) cos(ln )
x

F x t dt=   و ∫

1
( ) sin(ln )

x

G x t dt= ∫   

� : أثبت باستعمال التكامل بالتجزئة أن  
( ) cos(ln ) 1 ( )F x x x G x= − ) و     + ) sin(ln ) ( )G x x x F x= −.  

)استنتج عبارتي  � )F x و( )G x.  

 ������ 
	���  

0تيقّن أنّه في حالة  � x a≤ 1 يكون  ≥ 1
1

1 1a x
≤ ≤

+ +
.  

ln(1استنتج أنّ  � )
1

a
a

a
a
≤ + ≤

+
0aة في حال  >.  

، ثمُّ احسب مساحة السطح المحصور بين fالذي يُمثّل التابع  Cفيما يأتي، ارسم الخط البياني  
C ذين معادلتاهما ومحور الفواصل والمستقيمين اللx a= وx b=.  

( )
4

2

2

4

6
1, ( ) 0, ( ) 2

(2 1)

1, ln2, ( ) ( 1) 0, ( ) cos 2

4, 1,

,x

a f x a f x x x
x

a b f x x e a f x x

b b

b ππ−

= = = = + −
+

= − = = = = −

=

+

=

=

� �


 �

  

sinxالخطين البيانيين للتابعين يبيّن  شكلاً بسيطاً  جملة متجانسةفي  ارسم   x֏ 
sinxو x x֏ 0]لى المجال ع, ]πما مساحة السطح المحصور بين  .، موضّحاً وضعهما النسبي

,0]هذين الخطين على المجال  ]π.  

2xالخط البياني للتابع  P ليكن  x֏ اً على المجال مرسوم
[ yالذي معادلته  md. المستقيم −[2,2 m= (0 4)m≤ يقسم  ≥
  منطقتين.  إلى Pجزء القطع المكافئ داخل 

    تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ mعند أية قيمة للوسيط 
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)وفق  ℝالمعرّف على  fللتابع  الخط البياني f ليكن   ) (2 ) xf x x e= خطّه  C. وليكن −
  البياني في جملة متجانسة.

  .Cوارسم  fادرس تغيرات  �
0xر بين المستقيمين اللذين معادلتاهما المحصو  Cالجزء من الخط البياني  1Cليكن  � = 

2xو    . Sومحور الفواصل. احسب مساحة  1Cالسطح المحصور بين  S، وليكن =
   .Vحول محور الفواصل فإنّه يولّد مجسماً دورانياً حجمه  Sعندما يدور السطح  3

.a 2ى يكون التابع حتّ  cو bو aالأعداد عيّن  3 2: ( ) xG x ax bx c e+ تابعاً أصلياً  ֏+
)2للتابع  ( ))x f x֏.  

.b   .Vاستنتج قيمة  3

  ��ّ%�� �#&
�  

لتابعين  Γو Cن يْ الخطّين البياني في معلم متجانس رسمنا    �
للآخر، لذلك  . نعلم أنّ أحدهما مشتقٌ ℝاشتقاقيين على 

gو gيمكن أن نرمز إليهما  ′.  
  .وأيهما لمشتقه gبيّن مُعلّلاً أي هذين الخطّين هو الخط البياني للتابع  �
  ؟ 0طة التي فاصلتها نقفي ال Cما ميل المماس للخط  �

:نتأمّل المعادلة التفاضلية :    � 2(( ) 1) xy y xE e−′ + = +  
2أثبت أنّ  �

0 : ( 2 ) xf x x x e−+֏  للمعادلة التفاضلية هو حل( )E.  
)لتكن  � )E 0yادلة التفاضلية المع ′ y′ + )حل للمعادلة  f«أثبت أنّ . = )E«  يُكافئ

»0u f f= )حل للمعادلة  − )E )ثمُّ حلّ  .»′ )E )واستنتج صيغة  ′ )f x  عندما يكونf 
)حلاً للمعادلة  )E.  

)هو حلٌ للمعادلة  �من الجزء  gإذا علمتَ أنّ التابع  � )E فأعط صيغة ،( )g x  بدلالةx.  

)حلّ المعادلة  hعيّن   )E  0الذي يقبل مماساً أفقياً عندx =.  

)2وفق  ℝالتابع المعرّف على  fليكن    � ) ( 2 2) xf x x x e−= + +.  
  .∞−و ∞+ادرس التابع وضع جدولاً بتغيراته، مبيّناً نهاياته عند  �
 C′للخط  Tفي معلم متجانس. اكتب معادلة للمماس  fالخط البياني الذي يمثّل  C′ليكن  �

  .Tو C′. وارسم −1التي فاصلتها  Ωفي النقطة 
:2حتّى يكون التابع  cو bو aالأعداد عيّن  � ( ) xF x ax bx c e−+ تابعاً أصلياً للتابع  ֏+

f  علىℝ ثمُ احسب .( )αA مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل و′C 
0xوالمستقيمين اللذين معادلتاهما  xو = α=.  

  27  

  26  

O

C

Γ
1

1



 

17981179                                                        251  

        مسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلمية

  

        �نكليزية�نكليزية�نكليزية�نكليزية        العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Proof by mathematical induction  إثبات بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي

  Monotonicity  اطراد

  Remainder  باقي القسمة

     Function  (دالة) تابع

 Primitive function  أصليتابع 

 Exponential function  الأسيالتابع 

 Cosine function  تابع التجيب

 Sine function  تابع الجيب

 Tangent function  تابع الظل

 Logarithmic function  اللوغاريتميالتابع 

 Affine function  تابع تآلفي

 Periodic function  تابع دوري

 Even function  تابع زوجي 

 Inverse function  عكسيع تاب

 Odd function  تابع فردي

 Continuous function  مستمرتابع 

 Homographic function  هوموغرافي تابع 

    Composition of functions  كيب التوابعتر 

 Bijective function  تقابل

 Affine approximation  تقريب تآلفي

 Integral  املتك

 Definite integral  محددتكامل 

 Integration by parts  بالتجزئةتكامل 

 Volume  حجم

 Upper bound  حدّ راجح

 Lower bound  قاصر حدّ 

 Quotient  خارج القسمة

    Graph of a function  لتابع خط بياني

 Image of an interval  مجالصورة 

 Indetermination  عدم تعيين

 Euclidean division  إقليديةقسمة 

 Hyperbola  قطع زائد
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        �نكليزية�نكليزية�نكليزية�نكليزية        العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Parabola  ع مكافئقط

 Local minimum  قيمة صغرى محلياً 

 Local maximum  قيمة كبرى محلياً 

     Polynomial  كثير الحدود

 Sphere  كرة

 Infinity  اللانهاية

 Adjacent sequences  متجاورةمتتاليات 

  Sequence  متتالية

 Recurrence sequence, Recursive sequence  تدريجيةمتتالية 

 Arithmetic sequence  متتالية حسابية

 Divergent sequence  متتالية متباعدة

 Convergent sequence  متتالية متقاربة

 Bounded sequence  متتالية محدودة

 Geometric sequence  متتالية هندسية

 Inequality  متراجحة

     Increasing  )اليةت، متمتزايد (تابع

     Decreasing  )، متتاليةمتناقص (تابع

  Interval  مجال

 Solid of revolution  دورانيمجسم 

     Domain  مجموعة تعريف (تابع)

 Axis of symmetry  محور تناظر

 Center of symmetry  مركز تناظر

 Area  مساحة

 Derivative  مشتق

 Higher order derivatives  من مراتب عليامشتقات 

 Equation  معادلة

 Differential equation  تفاضليةمعادلة 

 Coordinate system  معْلَم

  Asymptote  قاربمُ 

 Oblique asymptote  قارب مائلمُ 

 Observation  ملاحظة

  Tangent  ماسمُ 

  Discriminant  ميّزمُ 

  Limit  نهاية 
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