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 من كانت

 له بداية

 محرقة

 كانت له

بداية مشرقة   
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. يفيد  𝑎تابع معرف في جوار لنقطة   𝑓بفرض  
في   𝑓(𝑥)بدراسة قيم   𝑎مفهوم نهاية تابع عند 

 هذا الجوار 

 مثال 

 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 مثال 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... ................. 

 

 مثال 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ...... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. ......... 

limإذا كانت    اصطلاح:
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥)  قلنا
 غير موجودة  𝑎عند  𝑓أن نهاية التابع  
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limبفرض  

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑙  عندئذٍ من أجل أي عدد

𝜀 حقيقي > 𝛿يوجد عدد حقيقي   0 >  بحيث  0

|𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 
xعندما  ∈]a − δ, a + δ[   

 ارسم معي 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

ياغة  يوجد   𝑙مركزه  𝐽من أجل أي مجال   أخرى:ص
 بحيث يتحقق الشرط :  𝑎مركزه   𝐼مجال 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐽  عندما𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐼   

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 (1)المثال 

,0]التابع المعرف على  𝑓ليكن   وفق :  ]∞+

𝑓(𝑥) = √2𝑥 + 5 
𝑎عند  𝑓جد نهاية   -1 = 2   
 بحيث  𝛿جد عدداً حقيقياً  -2

|𝑓(𝑥) − 3| < 10−2 
𝑥عندما  ∈]2 − 𝛿, 2 + 𝛿[  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 (2)المثال 

 وفق :  𝑅\{3}التابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 3

𝑥 − 3
 

,𝑎جد العددين الحقيقين   -1 𝑏  : ليكون 
𝑓(𝑥) = 𝑎 +

𝑏

𝑥 − 3
 

𝑥عند   𝑓(𝑥)احسب نهاية   -2 = 4 
 بحيث يتحقق الشرط :  4مركزه   𝐼جد مجالًا  -3

𝑓(𝑥) ∈]6.9,7.1[  
𝑥عندما  ∈ 𝐼  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 (3)المثال 

 وفق :  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = 4𝑥2 + 1 
𝑥عند  𝑓(𝑥)جد نهاية   -1 =

1

2
   

 بحيث يتحقق الشرط:  0.5مركزه   𝐼جد مجالًا  -2
𝑓(𝑥) ∈]1.98,2.02[ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 
 ندرس إشارة المقام و ننظم جدولًا بها 

 نميز حالتين :   •
a)  حالة𝑥 → 𝑎+   : ) من اليمين( 

و هنا نأخذ الإشارة التي على يمين 
صفر الجدول و نضعها إشارةً 

 للمقام  
A

0+
 

b)  حالة𝑥 → 𝑎−   : )من اليسار( 
وهنا نأخذ الإشارة التي على يسار 

صفر الجدول و نضعها إشارةً 
 للمقام : 

𝐴

0−
 

عدد ثم تذكر أن  
0

=  مع مراعاة الإشارة  ∞

 مثال 

عند   الآتية  التوابع  نهايات  ,∞+احسب  وعند   ∞−
  𝑎النقطة  

a = 2 
𝑎 = 1 𝒇(𝒙) =

𝒙 − 𝟑

𝒙 − 𝟏
 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

a = 2 
𝑎 = −1 𝑓(𝑥) =

2𝑥 − 1

𝑥 + 1
 2 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ .......................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... ............................................. 

a = 2 
𝑎 = 1 f(x) =

𝑥 + 2

(𝑥 − 2)2
 3 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 
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a = 0 
𝑎 = 2 f(x) =

𝑥2 + 2

𝑥 − 2
 4 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ...................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. ......................................... 

a = −2 
𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 5 +

2

𝑥 + 2
 5 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

a = −2 
𝑎 = 2 𝑓(𝑥) =

2𝑥 + 1

𝑥2 − 4
 6 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

a = −2 
𝑎 = 1 𝑓(𝑥) =

2𝑥2

(1 − 𝑥)(2 + 𝑥)
 7 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

a = 9 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 −

4

(9 − 𝑥)2
 8 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. ......................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................ 

a = 4 
𝑓(𝑥) =

1 − √𝑥

√𝑥 + 12
 9 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 
a = 1 
𝑎 = 2 𝑓(𝑥) = 𝑥 +

1

1 − 𝑥
−

1

𝑥 − 2
 10 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................. ..................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................. ........................................................ 

 

 

 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

limإذا كانت 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = هذا يعني أن   ∞+
𝑥المستقيم  = 𝑎   مقارب شاقولي للخط𝐶𝑓  

𝑀كل عدد  فمن أجل • > يوجد عدد  0
 بحيث يتحقق الشرط :  𝛿حقيقي  

𝑓(𝑥) > 𝑀  عندما𝑥 ∈]𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿[    
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 (1)مثال 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅\{1}التابع المعرف على  𝑓ليكن  =

5𝑥−1

(𝑥−1)2   :والمطلوب 

𝑙𝑖𝑚احسب   -1
𝑥→1

𝑓(𝑥)   
إلى   𝑥بحيث إذا انتمت  𝛼جد عدداً حقيقياً  -2

 المجال
 ]1 − 𝛼, 1 + 𝛼[  تحقق أن𝑓(𝑥) > 103 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 (2)مثال 

𝑓(𝑥)ليكن  =
2𝑥+1

(𝑥−3)2   المعرف على𝑅\{3}    : 

𝑙𝑖𝑚احسب  
𝑥→3

𝑓(𝑥)  ًو فسر النتيجة هندسيا 

إلى  𝑥يحقق أنه إذا انتمت   𝛼جد عدداً حقيقياً 
 المجال

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

لحساب نهاية تابع صحيح أو كسري صحيح عند 
+∞  

 نأخذ الحدود المسيطرة من البسط و المقام   -1
 نختصر   -2
 نعوض   -3

 وتذكر ان : 
𝐴

∞
= 0    ,

∞

𝐴
= ∞ 

 تدرب 

𝑓(𝑥)نهاية   1 = 𝑥2 − 3𝑥 +   ∞+عند  1
   تساوي:

𝑓(𝑥)نهاية  2 = 3𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3  عند−∞ 
 تساوي: 

3 
𝑓(𝑥)نهاية  = 𝑥5 − 3𝑥6  عند−∞ 

 تساوي:

𝑓(𝑥)نهاية  4 =
𝑥3−1

𝑥2+1
 تساوي: ∞−عند  

 

𝑓(𝑥)نهاية التابع   5 =
1−𝑥5

1+𝑥6   عند+∞ 
 تساوي:
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𝑓(𝑥)نهاية التابع   6 = √
𝑥2+1

𝑥2−1
 ∞+عند   

 تساوي:

𝑓(𝑥)نهاية التابع   7 =
𝑥6−1

𝑥2+3
 ∞−عند   

 تساوي:

 
يجب دراسة صياغة تعريف دقيقة لكل   ومن هنا

 : من الحالتين

 
limكون 

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝑙  فهذا يُفسر هندسياً بأن

𝑦  المستقيم الأفقي = 𝑙    مقارب للخط𝐶𝑓   في
  ∞+جوار 

𝜀فمن أجل كل عدد حقيقي   > يوجد عدد   0
 بحيث يتحقق الشرط :  𝐴حقيقي  

|𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀  عندما𝑥 > 𝐴   

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

يي  تع تبع الخطوات   𝑨 ول ية:ن تال    ال

𝑙نحدد مركز المجال  -1 =
𝑏+𝑎

2
) و هي   

𝑙𝑖𝑚نفسها 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  ) 
𝜀نحدد نصف قطر المجال  -2 = 𝑏 − 𝑙  
𝑓(𝑥)|نعوض في القانون   -3 − 𝑙| < 𝜀   ثم

𝑥نصلح لنصل إلى   > 𝐴   

 مثال محلول

,1]التابع المعرف على    𝑓ليكن  وفق   ]∞+
𝑓(𝑥) =

3𝑥+2

𝑥+1
 :  والمطلوب 

𝑙𝑖𝑚احسب   -1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  ًوفسر النتيجة هندسيا 
 يحقق أن  𝐴جد عدداً حقيقياً  -2

 𝑓(𝑥) 𝑥عندما    ]2.99,3.01[∋ > 𝐴  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
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 ......................................................................................
................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ( 2مثال )

,0]التابع المعرف على  𝑓 نليك وفق :   ]∞_
𝑓(𝑥) =

𝑥+1

2𝑥+1
 و المطلوب :  

𝑙𝑖𝑚احسب   -1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  و ما هو التأويل
 الهندسي للنتيجة 

𝑓(𝑥)يحقق أن  𝐴أوجد عدداً حقيقياً   -2 ∈

𝑥عندما   ]0.25,0.75[ > 𝐴 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... ................. 

 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
............................................................ .......................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... ............................. 

يوجد عدد حقيقي  𝑀من أجل أي عدد حقيقي 
𝐴   : بحيث يتحقق الشرط 

𝑓(𝑥) > 𝑀  عندما𝑥 > 𝐴   

 مثال محلول

𝑓(𝑥)ليكن  = 𝑥√𝑥   احسب ,𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   ثم أوجد
𝑓(𝑥)بحيث  𝐴عدداً حقيقياً  ∈] 103, +∞[   

𝑥عندما  > 𝐴 

 الحل 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -1 = 𝑥3 + 5𝑥2 +  :∞−عند  1

a −∞ b +∞ c 0 d 1 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -2 =

4𝑥2+2𝑥

𝑥2+1
 :∞+عند  

a 2 b 4 c 0 d +∞ 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -3 =

3𝑥2+1

𝑥+2
 :∞+عند  

a 3 b +∞ c −∞ d 0 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -4 = 7 + 𝑥2 + 4𝑥  عند−∞: 

a −∞ b 4 c 0 d +∞ 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -5 =

2𝑥−1

(𝑥−2)2  عند+∞: 

a −∞ b +∞ c 0 d 1 
𝑓(𝑥)وفق   ℝ\{2}إن نهاية التابع المعرف على المجال   -6 =

𝑥(𝑥−1)

𝑥−2
𝑎عند   = 2−: 

a −∞ b +∞ c 0 d 1 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -7 = −

3

𝑥2  عند𝑎 = 0+: 

a −∞ b +∞ c 0 d 1 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -8 = √3𝑥2 + 𝑥 +  :∞−عند  1

a 3 b +∞ c −∞ d 0 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -9 = √𝑥2 + 1 − 𝑥  عند−∞: 

a −∞ b 4 c 0 d +∞ 
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𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -10 = √
𝑥−1

3−𝑥
𝑎عند   = 3: 

a 3 b +∞ c −∞ d 0 
 

,1[معرف على المجال    𝑓الخط البياني لتابع   𝐶نفرض أن   -11 𝑥عدد حقيقي مثبت وأنه من أجل كل  𝐴وأن ]∞+ > 𝐴   يحقق
 عندئذٍ  ]1,99,2.01[ينتمي إلى المجال   𝑓(𝑥)أن 

a 𝑥 = b 𝑥   ∞+نحو  𝐶مقارب شاقولي للخط  1 =    ∞−نحو  𝐶مقارب شاقولي للخط  1

c 𝑦 = d 𝑦  ∞−في جوار   𝐶مقارب أفقي للخط  1 =   ∞+في جوار  𝐶مقارب أفقي للخط  2
𝑥بحيث مهما يكن   𝐴يوجد عدد حقيقي   𝑀تابعاً يحقق أنه من أجل أي عدد حقيقي   𝑓إذا كان  -12 > 𝐴   فإن𝑓(𝑥) > 𝑀  

 عندئذٍ:  

a lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ b lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞    
c lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞   d lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = −∞ 

 

 
1 A 
2 B 
3 B 
4 D 
5 C 
6 A 
7 A 
8 B 
9 D 

10 B 
11 D 
12 C 



 

 

   الثانيالدرس 

 حالات عدم التعيين
 

  

2 

 انت تحاول

 والله يرى

 وهذا يكفي
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نخرج عاملًا مناسباً )أقوى حد من البسط وأقوى 

 حد من المقام( 

 نختصر   -1
 نوجد النهاية  -2

 أمثلة 

  𝑓, نهاية  اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 1

√𝑥 + 1
  ; 𝑎 = +∞ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

2 
𝑓(𝑥) =

𝑥(√𝑥 + 1)

𝑥2 − 1
  ; 𝑎 = +∞ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

3 
𝑓(𝑥) =

√𝑥

√𝑥 − 2
  ; 𝑎 = +∞ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................. ..................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................ 

4 𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 3

𝑥 + 1
  ; 𝑎 = +∞ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................. .....................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............. ........................................................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........... ........................................................................... 
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5 
𝑓(𝑥) =

𝑥√𝑥 − 1

√𝑥 − 3
; 𝑎 = +∞ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

تها يز   ولإزال تين:سنم    حال

  الإشارة أكبر حد مسيطر ذو الحالة الأولى:
مسيطر ذو الإشارة   أكبر حدالموجبة يساوي 

   سعيدة(  )نهايةالسالبة 

   حيث:بمرافق المقام  والمقامنضرب البسط  -
- ...............................................................................

.................................................. .............................

.................................................. .............................

.................................................. .............................

.................................................. .............................

.................................................. .............................

.................................................. .............................

.................................................. ............................. 
 نبسّط   -

 نوجد النهاية  -

 أمثلة 

  𝑓اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي, نهاية  
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 1 − 𝑥  ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................... ............................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................... ................................................................ 

2 𝑓(𝑥) = 𝑥 − √𝑥2 − 4 ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

3 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + √4𝑥2 − 1  ; 𝑎 = −∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

4 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − √9𝑥2 + 3 ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ .............................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... ................................................. 

5 𝑓(𝑥) = √2𝑥 − √2𝑥2 + 3; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

ية:   أكبر حد مسيطر ذو الإشارة  الحالة الثان
الموجبة لا يساوي أكبر حد مسيطر ذو الإشارة  

  حزينة( السالبة )نهاية 

نظهر الحد المسيطر على الحدود ذو الإشارة  -
المسيطر على الحدود ذات  والحدالموجبة 

 الإشارة السالبة  
 نخرج عامل مشترك  -
 نوجد النهاية  -
-  
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 أمثلة 

  𝑓اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي, نهاية  
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑥√𝑥  ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

2 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 𝑥√𝑥 ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ .............................................. 

3 𝑓(𝑥) = 𝑥 + √4𝑥2 − 1  ; 𝑎 = −∞ 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........... ...........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ .............................................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... ................................................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. .................................................................................... 

4 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − √2𝑥2 + 3 ; 𝑎 = +∞ 
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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..................................................... .................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

يب   تها يوجد أسال و لإزال
تعددة:    م

  جذر:ود جفي حال و -1
نضرب البسط 

بمرافق    والمقام
 المقام  

 أمثلة 

  𝑓اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي, نهاية  
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) =
√𝑥 − 2

𝑥 − 4
  ; 𝑎 = 4 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

2 
𝑓(𝑥) =

√𝑥 + 1 − 1

𝑥
 ; 𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

  والمقامنحلل البسط  جذر:في حال عدم وجود 
𝑥)إلى جداء أقواس أحدها   − 𝑎)  

 أمثلة 

  𝑓اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي, نهاية  
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥

2𝑥2 + 𝑥
   ;   𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

2 𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1

𝑥2 − 1
 ; 𝑎 = 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

3 𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 1

𝑥 − 1
 ; 𝑎 = 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. ......................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ............................................... 

 :𝒄𝒐𝒔(𝟎)أو   𝒔𝒊𝒏(𝟎)في حال كان الصفر ناتج عن 
 نغير صياغة التابع ثم نستفيد من 

 
 أمثلة 

 𝑓نهاية   يلي،اختر الإجابة الصحيحة في كل مما 
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑓(𝑥) =
sin 3𝑥

𝑥
   ;   𝑎 = 0 



19 

 

 

 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

2 𝑓(𝑥) =
2𝑥

tan(𝑥)
 ; 𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ .............................................. 

 
 أسلوبان: يوجد  

يير  -1 تحول:تغ    الم
أو  sin (0)في حال كان الصفر ناتج عن 

𝑡𝑎𝑛 (0)  
  𝑡متحولًا جديداً   𝑡𝑎𝑛أو   𝑠𝑖𝑛 نفرض مضمون -
𝑥نغير المسعى من  - → 𝑎    إلى𝑡 → 0  
  𝑡بدلالة  𝑥نعزل  -

 أمثلة 

  𝑓اختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي, نهاية  
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 
𝑓(𝑥) =

sin(√𝑥)

𝑥
  ; 𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 
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2 𝑓(𝑥) =
sin(𝑥)

√𝑥
 ; 𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ .......................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... ............................................. 

3 𝑓(𝑥) =
sin(𝑥 − 1)

1 − 𝑥2
  ;   𝑎 = 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

تنوعة:مهارات  -2    م
 توحيد مقامات.....   –عامل مشترك  –مرافق 

 أمثلة 

 𝑓نهاية   يلي،اختر الإجابة الصحيحة في كل مما 
 الموافقة في كل مما يلي هي:  𝑎عند قيمة 

1 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥2 (√2 +
1

𝑥
− √2) 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

2 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑠𝑖𝑛𝑥 . √1 +
1

𝑥2
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... ................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
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يأتي ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  الموافقة له هي:  𝒂عند   𝒇, نهاية  لسؤال الأول: اخ

1- 𝑓(𝑥) =
√𝑥−2

𝑥−4
 ; 𝑎 = +∞: 

a −∞ b +∞ c 0 d 1 
2- 𝑓(𝑥) =

𝑥

√𝑥2+3
 ; 𝑎 = −∞: 

a 3 b −1 c −∞ d 0 

3- 𝑓(𝑥) =
√𝑥+1−1

𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a 1

2
 b +∞ c 0 d 1 

4- 𝑓(𝑥) =
√𝑥2+1−𝑥

√𝑥2−1−√𝑥2−2
 ; 𝑎 = +∞: 

a 1 b 0 c 9

4
 d −1 

 
 
 

 

5- 𝑓(𝑥) =
𝑥3−8

𝑥−2
 ; 𝑎 = 2: 

a 4 b 8 c 12 d +∞ 
6- 𝑓(𝑥) =

𝑥2−3𝑥

𝑥−3
 ; 𝑎 = 3: 

a +∞ b 1 c −∞ d 3 
7- 𝑓(𝑥) = √9𝑥2 + 1 − 3𝑥 ; 𝑎 = +∞: 

a 0 b +∞ c −∞ d غير ذلك 
 

يعرف بقول مرافق )مرافق حتى الموت(  يعرف و اللي ما ب يعرف ب  قال اللي ب
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8- 𝑓(𝑥) = √3𝑥2 + 1 − √3𝑥2 + 2 ; 𝑎 = +∞: 

a +∞ b 0 c −∞ d غير ذلك 
9- 𝑓(𝑥) = √5𝑥 + 1 − 𝑥 ; 𝑎 = +∞: 

a −∞ b +∞ c 1 d √5 
10- 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
 ; 𝑎 = 𝜋: 

a 0 b +∞ c −1 d 1 
 

\ 

 
11- 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛(4𝑥)

𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a 2 b 4 c 0 d +∞ 
12- 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛(6𝑥)

2𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a −3 b 3 c 2 d 0 

 

1 C 
2 B 
3 A 
4 A 
5 C 
6 D 
7 A 
8 B 
9 A 

10 A 
11 B 
12 B 

 !؟صفر على عدد أديش يا عيوني 



 

 

   الثالثالدرس 

 النهايات المثلثية
 

  

3 

بسم الله على 

 أحلامكم

بسم الله على 

 مساعيكم

وبارك الله 

 الخطى
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يرة:    أولًا: النهايات الشه

 
و بالتالي هنا يجب جعل مضمون الساين نفسه 

المقام )أو نفسه البسط إذا كانت الساين في  
 المقام( و المضمون يسعى إلى الصفر 

 (1)مثال 

lim
𝑥→0

𝑥3

sin 𝑥
 

0نحن أمام حالة عدم تعيين  

0
   : 

lim
𝑥→0

𝑥3

𝑠𝑖𝑛𝑥
= lim

𝑥→0
𝑥2

𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 0ሺ1ሻ = 0 

 (2)مثال 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛ሺ2𝑥ሻ

𝑥
 

0حالة عدم تعيين من الشكل  

0
  : 

lim
𝑥→0

2 
𝑠𝑖𝑛2𝑥

2𝑥
= 2ሺ1ሻ = 2 

 (3)مثال 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

  2𝑥بـ    : نضرب البسط و المقام في البسط

 𝑥نضرب البسط و المقام بـ  وفي المقام:

⇒  lim
𝑥→0

2𝑥
sin 2𝑥

2𝑥

𝑥
sin 𝑥

𝑥

 

 

 نختصر :

lim
𝑥→0

2

𝑠𝑖𝑛2𝑥
2𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥

= 2
1

1
= 2 

 (4)مثال 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 ሺ4𝑥ሻ

3𝑥
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 ሺ𝟒𝒙ሻ

𝟑𝒙
= lim

𝑥→0

4

3

sinሺ4𝑥ሻ

4𝑥
=

4

3
 

 (5)مثال 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥 − 3ሻ

3 − 𝑥
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................  

 (6)مثال 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

sin2 𝑥

𝑥
 

 ......................................................................................
.............................................. ........................................

 ......................................................................................
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 ......................................................................................
........................................... ...........................................

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 (7)مثال 

lim
𝑥→0

sin2 𝑥

𝑥2
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 (8)مثال 

lim
𝑥→0

sin2(√𝑥)

𝑥 
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 (9)مثال 

lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

√𝑥 + 1 − 1
  

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

 (10)مثال 

lim
𝑥→2

sin ሺ𝑥 − 2ሻ

𝑥2 − 4
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 

أحياناً  قد لا يكون شكل المبرهنة السابقة واضح  
لذلك نلجأ لاستخدام بعض المطابقات المثلثية  

و سنسرد المطابقات من  لتبسيط شكل التابع ,
ية : تال    خلال المجموعات ال

 

 

𝐭𝐚𝐧 𝜽 =
𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝐜𝐨𝐬 𝜽
 

 ولدينا: 

 

 (1)مثال 

 :  𝒂عند   𝒇احسب نهاية   

fሺxሻ =
𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

1 − cos2ሺ2𝑥ሻ
   𝑎 = 0 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (2)مثال 

lim
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥
 

... ...................................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

   :ية تال تيجة ال  يمكن حفظ الن

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐭𝐚𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
= 𝟏 
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 (3)مثال 

 𝒂عند   𝒇احسب نهاية  

fሺxሻ =
𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
    𝑎 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 (4)مثال 

lim
𝑥→0

6𝑥3

3 − 3 cos2 𝑥
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (5)مثال 

lim
𝑥→0

cos2 𝑥 − 1

𝑥
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 ( 6)مثال 

lim
𝑥→0

4 cos2 𝑥 − 4

𝑠𝑖𝑛𝑥
+

3

2
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 
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 ( 1مثال )

lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 (2)مثال 

lim
𝑥→0

3 − 3𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑥2
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ...........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ .............................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... ................................................. 

 (3)مثال 

lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1

𝑥2
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (4)مثال 

lim
𝑥→0

𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

sin ሺ2𝑥ሻ
 

.................................................................. ....................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
............................................................... .......................

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

............................................................ ..........................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 (5)مثال 

lim
𝑥→0

5𝑥 + 6𝑐𝑜𝑠𝑥 − 6

√4 + 2𝑥 − 2
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ........... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ ..............
...................................................................................... 

 ......................................................................................
..................................................................... .................

...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
....................................................... ...............................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 



29 

 

 

 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................ ..........................................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 

يل الحفظ:   تسه يحي ل توض  شرح 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................

 ......................................................................................
............................................................................ .......... 

 (  1)مثال 

lim
𝑥→0

cosሺ3𝑥ሻ − cos ሺ𝑥ሻ

2𝑥2
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ...................................................................................... 

 ( 2)مثال 

lim
𝑥→0

sinሺ2𝑥ሻ − sin ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. ..... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... ................. 

    VIEالمسألة 

limاحسب  
𝑥→+∞

𝑥𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
)   

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ .......... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................................................... ................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................... ...................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................ ......................

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................. .........................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
....................................................... ...............................

 ...................................................................................... 

 

 

 هكذا نكون قد وصلنا إلى نهاية فكرتنا 

ينا أن نصل إلى حلمنا وذلك باتباع   وبقي عل
ية:  تال  الخطوات ال

تثق بنفسك وقدراتك وتثق بأن الله   - أن 
تعبك وسهرك لن  يع   يض

تباعد للأفكار  - تكرار الم تدرب وال  ال
تابعة معي ^ - ^ والمحافظة على أكبر  -الم

يات  قدر ممكن من ياض سي الر  مدر

 ̂ تحارهم   ^_ تتسبب بان لا 
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يأتي ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  الموافقة له هي:  𝒂عند   𝒇, نهاية  لسؤال الأول: اخ

1- 𝑓ሺ𝑥ሻ =
sin 𝑥

𝑥
 ; 𝑎 = 𝜋: 

a 0 b +∞ c −1 d 1 
 

\ 

 
2- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑠𝑖𝑛ሺ4𝑥ሻ

𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a 2 b 4 c 0 d +∞ 
3- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑠𝑖𝑛ሺ6𝑥ሻ

2𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a −3 b 3 c 2 d 0 
4- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥ሻ
 ; 𝑎 = 0: 

a 1

4
 b 4 c 2 d 1

2
 

5- 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ−1

𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ
 ; 𝑎 = 0: 

a 2 b −1 c 0 d 1 
6- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑐𝑜𝑠ሺ3𝑥ሻ−𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ

𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a −4 b 4 c 2 d 1 
7- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑠𝑖𝑛3𝑥+𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛5𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a 1 b 1

4
 c 0 d 1

2
 

 
 
 

 !؟صفر على عدد أديش يا عيوني 

 شو بصير ؟! xهلأ إذا سحبنا 
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8- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑡𝑎𝑛ሺ7𝑥ሻ

𝑥
 ; 𝑎 = 0: 

a 0 b 7 c −∞ d 0 
9- 𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑠𝑖𝑛ሺ2𝑥ሻ

√𝑥+1−1
 ; 𝑎 = 0: 

a 1 b 0 c −1 d 4 
10- 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑠𝑖𝑛𝑥√1 +

1

𝑥2
 ; 𝑎 = 0+: 

a 0 b 1 c −1 d غير ذلك 

 
1 A 
2 B 
3 B 
4 D 
5 C 
6 A 
7 A 
8 B 
9 D 

10 B 



 

 

   الرابعالدرس 

 مبرهنات المقارنة
 

  

4 

وتترتب 

الفوضى 

بداخلك  التي

 بقولهِ تعالى

وأن سعيهُ "

 "سوف يرى
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, ℎإذا كان   𝑔 , 𝑓  ثلاث توابع معرفة على مجال
, 𝑎[من النمط:   و بحيث : ]∞+

ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 
lim𝑥⟶𝑥0           كان        فإذا 

𝑔(𝑥) = 𝑙  
lim𝑥⟶𝑥0

ℎ(𝑥) = 𝑙             

lim𝑥⟶𝑥0عندئذٍ يكون  
𝑓(𝑥) = 𝑙 

 (1)مثال 

 تابع يحقق :  𝑓بفرض  
2x

3𝑥 − 1
≤ 𝑓(𝑥) ≤

2𝑥

3𝑥 − 2
 

 فبملاحظة أن : 

lim
𝑥→+∞

2𝑥

3𝑥 − 1
=

2

3
 

lim
𝑥→+∞

2𝑥

3𝑥 − 2
=

2

3
 

 ( فإن :  1فحسب نظرية المقارنة ) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =
2

3
 

 
 

 

 ^_^  𝑚𝑒𝑛𝑢الـ تذكر 

 
 (1)مثال 

 احسب كلًا من النهايات التالية:

1- 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞  
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥2 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ ..............
 ..................................................................................

 ......................................................................................
......................................................................... .............

 ......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..............
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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..................................................................... .................
...................................................................................... 

 
2- 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞  

2 𝑠𝑖𝑛 𝑥

√𝑥
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ..................................................................................

 ......................................................................................
..................................................................................... .
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

 ..................................................................................
................................................................................... ...

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

...................................................................................... 

3- 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞  
𝑐𝑜𝑠2 𝑥

𝑥+1
 

 ......................................................................................
.................................................... ..................................

 ......................................................................................

 ..................................................................................
..................................................... .................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ...................................................................................... 

4- 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞  
𝑥−| 𝑐𝑜𝑠 𝑥|

𝑥2+7
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................. ....................................................................
 ..................................................................................

 ......................................................................................
................... ...................................................................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 (2)مثال 

𝒇 :تابع يحقق أن 
3𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥
≤ 𝑓(𝑥) ≤  

3𝑥 + 7

𝑥 − 1
 

𝑥أياً كان   >  ∞+عند   𝑓ا نهاية  مف 1

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ..................................................................................

 ......................................................................................
..................................................................................... .
 ......................................................................................

...................................................................................... 
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.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
...................................................................................... 

,𝑔ليكن  𝑓   تابعين معرفين على مجال من النمط
𝐼 =]𝑏 , 𝑓(𝑥)|ولنفرض ان    ]∞+ − 𝑙| ≤ 𝑔(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑔(𝑥)وأن  = 0 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥)عندئذٍ يكون   = 𝑙 

 (1)مثال 

𝒇   :تابع يحقق أن 

|𝒇(𝒙) − 𝟑| ≤
𝟏

𝒙 + 𝟏
 

𝒙أياً كان   >  ∞+عند   𝒇(𝒙)فنهاية    𝟎

 الحل 

𝑔(𝑥) =
1

𝑥 + 1
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑔(𝑥) 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  

1

𝑥 + 1
= 0 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥)تكون   2فحسب المقارنة   = 3 

 (2)مثال 

𝑓(𝑥)|بفرض  + 600| ≤
1−cos2x

𝑥
 

limاحسب  
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 
𝑓(𝑥)كان لدينا   إذا -1 ≥ 𝑔(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0وكانت  
𝑔(𝑥) =  فإن  ∞+

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑓(𝑥)كانت  إذا -2 ≤ 𝑔(𝑥)  وكانت
𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = −∞ 

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0فإن 
𝑓(𝑥) = −∞ 
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تخدمها؟؟؟  يف نس  ك

نطبق احد متراجحات الإحاطة ونحصل على  -1
 متراجحة من الشكل:

ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 
 نحسب نهايات الأطراف ونميز حالتين: -2

نحذف الجزء  ∞+اذا كانت النهايات   ( أ
 (( 𝑔(𝑥)الأكبر ))أي 

نحذف الجزء  ∞−اذا كانت النهايات   (ب 
 (( ℎ(𝑥)الأصغر ))أي  

 مثال 

𝑓(𝑥)المعرف بالشكل  𝑓احسب نهاية التابع   =

𝑥 + cos 𝑥   عند+∞ , −∞ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ..................................................................................

 ......................................................................................
..................................................................................... .
 ......................................................................................

...................................................................................... 

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
...................................................................................... 

 ∞+هي  ∞+الخلاصة: الأكبر من  

 ∞−هي  ∞−الأصغر من  

 ( 1السؤال )

𝒇  تابع يحقق ان𝒇(𝒙) ≥
𝟏

𝟒
𝒙𝟐   اياً كانت𝒙 < 𝟎  

 ∞−عند   𝒇احسب نهاية  

 الحل 

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞

1

4
𝑥2 = +∞ 

   3حسب المقارنة  ⟸ 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = +∞ 
 ( 2السؤال )

x2اثبت ان   − 5 sin x ≥ x2 − 5 
, ∞+واحسب النهاية عند  −∞ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ..................................................................................

 ......................................................................................
..................................................................................... .
 ......................................................................................

...................................................................................... 

.................................................................................. ....
 ...................................................................................... 
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 ( 3السؤال )

 aاحسب نهاية كل من التوابع التالية عند قيم 
 : ـالموافقة ل

𝐚 = +∞ 
𝒂 = −∞ 

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙  

𝐚 = +∞ 
𝒂 = −∞ 𝒇(𝒙) =

𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙 − 𝟏 
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 

 

 

 

 
 (   1المسألة )

, 0]التابع المعرف على  fليكن  +∞[ 

f(x)بالشكل:   = √1 + x − √x 
f(x)اثبت ان   -1 =

1

√1+x+√x
 

1استنتج ان   -2

2√x+1
≤ f(x) ≤

1

2√x
 

 ∞+عند  fوما نهاية   -3

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
...................................................................................... 

 ......................................................................................
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...................................................................... ................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
................................................................... ...................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 (   2المسألة )

 :التابع المعرف وفق 𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = √2𝑥 + 3 − √2𝑥 + 1 
f(x)أثبت أن   -1 =

2

√2𝑥+3+√2𝑥+1
 

 أثبت صحة المتراجحة :  -2
1

√2𝑥 + 3
≤ 𝑓(𝑥) ≤

1

√2𝑥 + 1
 

 ∞+عند  𝑓استنتج نهاية   -3

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ..................................................................................

 ......................................................................................

..................................................................................... .
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................................................... ................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 (   3المسألة )

 احسب نهاية التابع  

𝑓(𝑥) = 𝑥 sin (
1

𝑥
 في جوار الصفر    (
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 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................................................... ................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 : 2طريقة  

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................. .....................................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 (   4المسألة )

 بالشكل:  𝑅التابع المعرف على  𝑔ليكن 

𝑔(𝑥) =
1

3 + 2 sin 𝑥
 

 𝑔محدودية التابع اثبت  -1
∞+→𝑙𝑖𝑚𝑥استنتج   -2 (

𝑥2

3+2 sin 𝑥
) 

∞+→𝑙𝑖𝑚𝑥 استنتج    -3  (
𝑥+sin 𝑥

3+2 sin 𝑥
) 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................................................... ................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

تابع                                          (  5المسألة )  سلوك 

𝑓(𝑥)ليكن  =
𝑥

2
+ 2sin (𝑥)  

 بين تابعين   𝑓احصر التابع  -1
  𝑓(1000)أوجد مجالًا يحصر القيمة   -2

 الحل 

 ......................................................................................
............................................................................... .......

 ......................................................................................
...................................................................................... 

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
...................................................................................... 

تابع                                          (  6المسألة )  سلوك 

𝑓(𝑥)ليكن  =
𝑥+3 cos2 𝑥

2
   

 بين تابعين   𝑓احصر التابع  -1
 ∞+عند   𝑓(𝑥)احسب نهاية   -2
  𝑓(1000)أوجد مجالًا يحصر القيمة   -3

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
......................................................................................

. .....................................................................................
.................................................................................. ....

 ......................................................................................
...................................................................................... 
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تر الإجابة لسؤال الأول: ا  يحة اخ  في كل من الحالات الآتية تساوي:  𝒂عند   𝒇نهاية  , الصح

1- 
𝑥−1

𝑥+5
≤ 𝑓(𝑥) ≤ √𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥  ;   𝑎 = +∞: 

a −∞ b +∞ c 1 d 0 
2- 𝑓(𝑥) ≤

𝑥

√𝑥2−1
  ;   𝑎 = −1: 

a 3 b −∞ c −1 d 0 
3- 

1−cos(𝑥)

sin(𝑥)
≤ 𝑓(𝑥) ≤

1−cos(2𝑥)

𝑥
  ; 𝑎 = 0: 

a 0 b +∞ c −∞ d 1 
4- |𝑓(𝑥) + 1| ≤ √𝑥2 + 1 − 𝑥 ; 𝑎 = +∞: 

a −1 b 0 c 9

4
 d 1 

5- 𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥+1
 ; 𝑎 = +∞: 

a 4 b 8 c 0 d +∞ 
6- 𝑓(𝑥) =

𝑥−sin(𝑥)

𝑥+5
 ; 𝑎 = +∞: 

a +∞ b −1 c −∞ d 1 
7- 𝑓(𝑥) =

3𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

√1+𝑥2
 ; 𝑎 = +∞: 

a 3 b +∞ c −∞ d غير ذلك 
8- 𝑓(𝑥) = 𝑥 +

2 sin2 𝑥

5
 ; 𝑎 = +∞: 

a 0 b +∞ c −∞ d غير ذلك 
9- 

1−cos(2𝑥)

sin(𝑥)
≤ 𝑓(𝑥) ≤

cos(𝑥)−1

𝑥2 +
1

2
   ;   𝑎 = 0: 

a 0 b +∞ c 1 d √5 
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𝑓(𝑥)المعرف بالشكل  𝑓التابع  -10 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 + 𝑥  :محصور بين المستقيمين 

a 𝑦 = 3 + 𝑥 
𝑦 = 1 + 𝑥 b 𝑦 = 3 − 𝑥 

𝑦 = 1 + 𝑥 c 𝑦 = 3 + 𝑥 
𝑦 = +𝑥 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)في التابع   𝑓(1000)إن القيمة   -11 = sin2 𝑥 +
𝑥

2
−  تقع في المجال:  1

a [0, +∞[ b [−499. −500] c [499,500] d [−410,510] 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓التابع  -12 =

3

2
+ 4 cos2 𝑥 هي: عليه أحد حدوده الراجحة 

a 6 b 1 c 9

2
 d 5

4
 

𝑓(𝑥)|يحقق المتراجحة  𝑓إذا كان التابع   -13 − 3| ≤
𝑥2−1

𝑥2+1
  :𝑓فإن نهاية   

a 3 b 4 c 2 d  لا يمكن حسابها 

𝑓(𝑥)|2يحقق المتراجحة  𝑓إذا كان التابع   -14 + 4| ≤
√2 sin3 𝑥+9−√sin3 𝑥+9

1−cos(2𝑥)
  :𝑓فإن نهاية   

a 4 b −4 c 2 d  لا يمكن حسابها 
2𝑓(𝑥)|يحقق المتراجحة   𝑓التابع   إذا كان  -15 − 4| ≤

3+sin(𝑥)−𝑥

𝑥2
 :𝑓فإن نهاية   

a 4 b −4 c 2 d  لا يمكن حسابها 

,0]التابع المعرف على المجال   𝑓ليكن  -16 𝑓(𝑥)وفق    ]∞+ =
(sin2 𝑥−2 sin(𝑥)+1)(√2−cos(2𝑥)−1)

𝑥
التابع الذي   𝑔(𝑥)وليكن    

|𝑔(𝑥)|يحقق  ≤ 𝑓(𝑥)   فإن نهاية𝑔    عند+∞: 

a 4 b 0 c 2 d  لا يمكن حسابها 

 
 

1 C 9 A 
2 B 10 A 
3 A 11 C 
4 A 12 A 
5 C 13 D 
6 D 14 B 
7 A 15 C 
8 B 16 B 



 

 

  الخامسالدرس 

 الاستمرار والجزء الصحيح 
 

  

5 

ما قدر عليك 

العطايا أو 

 المحن

الا للأخذ 

بيديك 

 للأفضل
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 مقدمة:

هو تابع تتغير قاعدة ربطه من   الأفرع:التابع ذو 
 مجال لمجال آخر 

 ( 1)مثال 

 المعرف بالشكل :  𝑓التابع   
𝑓(𝑥) = {

2𝑥 + 1  ; 𝑥 ≥ 0

𝑥2 + 1  ; 𝑥 < 0
 

 هو تابع ذو فرعين : 

𝑥الفرع الأول :  ↦ 2𝑥 + 1 

,0]معرف على المجال  +∞[ 

𝑥والفرع الثاني :   ↦ 𝑥2 + 1 

[معرف على المجال  − ∞ , 0] 

 ⇐ويكون خطه البياني  

,0]فهو على المجال   yيمثل المستقيم   ]∞+ =

2𝑥 + 1 
[وعلى المجال  − ∞ ,  يمثل القطع المكافئ   [0

مستمر " لا يوجد نقاط  ونلاحظ من الرسم أنه 
 انقطاع " 

 ( 2)مثال 

 التابع : 
𝑔(𝑥) = {

   𝑥3    ; 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

𝑥2 − 1  ; −2 ≤ 𝑥 ≤ 0
 

𝑥ونلاحظ أن التابع هنا غير مستمر عند  = 0  

 " التابع ينقطع عند الصفر "  

 

 هو   𝑎عند النقطة   𝑓 شرط الاستمرار للتابع 
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
  𝑎عند النقطة  𝑓وبالتالي لدراسة استمرار التابع 

  𝑓(𝑎)نحس الصورة   .1
𝑥عندما  𝑓نحسب نهاية التابع  .2 → 𝑎  أي

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)   

 

 ( 1مثال )

𝑎عند   𝑓ادرس استمرار التابع   =  حيث  2

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 4

𝑥 − 2
  ; 𝑥 ≠ 2

      4       ; 𝑥 = 2
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 الحل 
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

 ( 2مثال )

𝑎عند   𝑓ادرس استمرار   =  حيث  0

𝑓(𝑥) =

{
 

 
𝑠𝑖𝑛 𝑥

√1 + 𝑥 − 1
  ; 𝑥 ≠ 0

           
3

2
           ; 𝑥 ≠ 0

 

 الحل 
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

قد يرد سؤال يطلب فيه إيجاد قيمة ثابت مجهول  
 مستمر   𝑓ليكون 

 كما سبق   𝑓(𝑎)نحسب  .1
limنحسب  .2

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) 

 فهو يحقق أن  𝑎مستمر عند  𝑓بما أن   .3

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 نقوم بحسابهم سابقا  
نحصل على معادلة بالمجهول المطلوب   .4

 بحلها. ونقوم 

 ( 1مثال )

مستمر عند  𝑓ليكون التابع  𝐴جد قيمة الثابت  
𝑎 = 0  

 حيث

𝑓(𝑥) = {
1 − √𝑥2 + 1

𝑥
 ; 𝑥 ≠ 0

       𝐴 + 2        ; 𝑥 = 0

 

 الحل 
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

 

 وفق : 𝑅المعرف على  𝑓ليكن  :1مثال

𝑓(𝑥) = 𝑥2 𝑐𝑜𝑠 (
1

𝑥
) : 𝑥 ≠ 0  

𝑓(0)و  =  أي :    0

𝑓(𝑥) = { 𝑥
2. 𝑐𝑜𝑠 (

1

𝑥
) ; 𝑥 ≠ 0

         𝑚          ; 𝑚 = 0
 

  ℝمستمر على  𝑓ليكون  𝑚جد قيمة 

   ي له نقطة تفرع واحدة هي  𝑓: نلاحظ أن  تفك
𝑎 = 𝑎رار عند ملذلك ندرس الاست 0 = 0  

 الحل 
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

𝐸(𝑥) = 𝑛  ;  𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 
 :  مثلا 

𝐸(3.14) = 3  ;  3 ≤ 3.14 < 4 
𝐸(2.16) = 2  ;  2 ≤ 2.16 < 3 
𝐸(5) = 5  ;  5 ≤ 5 < 6 

  𝐸(−2.3) = −3  ; −3 ≤ −2.3 < −2 

 
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑓(𝑥)ليكن التابع المعرف وفق   -1 = {
2𝑥+1

𝑥−1
 ; 𝑥 ≠ 1

2      ; 𝑥 = 1
 تساوي:  𝑓(2), إن  

a 2 b 5 c 1 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)وفق:   ℝالمعرف على   𝑓لدينا التابع   -2 = {

√2𝑥 + 4 − 6𝑥 ; 𝑥 ≠ 0

         2√3          ; 𝑥 = 0
 يساوي: 𝑓(0), إن   

a 2√3 b −2√3 c 2 d √5 

𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓إن التابع   -3 = {
𝑥2−4

𝑥−2
      ; 𝑥 ≠ 2

4           ; 𝑥 = 2
𝑎مستمر عند   𝑓, هل التابع   =  ؟2

a نعم b لا 

𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓إن التابع   -4 = {
𝑥2−3𝑥+2

𝑥−1
   ; 𝑥 ≠ 1

    5          ; 𝑥 = 1
𝑎مستمر عند   𝑓, هل التابع     =  ؟1

a نعم b لا 

𝑓(𝑥)المعطى بالعلاقة   𝑓ليكن التابع  -5 = {
1−√𝑥2+𝑥+1

𝑥
 ; 𝑥 ≠ 0

𝑚 − 1   ; 𝑥 = 0
 هي:  0مستمرا  عند   𝑓التي تجعل   𝑚, إن قيمة   

a 1

2
 b 1

4
 c 1 d 2 

𝑓(𝑥)وفق   ℝالمعرف على   𝑓ليكن التابع  -6 = {
√3+𝑐𝑜𝑠 𝑥−2

𝑥2
 ; 𝑥 ≠ 0

𝑚 + 1  ; 𝑥 = 0
 هي:  0مستمرا  عند   𝑓التي تجعل   𝑚, إن قيمة   

a 9

8
 b −

1

8
 c −

9

8
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥) ليكن التابع المعطى بالعلاقة  -7 = {
√2+2𝑐𝑜𝑠 𝑥−√3+𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2
 ; 𝑥 ≠ 0

2𝑚 − 1  ; 𝑥 = 0
 هي:  0مستمرا  عند   𝑓التي تجعل   𝑚, إن قيمة  

a −
7

16
 b 7

16
 c 1

2
 d غير ذلك 
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𝑓(𝑥)ليكن لدينا التابع المعرف وفق   -8 = {
(𝑥 − 1)2 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥−1
) ; 𝑥 ≠ 1

        0             ; 𝑥 = 1
𝑎, إن نهاية التابع عند   =  هي: 1

a 0 b +∞ c 1 d √5 
𝑎مستمر عند   𝑓هل التابع   -9 =  ؟ 1

a نعم b لا 
 ؟ ℝمستمر على   𝑓هل التابع   -10

a نعم b لا 
𝑓(𝑥)وفق   ]1,3]المعرف على   𝑓ليكن التابع  -11 = 2𝑥 − 3𝐸(𝑥)   إن عبارة ,𝑓   بصيغة مستقلة عن𝐸(𝑥) :نعطى بالشكل 

a {
2𝑥 − 3 ; 𝑥 ∈ [1,2[

2𝑥 − 6 ;  𝑥 ∈ [2,3[
 B {

1 ; 𝑥 ∈ [1,2[

2 ;  𝑥 ∈ [2,1[
 c {

2𝑥 + 3 ; 𝑥 ∈ [1,2[

2𝑥 − 6 ;  𝑥 ∈ [2,1[
 d {

2𝑥 − 3 ; 𝑥 ∈ [1,2[

2𝑥 + 6 ;  𝑥 ∈ [2,1[
 

 إن خطه البياني هو: -12

a 

 

b 

 

c 

 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -13

𝑥2
 :∞+عند  

a 1 b 0 c −∞ d غير ذلك 
𝑎مستمر عند  𝑓هل  -14 =  ؟2

a نعم b لا 
 

 

 

 

 

 

 صفر على صفر و في جذر...شو منساوي ! وأكيد حافظ بعدا الدساتير المثلثية
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𝑓(𝑥)وفق   [0,2]المعرف على المجال  𝑓ليكن لدينا التابع   -15 = 𝐸(𝑥) + (𝑥 − 𝐸(𝑥))
 𝐸(𝑥)بصيغة مستقلة عن 𝑓, إن عبارة  2

 تعطى بالشكل:

a {
𝑥2 ; 𝑥 ∈ [0,1[

1 + (𝑥 − 1)2 ;  𝑥 ∈ [1,2[
2     ; 𝑥 = 2

 b {
𝑥    ; 𝑥 ∈ [0,1[

𝑥 − 1   ;  𝑥 ∈ [1,2[
0   ; 𝑥 = 2

 c {−𝑥2 ; 𝑥 ∈ [0,2] d غير ذلك 

 ؟[0,2]مستمر على المجال   𝑓هل  -16

a نعم b لا 
𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -17 =

√𝑥+1+𝐸(𝑥)

𝑥
 :∞+عند  

a 1 b +∞ c 0 d 2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 B 9 A 
2 A 10 A 
3 A 11 A 
4 B 12 A 
5 A 13 B 
6 C 14 B 
7 D 15 A 
8 A 16 A 

 17 A 



 

 

   السادس الدرس

لئ المقارب الما  
 

  

6 

قاوم حتى 

لو وصلت 

 ممزقاً.. 

فلذة 

الوصول 

 سترممك
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يد : إن أي مستقيم مائل تُكتب معادلته تمه
yبالشكل   = ax + b  

 هنا ميل هذا المستقيم  aويمثل العدد  

 مثلًا: 

yالمعادلة  -1 = 2x − تمثل مستقيماً مائلًا   1
 2ميله 

yالمعادلة  -2 =
x

2
1تمثل مستقيماً مائلًا ميله   

2
  

𝑦المعادلة  -3 = 1 − 𝑥  تمثل مستقيماً ميله
−1  

yالمعادلة  -4 =
3𝑥−1

2
3تمثل مستقيماً ميله  

2
  

 الإثبات:  ◼

 معادلته: ∆  ما مستقيماً  أن  لإثبات 

∆: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
 ∞+عند  𝑐𝑓مقارب مائل للخط 

 نتبع الخطوات التالية:

𝑓(𝑥)نشكل تابع الفرق:   -1 − 𝑦∆ 
 نثبت أن  -2

 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
وبنفس الأسلوب نعرف المقارب المائل في  

 ∞−جوار 

مع مقاربه   cfنقصد بدراسة الوضع النسبي للخط  
Δ   معرفة: 

  Δفوق  Cfالمجال الذي يكون عليه 

   Δتحت  𝐶𝑓و المجال الذي يكون عليه 

 النقاط المشتركة ( (  Δمع  Cfو نقاط تقاطع 

 و لدراسة الوضع النسببي :

ندرس إشارة الفرق ) إما عن طريق تشكيل جدول 
إشارة أو أن يكون واضح الإشارة كمثل  
1

x2
  , −

2

𝑥2+1
 ,

1

𝑥2+9 
 ,
1

√𝑥
 , 𝑒𝑥  , −

1

(𝑥−3)2
 

 ( 1)مثال 

  Δ  ان المستقيم أثبت

∆: 𝑦 = 𝑥 + 1 

المعرف   𝑓للتابع  𝑐𝑓مقارب مائل للخط البياني  
 بالشكل: 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 3𝑥 + 1

𝑥 + 2
 

 Cfثم ادرس الوضع النسبي للخط   ∞+في جوار  
 مع مقاربه 

 الحل 

 نشكل تابع الفرق:  -1

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 
𝑥2 + 3𝑥 + 1

𝑥 + 2
− (𝑥 + 1) 

=
𝑥2 + 3𝑥 + 1 − (𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

𝑥 + 2
 

=
𝑥2 + 3𝑥 + 1 − 𝑥2 − 3𝑥 − 2

𝑥 + 2
 

=
−1

𝑥 + 2
 

 نأخذ النهاية: -2

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ −

1

𝑥 + 2
= 0 

 ∞+في جوار  𝑐𝑓مقارب للخط  ⟸∆ 
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 :النسبي بينهما درس الوضع لن

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = −
1

𝑥 + 2
 

0البسط  > −1   

𝑥المقام   + 2 = 0 

⟹ 𝑥 = −2 
ين ) تمر  ( 1ال

كانت المستقيم  إذافيما يأتي بين معللًا إجابتك 
 𝑐𝑓مقارباً مائلًا للخط البياني  ∆

وادرس بعدئذٍ الوضع النسبي  ∞−او  ∞+عند 
 ∆ومقاربه   𝑐𝑓للخط  

1- 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 +
10

𝑥+1
 

    , ∆: 𝑦 = 2𝑥 + 3 
 𝑓   معرف على𝑅/ {−1} 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 2𝑥 + 3 +
10

𝑥 + 1
− (2𝑥 + 3)

=
10

𝑥 + 1
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0  , 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
 ∞−, ∞+في جوار   𝑐𝑓مقارب مائل للخط  ∆ ⟸ 

 دراسة الوضع النسبي:

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ =
10

𝑥 + 1
 

10البسط:  > 0 

𝑥المقام:   + 1 = 0 ⟹ 𝑥 = −1 

 
2- 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1 −

1

𝑥2
 , ∆: 𝑦 = −𝑥 + 1 

  𝑓   معرف على𝑅∗ 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ 

= −𝑥 + 1 −
1

𝑥2
− (−𝑥 + 1) 

= −
1

𝑥2
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0   , 

  𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 0 
 ∞+, ∞−مقارب مائل في جوار  ⟸∆ 

 دراسة الوضع النسبي:
 𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = −

1

𝑥2
< 0 

 ومن الواضح انه سالب دوماً 

C𝑓   تحتΔ   ًدوما 

3- 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 7 −
5

√|𝑥|
         

∆: 𝑦 = 3𝑥 + 7 
 𝑓   معرف على𝑅∗: 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 
3𝑥 + 7 −

5

√|𝑥|
− (3𝑥 + 7) 

= −
5

√|𝑥|
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0   , 

  𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
 دراسة الوضع النسبي:
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𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = −
5

√|𝑥|
< 0 

 من الواضح انه سالب دوماً 

 Δيقع دائماً تحت  Cو منه 

4- 𝑓(𝑥) =
𝑥3−3𝑥−5

(𝑥+1)2
               

,    ∆: 𝑦 = 𝑥 − 2 
 𝑓   معرف على𝑅\{−1} 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 

𝑥3 − 3𝑥 − 5

(𝑥 + 1)2
− (𝑥 − 2) 

=
𝑥3 − 3𝑥 − 5 − (𝑥 − 2)(𝑥 + 1)2

(𝑥 + 1)2
 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆

=
𝑥3 − 3𝑥 − 5 − (𝑥 − 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 

=
𝑥3 − 3𝑥 − 5 − 𝑥3 − 2𝑥2 − 𝑥 + 2𝑥2 + 4𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
 

= −
3

(𝑥 + 1)2
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0  , 

  𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
 ∞−,∞+مقارب مائل عند  ⟸∆ 

 دراسة الوضع النسبي:

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = −
3

(𝑥 + 1)2
< 0 

𝐶   يقع تحتΔ    . ًدوما 

5- 𝑓(𝑥) =
−𝑥2−4𝑥+𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
  , ∆: 𝑦 = −𝑥 − 4 

 𝑓   معرف على𝑅∗: 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 

−𝑥2 − 4𝑥 + sin𝑥

𝑥
− (−𝑥 − 4) 

= −
−𝑥2 − 4𝑥 + sin𝑥 − 𝑥(−𝑥 − 4)

𝑥
 

=
−𝑥2 − 4𝑥 + sin𝑥 + 𝑥2 + 4𝑥

𝑥
 

=
sin𝑥

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥)لحساب  − 𝑦∆)  فإننا نعلم ان : 

−1 ≤ sin𝑥 ≤ 1 
𝑥نقسم على   > 𝑥)لان   0 → +∞) 

−
1

𝑥
≤
sin𝑥

𝑥
≤
1

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ −
1

𝑥
= 0  , 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞  
sin 𝑥

𝑥
= 0 

 ∞+في جوار  𝑐𝑓مقارب مائل للخط  ∆ 

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥)لحساب  − 𝑦∆) 

−1 ≤ sin𝑥 ≤ 1 
𝑥نقسم على   < 0 (𝑥 → −∞ ) 

−
1

𝑥
≥
sin𝑥

𝑥
≥
1

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞ −
1

𝑥
= 0  , 

  𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞
1

𝑥
= 0 

 النسبي: الوضع 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

مقارب   Δفي كل من الحالات التالية: أثبت أن 
ثم ادرس الوضع النسبي للخط   𝐶𝑓مائل للخط 

 البياني مع مقاربة 

1- 𝑓(𝑥) =
2𝑥2−7𝑥−3

𝑥−4
    , ∆: 𝑦 = 2𝑥 + 1 

2- 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑥
   , ∆: 𝑦 = 𝑥 

3- 𝑓(𝑥) =
𝑥2+

5

2
𝑥+√𝑥

2𝑥+1
      , ∆: 𝑦 =

𝑥

2
+ 1 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

يل   - 2021سؤال دورة   تكم

𝐼المعرف على  fالخط البياني للتابع   𝐶ليكن =] −

∞,  وفق:  ]0

𝑓(𝑥) =
2𝑥2 + cos2 𝑥

𝑥
          

 الذي معادلته Δأثبت أن المستقيم  

𝑦 = 2𝑥             
مقارب مائل وادرس الوضع النسبي له مع 

 مقاربه  

 الحل 

𝑓(𝑥) − 𝑦Δ =
2𝑥2 + cos2 𝑥

𝑥
− 2𝑥 

𝑓(𝑥) − 𝑦Δ =
cos2 𝑥

𝑥
 

0 ≤ cos2 𝑥 ≤ 1 
xو لما كانت   → 𝑥فإن  ∞− < 0   : 

0 ≥
cos2 𝑥

𝑥
≥
1

𝑥
 

lim
𝑥→−∞

0 = 0 

lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0 

 فحسب الإحاطة
lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − 𝑦Δ = 0 

  ∞−مقارب مائل في جوار  Δو عليه  
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 اما بخصوص الوضع النسبي :

 cos2 𝑥 ≥ 0  
𝑥و  < [على المجال  0 − ∞, 0[   

𝑓(𝑥)فإن  − 𝑦Δ =
cos2 𝑥

𝑥
<  𝐼على  0

 𝐼على كامل المجال  Δتحت  𝑐و بالتالي 

في الفقرة السابقة كان يعطى المقارب المائل  
في نص السؤال ويطلب اثبات انه مقارب مائل,  
في الفقرة التالية سنتعلم كيف نوجد معادلة  
المقارب المائل بأنفسنا, ثم اثبات انه مقارب 

 مائل. 

 إيجاد معادلة المقارب المائل:

 𝑐𝑓لإيجاد معادلة المقارب المائل للخط البياني  
 : الحالات فإننا نميز 𝑓للتابع 

 :  1الحالة الخاصة  •

 معرف بالشكل:  𝑓التابع  

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑢(𝑥) 
:∆عندئذٍ نضع  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 ونثبت انه مقارب مائل كما مر معنا سابقاً. 

 مثال 

𝑓  تابع معرف على𝑅∗  :بالشكل 

𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1 +
2023

𝑥4
 

في جوار  𝒄𝒇وجد معادلة المقارب المائل للخط  أ
 ., وادرس الوضع النسبي ∞+

 الحل 

:∆نضع  𝑦 = 3𝑥 +  عندئذٍ نلاحظ:  1

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 
3𝑥 + 1 +

2021

𝑥4
− (3𝑥 + 1) 

=
2021

𝑥4
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
 ∞+مقارب مائل في جوار  ⟸∆ 

 الوضع النسبي: نلاحظ ان: 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ =
2021

𝑥4
> 0 ∶ 𝑥 ∈ 𝑅∗ 

معرف بشكل  𝑓التابع   :2الخاصة الحالة  •
كسر درجة بسطه اكبر من درجة مقامه 
بدرجة واحدة عندئذٍ نقسم البسط على 
المقام قسمة اقليدية ثم نتبع طريقة  

 التقليد.

 
 مثال 

 𝑐𝑓اوجد معادلة المقارب المائل للخط البياني  
 المعرف بالشكل:  𝑓للتابع 

𝑓(𝑥) =
3𝑥3 + 2𝑥 − 1

𝑥2 + 1
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 الحل 

 𝑓   معرف على𝑅∗ 

 

𝑓(𝑥) = 3𝑥 +
−𝑥 − 1

𝑥2 + 1
 

:∆نضع  𝑦 = 3𝑥 

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ =
−𝑥 − 1

𝑥2 + 1
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ −
𝑥

𝑥2

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ −
1

𝑥
= 0 

𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 0 
 ∞−, ∞+مقارب مائل عند  ⟸ ∆ 

 دراسة الوضع النسبي:

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = −𝑥 − 1 
𝑥−البسط:  − 1 = 0 → 𝑥 = −1 

𝑥2المقام  :  + 1 > 0  

 
 نقطة مشتركة   A(−1,0)والنقطة  

حيث فواصلها هي النقطة التي عدمت الفرق  
وتراتيبها تُحسب من تعويض هذه الفاصلة في  

 Δمعادلة 

 
 مثال 

𝑓(𝑥)  بفرض  =
𝑥2+2+sin2 𝑥

𝑥
 ∗Rالمعرف على  

و ادرس  cfجد معادلة المقارب المائل للخط  
 𝑐𝑓الوضع النسبي له مع 

 الحل 

𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑥
+
2

𝑥
+
sin2 𝑥

𝑥
 

= 𝑥 +
2

𝑥
+
sin2 𝑥

𝑥
 

= 𝑥 +
2 + sin2 𝑥

𝑥
 

:∆نضع  𝑦 = 𝑥  , 

 فيكون:  

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 :  ))مهارة الإتمام 3الحالة الخاصة  •

 Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن 
f(x)بالشكل :   = √4𝑥2 − 4𝑥 + 3   

   ∞−,∞+عند  fادرس نهاية   -1

4𝑥2اكتب   -2 − 4𝑥 + )   بالشكل القانوني 3
 مربع كامل( 

 :المعرف وفق hادرس نهاية التابع   -3

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − √(2𝑥 − 1)2 

   ∞−,∞+عند 
يقبل مستقيمين مقاربين   Cاستنتج أن الخط  -4

 مائلين يطلب إيجاد معادلتيهما .

 الحل 

 لنحسب النهايات :   -1
lim
𝑥→+∞ 

𝑓(𝑥) = +∞    
   lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 
الكتابة بالشكل القانوني تعني الإتمام إلى   -2

 مربع كامل : 
4𝑥2 − 4𝑥 + 3 
= 4(𝑥2 − 𝑥) + 3 

= 4(𝑥2 − 𝑥 +
1

4
−
1

4
) + 3 

= 4 [(𝑥 −
1

2
)
2

−
1

4
] + 3 

= 4(
2𝑥 − 1

2
)
2

− 1 + 3 

= (2𝑥 − 1)2 + 2 
3-   :  نلاحظ الآن أن 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − √(2𝑥 − 1)2 

= √(2𝑥 − 1)2 + 2 − √(2𝑥 − 1)2 
سنكون هنا أمام حالة عدم تعيين من الشكل :  

, لذلك نضرب البسط و المقام  ∞−∞+
 بالمرافق : 

ℎ(𝑥) = 
(√(2𝑥 − 1)2 + 2 −√(2𝑥 − 1)2) (√(2𝑥 − 1)2 + 2 + √(2𝑥 − 1)2)

√(2𝑥 − 1)2 + 2 + √(2𝑥 − 1)2
 

=
(2𝑥 − 1)2 + 2 − (2𝑥 − 1)2

√(2𝑥 − 1)2 + 2 + √(2𝑥 − 1)2
 

=
2

√(2𝑥 − 1)2 + 2 + √(2𝑥 − 1)2
 

  بالتالي:و 

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 0    &  lim
ℎ→−∞

ℎ(𝑥) = 0 

 نستنتج ما يلي :   -4
lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − √(2𝑥 − 1)2) 

= lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − |2𝑥 − 1|) = 0 
𝑥و بما أن  →  فإن  ∞+

 |2𝑥 − 1| = 2𝑥 −  إذن :   1
lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 1)) = 0 
:𝑑1و بالتالي   𝑦 = 2𝑥 −  𝐶مقارب مائل للخط   1
   ∞+في جوار  
𝑥أما عندما  →  فإن: ∞−

  |2𝑥 − 1| = −2𝑥 +  و بالتالي 1
lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 1)) = 0  
:𝑑2مما يعني أن المستقيم   𝑦 = −2𝑥 + 1 

 ∞−في جوار  Cمقارب مائل للخط 
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 : لدراسة الوضع النسبي :  إضافي 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1,𝑑2

=
2

√(2𝑥 − 1)2 + 2 + √(2𝑥 − 1)2
> 0 

 فوق مقاربيه.   𝐶و بالتالي 

 الحالة العامة:   •

في حال لم تتحقق أي حالة من الحالات الخاصة 
السابقة فإننا لايجاد معادلة المقارب المائل نتبع  

 الخطوات التالية: 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥)نثبت ان   -1 = او  ∞+
𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ = −∞ 

 نفرض معادلة المقارب المائل -2
 ∆: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
 من القانون  𝑎نحسب  -3

 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
𝑓(𝑥)

𝑥
 

 من القانون  𝑏نحسب  -4
 𝑏 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥) 

:∆نثبت ان   𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏  مقارب مائل وبشكل
 ∞−مماثل عند 

 مثال 

 بالشكل:  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 + 4 

 ∞+اوجد معادلة المقارب المائل عند  

 الحل 
𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝑓(𝑥) = +∞ 

:∆نفرض   𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
𝑎 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
√𝑥2 + 2𝑥 + 4

𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

√𝑥2 (1 +
2
𝑥
+
4
𝑥2
)

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

|𝑥|√1 +
2
𝑥
+
4
𝑥2

𝑥
 

 |𝑥| = 𝑥   لان𝑥 > 𝑥حيث  0 → +∞ 

𝑎 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞√1+
2

𝑥
+
4

𝑥2
= 1 

𝑏 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥) 
𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ (√𝑥

2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥) 

 نضرب بالمرافق: 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥2

√𝑥2 + 2𝑥 + 4 + 𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
2𝑥 + 4

|𝑥|√1 +
2
𝑥 +

4
𝑥2
+ 𝑥

 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
2𝑥 + 4

𝑥√1 +
2
𝑥
+
4
𝑥2
+ 𝑥

 

𝑥حيث  > 0 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
𝑥[2 +

4
𝑥
]

𝑥 [√1 +
2
𝑥 +

4
𝑥2
+ 1]

=
2

2
= 1 

⟹ ∆:𝑦 = 𝑥 + 1 
 (  1السؤال )

 ∞+بجوار  𝑐𝑓أوجد معادلة المقارب المائل للخط  
𝑓(𝑥)  إذا علمت أن: = √2𝑥2 + 1     

 ثم ادرس النسبي للخط البياني مع مقاربة  
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 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 (  2السؤال )

الذي ندرسه  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶فيما يلي  
.بين في كل حالة إن  𝐷𝑓على مجموعة تعريفه  

كان ثمة مستقيمات مقاربة )أفقية أو شاقولية  
  𝐶أو مائلة( للخط  

1- 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−3
 

2- 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 +
2

𝑥2+1
 

3- 𝑓(𝑥) = 1 −
2

𝑥
+
𝑥

2
 

4- 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 +
3𝑥

𝑥2+2
 

5- 𝑓(𝑥) =
𝑥2+2+𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

6- 𝑓(𝑥) =
2𝑥2+5𝑥−4

𝑥
 

7- 𝑓(𝑥) =
𝑥3+1

𝑥2+2
 

8- 𝑓(𝑥) =
𝑥2+6𝑥+1

𝑥2−1
 

9- 𝑓(𝑥) =
3𝑥3+2𝑥−1

𝑥2+1
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 (  3السؤال )

 التابع المعرف وفق   𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 4𝑥 + 5 

limاحسب   -1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   

 احسب  -2

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) 
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 𝑓للتابع  𝐶للخط   Δاستنتج وجود مقارب مائل   -3
   ∞+في جوار  

  𝐶مع الخط  Δادرس وضع المقارب   -4

limاحسب   -5
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)   

,𝑎أثبت وجود عددين حقيقين   -6 𝑏  : يحققان أن 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑎    

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥)  = 𝑏 

   ∞−في جوار   ′Δاستنتج معادلة مقارب مائل  -7

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 

 

 (  4السؤال )

 Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  𝐶ليكن 
 :  وفق

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 4𝑥 + 5 

limاحسب   -1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   

2- Aاكتب ثلاثي الحدود ) 

 𝑥2 + 4𝑥 +  بالصيغة القانونية    5

B  استنتج وجود مقارب مائل للخط )𝑐  في جوار
وضعه النسبي مع   . اكتب معادلته و ادرس ∞+
𝐶  

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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 بالشكل:  Rهو تابع معرف على 

|𝑥| = {
𝑥      𝑥 ≥ 0
−𝑥     𝑥 ≤ 0  

 

 مثال 

|3| = 3 
|−5| = −(−5) = +5 
|−3| = −(−3) = 3 

|
| 1⏞

صغي 
− √2
⏞

كبي 

⏟
≈1.4

|
| = −(1 − √2) = −1 + √2 

|5 − 2 √3⏟
≈1.7

| = 5 − 2√3 

 
و أردنا التخلص من  |𝑢(𝑥)|بفرض لدين المقدار   

ية:القيمة المطلقة فإننا  تال    نقوم بالخطوات ال

𝑢(𝑥)نعدم المضمون    ① = 0 

 ننظم جدول   ②

 

 

 ( 1مثال )

اكتب بعبارة مستقلة عن القيمة المطلقة  
𝟔𝐱|المقدار   − 𝟑|  : 

 نعدم المضمون : 

6𝑥 − 3 = 0 
6𝑥 = 3 

𝑥 =
3

6
⇒ 𝑥 =

1

2
 

 ننظم جدول إشارة 

 
 و  بالتالي نكتب : 

|6𝑥 − 3| = {
6𝑥 − 3    ; 𝑥 ∈ [

1

2
,∞[ 

−6𝑥 + 3  ; 𝑥 ∈ ] − ∞,
1

2
]  

 

 ( 2مثال )

𝟒𝒙𝟐|اكتب المقدار   − بعبارة لا تحوي قيمة  |𝟏
 مطلقة 

 نعدم المضمون: 

4𝑥2 − 1 = 0 
4𝑥2 = 1 

𝑥2 =
1

4
 

 نجذر

𝑥 =
1

2
  , 𝑥 = −

1

2
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𝑓(𝑥) = {
4𝑥2 − 1          ;  𝑥 ∈] − ∞,−

1

2
] ∪ [ 

1

2
, +∞[

−4𝑥2 + 1               ; 𝑥 ∈] −
1

2
,
1

2
[

 

 

• |𝒖(𝒙)| = 𝒌(عدد  سالب )        مستحيلة الحل 

 مثال 

|𝑥 − 3| = −2 
 معادلة مستحيلة الحل 

• |𝒖(𝒙)| = 𝟎 
⇒ 𝑢(𝑥) = 0 

 مثال 

|𝑥 − 3| = 0 
𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3 

• |𝒖(𝒙)| = 𝒌(عدد  موجب) 

 مثال 

|2𝑥 − 4| = 2 
2𝑥 − 4 = 2 
2𝑥 = 6 
𝑥 = 3 
 

 

يحوي  •  اي :   𝐱الطرف الثاني مقدار 

|𝒖(𝒙)| = 𝒗(𝒙) 

𝐸نضع الشرط    ❶ ∶ 𝑣(𝑥) ≥ 0 

❷  𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) 
𝑢(𝑥)أو      = −𝑣(𝑥) 

 𝐸تقبل الحلول الموجودة في  ❸

 مثال 

 حل المعادلة:

|4𝑥 − 2| = −2𝑥 
 بشرط ①

−2𝑥 > 0 ⇒ 𝑥 <
0

−2
 

 إما 

4𝑥 − 2 = −2𝑥 
4𝑥 + 2𝑥 = 2 
6𝑥 = 2 

𝑥 =
1

3
⇒ 𝐸 مرفوض  حسب 

 أو:

4𝑥 − 2 = −(−2𝑥) 
4𝑥 − 2 = +2𝑥 
4𝑥 − 2𝑥 = 2 
2𝑥 = 2 

𝑥 =  مرفوض   1
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 هنا لا يوجد حلول. ⇐

 (   1المسألة )

 وفق :  𝑅التابع المعرف على  fليكن 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + √|4𝑥2 − 1| 

limاحسب  ①
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  

② a احسب .lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 3𝑥) 

      b احسب .lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) + 𝑥) 

مقاربين  𝑓استنتج أن للخط البياني للتابع   ③
وادرس الوضع النسبي  ∞−و  ∞+مائلين عند 

 لهما .

 
 الحل 

4𝑥2 − 1 = 0 
4𝑥2 = 1 

𝑥2 =
1

4
 

 

 𝑥 =
1

2
𝑥  أو    = − 1

2
 

 

𝑓(𝑥) = {
𝑥 + √4𝑥2 − 1 ; 𝑥 ∈] − ∞,−

1

2
 ] ∪ [

1

2
 , +∞[

𝑥 + √−4𝑥2 + 1 ; 𝑥 ∈] −
1

2
,−
1

2
[ 

 

 ∞+ جوار في ①

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 
lim
𝑥→+∞

(𝑥 + √4𝑥2 − 1) = +∞ 

 ∞−في جوار  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 
lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √4𝑥2 − 1) :−∞+∞ 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2√4 −
1

𝑥2
) 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥 + |𝑥|√4 −
1

𝑥2
) 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 𝑥√4 −
1

𝑥2
) 

= lim
𝑥→−∞

𝑥 (1 − √4 −
1

𝑥2
) = −∞(−1) = +∞ 

 ②a  . 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 3𝑥) 

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + √4𝑥2 − 1 − 3𝑥) 

= lim
𝑥→+∞

(√4𝑥2 − 1 − 2𝑥) : 

+∞−∞ 

= lim
𝑥→+∞

(√4𝑥2 − 1 − 2𝑥)(√4𝑥2 − 1 + 2𝑥)

√4𝑥2 − 1 + 2𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

4𝑥2 − 1 − 4𝑥2

√4𝑥2 − 1 + 2𝑥
= 0 
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b  . 

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) + 𝑥) 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥 + √4𝑥2 − 1 + 𝑥) 

= lim
𝑥→−∞

(√4𝑥2 − 1 + 2𝑥) : 

+∞−∞ 

 بالمرافق لنصل إلى نضرب 

lim
𝑥→−∞

(−
1

√4𝑥2 − 1 − 2𝑥
) = 0 

  أن بما ③

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 3x) = 0 

 فلو وضعنا 

∆1: 𝑦 = 3𝑥 
 فإن 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑦∆1) = 0 

  ∞+مقارب مائل في جوار  1∆إذن 

 كما وجدنا : 

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) + 𝑥) = 0 

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − (−𝑥)) = 0 

:2∆نضع  𝑦 = −𝑥 

  ∞−نلاحظ أنه مقارب مائل في جوار 

 

𝒖(𝒙)√   سالب  ① = 𝒌     

   مستحيلة       

 

②  √𝒖(𝒙) = 𝟎 
𝑢(𝑥) = 0 ←   

𝒖(𝒙)√موجب   ③ = 𝒌     

   نربع      

④  √𝒖(𝒙) = 𝒗(𝒙) 

𝐸نضع شرط  • ∶ 𝑣(𝑥) > 0 
 نربع  •
 نقبل ونرفض  •

 والآن نعود للمثال: 

 : 1∆ ل النسبي الوضع ③

   الفرق نشكل ❶

𝑓(𝑥) − 𝑦∆1 = 𝑓(𝑥) − 3𝑥 
= 𝑥 + √|4𝑥2 − 1| − 3𝑥 

= √|4𝑥2 − 1| − 2𝑥 

   نعدم ❷

√|4𝑥2 − 1| − 2𝑥 = 0 
√|4𝑥2 − 1| = 2𝑥 

2𝑥نضع الشرط  > 0   

𝐸 ∶ 𝑥 > 0 

|4𝑥2 − 1| = 4𝑥2 
 إما : 

4𝑥2 − 1 = 4𝑥2 
−1 = 0 

 أو: 
4𝑥2 − 1 = −4𝑥2 

8𝑥2 = 1 



68 

 

 

 

𝑥2 =
1

8
 

𝑥 مقبول  = 1

2√2
  , 𝑥 مرفوض  = −1

2√2
 

 :  Δ2دراسة الوضع النسبي لـ 

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………

………………………………………………………………… 
 (   2المسألة )

 𝑅المعرف على  fالخط البياني للتابع  𝐶ليكن 
 وفق : 

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑥

√9 + 𝑥2
 

:𝑑1   المستقيمأثبت أن ① 𝑦 = 𝑥 + مقارب  1
ثم ادرس الوضع   ∞+في جوار  𝐶مائل للخط 

 النسبي لهما  

𝑥 +
𝑥

√9 + 𝑥2
− (𝑥 + 1) 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 = 
𝑥 +

𝑥

√9 + 𝑥2
− 𝑥 − 1 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 =
𝑥

√9 + 𝑥2
− 1 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 =
𝑥 − √9 + 𝑥2

√9 + 𝑥2
∶ +∞−∞ 

 بالمرافق 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1

=
(𝑥 − √9 + 𝑥2)(𝑥 + √9 + 𝑥2)

(√9 + 𝑥2)(𝑥 + √9 + 𝑥2)
 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1

=
𝑥2 − (9 + 𝑥2)

(√9 + 𝑥2)(𝑥 + √9 + 𝑥2)
 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1

=
𝑥2 − 9 − 𝑥2

(√9 + 𝑥2)(𝑥 + √9 + 𝑥2)
 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1

=
−9

(√9 + 𝑥2)(𝑥 + √9 + 𝑥2)
 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1) =
−9

+∞
= 0 

 الوضع النسبي :

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 =
−9⏞

سالب

(√9 + 𝑥2)⏟      

موجب 
(𝑥 + √9 + 𝑥2)⏟        

موجب 

< 0 

𝐶  تحت𝑑1 

:𝑑2  أثبت أن المستقيم② 𝑦 = 𝑥 − مقارب في    1
 الوضع النسبي لهما  و ادرس ∞−جوار 
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𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑2 = 𝑥 +
𝑥

√9 + 𝑥2
− 𝑥 + 1 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑2 =
𝑥

√9 + 𝑥2
+ 1 =

𝑥 + √9 + 𝑥2

√9 + 𝑥2

∶ −∞+∞ 

 بالمرافق  

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 =
𝑥2 − (9 + 𝑥2)

(√9 + 𝑥2)(𝑥 − √9 + 𝑥2)
 

𝑓(𝑥) − 𝑦𝑑1 =
−9⏞

سالب 

(√9 + 𝑥2)⏟      
موجب 

(𝑥 + √9 + 𝑥2)⏟        
سالب 

≥ 0 

C  فوق𝑑2  

 (   3المسألة )

 𝑅المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن 
 وفق : 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + √1 + 𝑥2 

limاحسب  ①
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  و ما هو التأويل الهندسي 

:Δأثبت أن المستقيم  ② 𝑦 = 2𝑥   مقارب مائل و
 ادرس الوضع النسبي لهما

…………………………………………………………………
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 رسالة من أستاذك:

 كل يوم يخاطبك فيقول 

أنا يوم جديد على عملك 
شهيد فاغتنمني ..فوالله 
 لن أعود إلى يوم يبعثون
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𝑦هل المستقيم   -1 = 2𝑥 + 𝑓(𝑥)مقارب مائل للخط البياني  7 = 2𝑥 + 7 +
2

𝑥−1
 : ∞+عند   

a نعم b لا 
𝑦هل المستقيم   -2 = 𝑥 + 𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓مقارب مائل للخط البياني للتابع   7 =

𝑥2+3𝑥+6

𝑥+2
 ؟

a نعم b لا 
𝑦هل المستقيم الذي معادلته   -3 = 𝑥 +  المعرف وفق 𝑓مقارب مائل للخط البياني للتابع   1

 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 + √𝑥 + 1 − √𝑥؟ 

a نعم b لا 
𝑦هل المستقيم الذي معادلته   -4 = 2𝑥 + 𝑓(𝑥)بحيث  ∞+عند   𝑓مقارب مائل للتابع  3 = 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥؟ 

a نعم b لا 
𝑦هل المستقيم   -5 = −𝑥   مقارب مائل للخط𝐶  للتابع𝑓(𝑥) = −𝑥 +

3𝑥+𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2
 ؟ ∞+عند   

a نعم b لا 
𝑦هل المستقيم الذي معادلته   -6 = −2𝑥 + 𝑓(𝑥)مقارب مائل للتابع    1 =

−2𝑥2+𝑥+2 𝑐𝑜𝑠(√𝑥)−2

𝑥
 ؟∞+عند  

a نعم b لا 
,1[∪]1,1−]ليكن لدينا التابع المعرف على المجال  -7 𝑓(𝑥)وفق:  ]∞+ = 3𝑥 − 1 +

√𝑥+1−2

𝑥−1
, إن معادلة المقارب المائل 

 هي: 𝑓للخط البياني  

a 𝑦 = 3𝑥 − 1 b 𝑦 = 𝑥 + 1 c 𝑦 = −𝑥 + 1 d غي ذلك 
 هو: ]1,1−]إن وضع المقارب مع الخط البياني للتابع على المجال   -8

a 𝐶 يسار مقاربه b 𝐶 تحت مقاربه c 𝐶  يمين مقاربه d 𝐶  فوق مقاربه 
𝑓(𝑥)ليكن لدينا التابع   -9 =

2𝑥2−5𝑥+4

𝑥−2
 هي: ∞−فإن معادلة المقارب المائل للخط البياني عند  ℝ\{2}المعرف على   

a 𝑦 = 2𝑥 − 1 b 𝑦 = −𝑥 + 3 c 𝑦 = 𝑥 − 3 d 𝑦 = −2𝑥 + 1 
,2[إن الوضع النسبي للخط البياني مع مقاربه المائل على المجال   -10 +∞[ : 
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a 𝐶 يسار مقاربه b 𝐶  فوق مقاربه c 𝐶  يمين مقاربه d 𝐶 تحت مقاربه 
[إن الوضع النسبي للخط البياني مع مقاربه المائل على المجال   -11 − ∞, 2[ : 

a 𝐶 يسار مقاربه b 𝐶  فوق مقاربه c 𝐶  يمين مقاربه d 𝐶 تحت مقاربه 
𝑓(𝑥)وفق:   ℝالمعرف على   𝑓ليكن التابع  -12 = √9𝑥2 − 6𝑥 +  هي:  ∞+, إن معادلة المقارب المائل للخط البياني عند  3

a 𝑦 = 3𝑥 − 1 b 𝑦 = 𝑥 + 1 c 𝑦 = −3𝑥 + 1 d غي ذلك 
 :ℝإن الوضع النسبي للخط البياني مع مقاربه على  -13

a 𝐶 يسار مقاربه b 𝐶  فوق مقاربه c 𝐶  يمين مقاربه d 𝐶 تحت مقاربه 
𝑓(𝑥)ليكن التابع  -14 = √2𝑥2 + 𝑎وبفرض   1 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 , 𝑏 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥   إن قيمة ,𝑎: 

a 0 b √2 c −∞ d غي ذلك 
 :𝑏إن قيمة   -15

a 0 b +∞ c 1 d √5 
 :∞+عند  𝐶إن معادلة المقارب المائل للخط البياني  -16

a 𝑦 = √2𝑥 b 𝑦 = 𝑥 c 𝑦 = 2𝑥 + 1 d غي ذلك 
𝑙𝑖𝑚إذا علمت أن  -17

𝑥→+∞
(√2𝑥2 + 𝑥 + 1 − √2𝑥) =

√2

4
   𝑐𝑓فإن معادلة المقارب المائل للخط   

a   𝑦 = −√2𝑥 −
√2

4
 b 𝑦 = √2𝑥     c 𝑦 = −√2𝑥 +

√2

4
 d 𝑦 = √2𝑥 +

√2

4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 A 9 A 

2 B 10 B 

3 A 11 D 

4 A 12 A 

5 A 13 B 

6 A 14 B 

7 A 15 A 

8 D 16 A 

17 D  



 

 

 الملف الأخير 

 أسئلة الوحدة 
 

  

7 

 الأسئلة في 

 هذا الملف

بترقيمتتقيّد   

 الكتاب..

Continue; 
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 السؤال الأول 

عند اطراف مجموعة تعريفه, وعند اللزوم ادرس النهاية من اليمين ومن  𝑓ادرس في كل حالة نهاية التابع 
 اليسار.

1 𝑓(𝑥) =
𝑥3

𝑥2 + 1
 2 𝑓(𝑥) = 2 −

4

𝑥2
 

3 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 −
1

𝑥 + 3
 4 𝑓(𝑥) = 𝑥 +

1

1 + 𝑥
−

1

𝑥 + 2
 

5 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 3)(5 − √𝑥) 6 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 +
1

𝑥
 

7 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sin x 8 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 −
1

𝑥
 

9 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 2√𝑥 + 3 10 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 + 𝑥 
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................................................................................................................... .........................
............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................................................. ...............

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................................................. .......... 

........................................................................................................................ ....................................................................
............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................... .........................................................................................................................
....................................................................................................................................... .....................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

........................................................................................................................................... .................................................
.................................................................................. ..........................................................................................................

...................................................................................................................................................... ...................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

 السؤال الثاني 

𝑓(𝑥)المعين بالعلاقة  𝑓أوجد نهاية التابع    =
2𝑥+1

𝑥−1
, ثم أوجد معادلات  ∞+وعند  ∞−وعند   1عند  

 خط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع ال

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................ ....................................

............................................................................................... ............................................................................................. 

.................................................................................................................................................................. ..........................

............................................................................................................................. ...............................................................
....................................................................................................................................................................... ..................... 

............................................................................................................. ...............................................................................
................................................................................................................................................................................. ...........
............................................................................................................................. ............................................................... 
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 السؤال الثالث 

𝑓(𝑥)المعين بالعلاقة  𝑓أوجد نهاية التابع   =
−2𝑥

𝑥+1
. ثم أوجد معادلات  1−وعند   ∞+وعند   ∞−عند   

 المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الرابع 

𝑓 1[ هو التابع المعرف على المجال, 𝑓(𝑥)وفق  ]∞+ =
2𝑥+sin(𝑥)

𝑥−1
. 

2𝑥−1أثبت أن   -1

𝑥−1
≤ 𝑓(𝑥) ≤

2𝑥+1

𝑥−1
𝑥أيا كان    > 1. 

 .∞+عند   𝑓استنتج نهاية التابع   -2

.................................................................................................................................................. ..........................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

تحول(          السؤال السادس  يير الم  )تغ

𝑓(𝑥)بالعلاقة   ∗ℝالمعرف على  𝑓نتأمل التابع    =
sin(3𝑥)

𝑥
 عند الصفر.  𝑓. ادرس نهاية  

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

تابع          السؤال السابع  𝒂𝒙𝟐√)ال + 𝒃𝒙 + 𝒄) 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن  = √2𝑥2 + 𝑥 +  خطه البياني.  𝐶. وليكن 1

 .∞−, وكذلك الأمر في جوار  ∞+يقبل مقارباً مائلًا في جوار   𝐶المطلوب هو إثبات أن الخط  

.................................................................................................................................................... ........................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................ ............................................................................................................................. ................................... 

............................................................................................... .............................................................................................
................................................................................................................................................................... .........................
............................................................................................................................. ............................................................... 

....................................................................................................................................................................... .....................
.............................................................................................................. ..............................................................................

.................................................................................................................................................................................. .......... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
...................................................................................................................................................................................... ......

............................................................................................................................. ............................................................... 

ية(          السؤال الثامن يرات الحدود ذي الدرجة الثان  )كث

 يكتب بالصيغة  𝑛من الدرجة  𝑃من المعلوم أن كثير الحدود 

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0  حيث𝑎𝑛 ≠ 0 

 جذراً حقيقياً على الأقل.  𝑃عدداً فردياً, قَبِلَ   𝑛نهدف إلى إثبات أنه إذا كان 

................................................................................................................................................................................. ...........

............................................................................................................................. ...............................................................
...................................................................................................................................................................................... ...... 

............................................................................................................................ ................................................................
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................................................................................. ........................................................... 

....................................................................... .....................................................................................................................
........................................................................................................................................... .................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................................... .............................................
...................................................................................... ......................................................................................................

.......................................................................................................................................................... .................................. 

تاسع   السؤال ال

 , وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار.𝑎عند   𝑓ادرس في كل حالة نهاية التابع 

1 𝑓(𝑥) =
𝑥 − 4

𝑥2 − 6𝑥 + 5
 ; 𝑎 = −∞, 1,5, +∞ 2 𝑓(𝑥) =

𝑥2 − 4𝑥 − 12

𝑥2 − 4
 ; 𝑎 = −∞, −2,2, +∞ 

3 𝑓(𝑥) =
2𝑥3 − 𝑥2 − 1

𝑥2 + 𝑥 − 2
 ; 𝑎 = −∞, −2,1, +∞ 4 𝑓(𝑥) =

1

𝑥 − 3
−

2

𝑥2 − 9
 ; 𝑎 = −∞, −3,3, +∞ 

5 𝑓(𝑥) =
𝑥4 − 1

𝑥3 − 1
 ; 𝑎 = −∞, 1, +∞ 6 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sin2 𝑥  ; 𝑎 = −∞ , +∞ 

7 𝑓(𝑥) = 𝑥3(2 + cos 𝑥) ; 𝑎 = −∞, +∞ 8 𝑓(𝑥) =
√𝑥 − 1

𝑥 − 1
 ; 𝑎 = 1, +∞ 
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............................................................................................................................. ............................................................... 
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...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
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................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال العاش 

𝑔(𝑋)ق وف ℝالتابع المعرف على  𝑔ليكن  =
1

3+2 sin(𝑥)
. 

 محدود.  𝑔أثبت أن   -1
limاستنتج كلًا من النهايتين   -2

𝑥→+∞

𝑥2

3+2 sin(𝑥)
limو  

𝑥→+∞

𝑥+sin(𝑥)

3+2 sin(𝑥)
. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الحادي عش 

𝑓(𝑥)لاقة التابع المعين بالع  𝑓ليكن  =
3𝑥2+6𝑥

𝑥2−𝑥−2
. 

 .𝑓مجموعة تعريف التابع   𝐷𝑓عين  -1
𝑓(𝑥)التي تحقق  𝑐و  𝑏و  𝑎أوجد الأعداد  -2 = 𝑎 +

𝑏

𝑥+1
+

𝑐

𝑥−2
 .𝐷𝑓من  𝑥, أياً تكن  

 .𝐷𝑓عند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف   𝑓ادرس نهاية   -3
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الثاني عش 

𝑓(𝑥)التابع المعين بالعلاقة  𝑓ليكن  =
𝑥

(𝑥−1)2. 

 .1في جوار   𝑓ادرس نهاية   -1
𝑓(𝑥)ويحقق  1مركزه   𝐼أوجد مجالًا  -2 >  .𝐼\{1}من  𝑥, أياً تكن 106

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................... .......................................................

............................................................................ ................................................................................................................ 

............................................................................................................................................... .............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................... ........................................ 

.......................................................................................... ..................................................................................................
.............................................................................................................................................................. ..............................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

 السؤال الثالث عش 

 .𝑎, عند 𝑓ادرس في كل حالة نهاية التابع 

1 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 ; 𝑎 = +∞ 2 𝑓(𝑥) = √4𝑥2 + 𝑥 + 2𝑥  ; 𝑎 = −∞ 
3 

𝑓(𝑥) =
√𝑥 + 1 − 2

𝑥 − 3
 ; 𝑎 = 3 4 𝑓(𝑥) =

2𝑥

√𝑥 + 1 − 1
  ; 𝑎 = 0 

5 
𝑓(𝑥) =

−𝑥 + √𝑥

𝑥 − 1
 ; 𝑎 = +∞, 1 6 𝑓(𝑥) =

𝑥 + 1

√𝑥2 − 1
 ; 𝑎 = −1, +∞ 

......................................................................................................................................................................................... ...

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................. ........................................................................................................................... 

.................................................................................................................................... ........................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
......................................................................................................................................... ................................................... 

............................................................................... .............................................................................................................
................................................................................................................................................... .........................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

....................................................................................................................................................... .....................................
.............................................................................................. ..............................................................................................

.................................................................................................................................................................. .......................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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 السؤال الرابع عش 

 .𝑓ادرس في كل حالة نهاية التابع 

1 𝑓(𝑥) =
sin(𝑥)

√𝑥
 ; 𝑎 = 0, +∞ 2 𝑓(𝑥) =

1 − cos(𝑥)

sin(𝑥)
  ; 𝑎 = 0 

3 𝑓(𝑥) =
𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥)

1 − cos(𝑥)
 ; 𝑎 = 0 4 

𝑓(𝑥) =
2 − √3𝑥 − 2

√2𝑥 + 5 − 3
 ; 𝑎 = 2 

 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الخامس عش 

,3[التابع المعرف على المجال   𝑔ليكن  𝑔(𝑥)وفق  ]∞+ =
3𝑥−1

𝑥−3
. 

limاحسب   -1
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  واستنتجlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑔(𝑥)). 
limأعد حساب   -2

𝑥→+∞
𝑔(𝑔(𝑥))  بعد كتابة𝑔(𝑔(𝑥))  بدلالة𝑥. 

................................................................................................................................................................................... .........

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ .... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال السادس عش 

𝑓(𝑥)المعرف بالعلاقة   𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥−𝑑
  𝑑و  𝑐و  𝑏و   𝑎ز جد الأعداد الحقيقية  

 علماً أن الخواص الآتية محققة:

𝑥المستقيم الشاقولي الذي معادلته  • =  .𝐶مقارب   3
2𝑥المستقيم المائل الذي معادلته  • −  .∞−و  ∞+عند  𝐶مقارب للخط   5
 .𝐶إلى الخط  𝐴(1,2)تنتمي النقطة   •

........................................................................................................................................................................... .................
.................................................................................................................. ..........................................................................

...................................................................................................................................................................................... ...... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.......................................................................................................................................................................................... ..

................................................................................................................................. ........................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................... .......................................................

............................................................................ ................................................................................................................ 

............................................................................................................................................... .............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................... ........................................ 
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 السؤال السابع عش 

. بين, في كل حالة , إن كان 𝐷𝑓الذي ندرسه على مجموعة تعريفه   𝑓هو الخط البياني للتابع  𝐶فيما يأتي  
 .𝐶ثمة مستقيمات مقاربة )أفقية أو شاقولية أو مائلة( للخط 

1 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 3
 2 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 +

2

𝑥2 + 1
 

3 𝑓(𝑥) = 1 −
2

𝑥
+

𝑥

2
 4 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 +

3𝑥

𝑥2 + 2
 

5 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 + 5𝑥 − 4

𝑥
 6 𝑓(𝑥) =

𝑥2 + 2 + sin(𝑥)

𝑥
 

7 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 6𝑥 + 1

𝑥2 − 1
 8 𝑓(𝑥) =

𝑥2 − 3𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

9 𝑓(𝑥) =
𝑥3 + 1

𝑥2 + 2
 10 𝑓(𝑥) =

3𝑥3 + 2𝑥 − 1

𝑥2 + 1
 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 
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............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

  السؤال الثامن عش 

𝑓(𝑥)وفق  ℝلمعرف على التابع ا 𝑓ليكن  = √𝑥2 + 2𝑥 + 4. 

1- a احسب .lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   ثمlim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1)). 
b استنتج وجود مقارب مائل .Δ   للخط البياني𝐶  للتابع𝑓  في جوار+∞. 
c ادرس الوضع النسبي للمقارب .Δ  والخط𝐶. 

2- a احسب .lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥). 
b أثبت وجود عدد حقيقي .𝑎  يحققlim

𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑎   وأن نهاية𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥  عدد حقيقي   ∞−عند𝑏. 

c  استنتج وجود مقارب مائل .Δ′   للخط البياني𝐶  للتابع𝑓  في جوار−∞. 

................................................................................................................................................ ............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................................... ....................................... 

........................................................................................... .................................................................................................
............................................................................................................................................................... .............................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................... .........................
.......................................................................................................... ..................................................................................

.............................................................................................................................................................................. .............. 
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................................................. ..........

......................................................................................................................... ................................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................ 

....................................................................................................................................... .....................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................ 

تاسع عش   السؤال ال

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  = √𝑥2 + 4𝑥 + 5. 
limاحسب   -1

𝑥→+∞
𝑓(𝑥). 

2- a . اكتب ثلاثي الحدود𝑥2 + 4𝑥 +  بالصيغة القانونية )متمماً إلى مربع كامل(  5
b . استنتج وجود مقارب مائل للخط البياني𝐶  للتابع𝑓  اكتب معادلته.∞+في جوار . 

............................................................................. ...............................................................................................................
................................................................................................................................................. ...........................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 
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 السؤال العشون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  = 𝑥 + √𝑥2 + 1. 
 , اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة. ∞−عند  𝑓ادرس نهاية   -1
𝑦الذي معادلته   Δأثبت أن المستقيم   -2 = 2𝑥  مقارب للخط𝐶   في جوار+∞. 
 .𝐶والخط  Δرس الوضع النسبي للمقارب اد -3

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................. ...............................

.................................................................................................... ........................................................................................ 

....................................................................................................................................................................... .....................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................ ................ 

.................................................................................................................. ..........................................................................
...................................................................................................................................................................................... ......
............................................................................................................................. ............................................................... 

.......................................................................................................................................................................................... ..
................................................................................................................................. ...........................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

..................................................................................................................................... .......................................................
............................................................................ ................................................................................................................

................................................................................................................................................ ............................................ 

 السؤال الواحد والعشون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  = 𝑥 +  √|4𝑥2 − 1|. 

 .∞−و  ∞+ادرس نهاية التابع عند  -1
2- a.  احسبlim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 3𝑥). 

b  احسب .lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) + 𝑥). 
3- a.   استنتج أن الخط𝐶  يقبل مستقيمين مقاربين مائلينΔ1  وΔ2  .يطلب إيجاد معادلتيهما 

b.  ادرس الوضع النسبي للخط𝐶   وكل من المقاربينΔ1  وΔ2. 
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الثاني والعشون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓للتابع الخط البياني  𝐶ليكن  = √4𝑥2 − 4𝑥 + 3. 
 .∞−وعند   ∞+عند  𝑓ادرس نهاية   -1
2- a .  4اكتب𝑥2 − 4𝑥 +  بالشكل القانوني.  3

b .  ادرس نهاية التابعℎ  المعرف وفقℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − √(2𝑥 −  .∞+وعند   ∞−عند  2(1
c.   استنتج أن الخط𝐶  .يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يطلب إيجاد معادلتيهما 

 يقع فوق كل من هذين المقاربين.  𝐶أثبت أن الخط   -3

............................................................................................................................................................. ...............................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................................. .......................... 

........................................................................................................ ....................................................................................
............................................................................................................................................................................ ................
............................................................................................................................. ............................................................... 
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 ................................................................................................................................................................................ ............
....................................................................................................................... .....................................................................

........................................................................................................................................................................................... . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

 السؤال الثالث والعشون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على   𝑓الخط البياني للتابع   𝐶ليكن  = 𝑥 +
𝑥

√𝑥2+9
. 

1- a .  أثبت أن المستقيمΔ  الذي معادلته𝑦 = 𝑥 +  .∞+في جوار  𝐶مقارب للخط  1
b ادرس الوضع النسبي للمقارب .Δ  والخط𝐶. 

𝑦الذي معادلته  ′Δأصحيحٌ أن المستقيم   -2 = 𝑥 −  ؟∞−في جوار  𝐶نقارب للخط  1

....................................................................................................................... .....................................................................
........................................................................................................................................................................................... .
............................................................................................................................. ............................................................... 

.................................................................. ..........................................................................................................................
...................................................................................................................................... ......................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

.......................................................................................................................................... ..................................................
................................................................................. ...........................................................................................................

..................................................................................................................................................... ....................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................ ............................................................................................................................. ...................................

................................................................................................ ............................................................................................ 
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 السؤال الثامن والعشون 

 وفق: ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = {𝑥2 cos (
1

𝑥
)    ; 𝑥 ≠ 0

        0              ; 𝑥 = 0
 

 عند الصفر. 𝑓احسب نهاية   -1
 ؟ علل إجابتك.ℝمستمر عند الصفر؟ هل هو مستمر على   𝑓هل  -2

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................................ ............................................

....................................................................................... ..................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................... ..................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................... ............................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

تاسع والعشون   السؤال ال

 وفق: ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = {
1 − √𝑥2 + 1

𝑥
 ; 𝑥 ≠ 0

𝑚                     ; 𝑥 = 0

 

 ؟ℝمستمراً على  𝑓التي تجعل   𝑚ما قيمة 

........................................................................................................................................................................................ ....
............................................................................................................................... .............................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................... .........................................................
.......................................................................... ..................................................................................................................

.............................................................................................................................................. .............................................. 
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 السؤال الثلاثون 

 وفق  [0,2]التابع المعرف على المجال  𝑓. ليكن 𝑥إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي  𝐸(𝑥)يرمز  
 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝐸(𝑥). 

 .[0,2]على المجال  𝑓ارسم الخط البياني للتابع   -1
 ؟[0,2]مستمر على المجال  𝑓هل  -2

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الواحد والثلاثون 

 وفق  [0,2]مجال التابع المعرف على ال 𝑓. ليكن 𝑥إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي  𝐸(𝑥)يرمز  
 𝑓(𝑥) = 𝐸(𝑥) + (𝑥 − 𝐸(𝑥))

2. 

 (. 𝐸(𝑥)) لا تحوي  𝐸(𝑥)بعبارة مستقلة عن  𝑓(𝑥)اكتب   -1
 ؟[0,2]مستمر على المجال  𝑓أثبت أن   -2

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 
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...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الثامن والثلاثون 

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   لدينا النقطتان الثابتتان𝐴(−3,4)   و𝐵(2,1)  والنقطة المتحولة𝑀(𝑥, . نقرن  (0
 التي نعرفها كما يأتي:  ′𝑀النقطة   𝑀بكل نقطة  

;𝑂)المحور   (𝐴𝑀)يقطع المستقيم   • 𝑖)  في
𝑀. 

;𝑂)المحور   (𝐵𝑀)يقطع المستقيم   • 𝑖)  في
𝑀′. 

 .𝑓(𝑥)بالرمز   ′𝑀نرمز إلى فاصلة 

 .∞+عند  𝑓بدون حساب, خمن نهاية   -1
𝑓(𝑥)أثبت   -2 =

8𝑥

3𝑥−3
 .∞+عند  𝑓, ثم استنتج نهاية  3−وعن  1عن   𝑥عندما تختلف  

3- a  ادرس نهاية .𝑓   ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ ∞−عند . 
b  ادرس نهاية .𝑓   عند𝑥 =  . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ 1

𝑥عندما  -4 = ياً   (𝐴𝑀), يكون المستقيم  3− ,𝑂)مواز 𝑗)   وتكون𝑚 >>  يمكن أن   >> في اللانهاية .
,𝑂)يوزاي  (𝐵𝑀)نقول في هذه الحالة أن  𝑗)  وأن𝑚′   نعرف عندئذ التابع  (2,0)تقع في .𝑔  وفق

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  عندما تختلف𝑥   3−وعن   1عن  ,𝑔(−3) =  ؟3−مستمراً عند   𝑔. لماذا يكون  2

................................................................... .........................................................................................................................
....................................................................................................................................... .....................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

........................................................................................................................................... .................................................
.................................................................................. ..........................................................................................................

...................................................................................................................................................... ...................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.......................................................................................................................................................... ..................................

................................................................................................. ........................................................................................... 
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......................................................................................................................................................................... ................... 
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.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
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