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يف  ية:تعر    المتتال

هي تابع مجموعة تعريفه مجموعة الأعداد 
 أو مجموعة جزئية منها من النمط ℕالطبيعية 

 {n0 , n0 + 1 , n0 + 2 , … } 
ሺunሻn≥n0نرمز للمتتالية بالرمز 

ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥𝑛0أو   
أو  

ሺ𝑥𝑛ሻ𝑛≥0  أوሺ𝑦𝑛ሻ𝑛≥0   أوሺwnሻ𝑛≥0 ....أو 

 ( 1)مثال 

متتالية الأعداد الزوجية التي تبدأ   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لنضع 
 بالصفر.  

𝑢0 = 0 , 𝑢1 = 2 , 𝑢2 = 4 , 𝑢3 = 6 , … 
 (  2مثال )

 متتالية الأعداد الفردية الموجبة.  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0لنضع 

𝑣0 = 1 , 𝑣1 = 3 , 𝑣2 = 5 , … 

 
𝒖𝒏  العام:طريقة الحد  • = 𝒇ሺ𝒏ሻ 

  𝑛بدلالة  𝑢𝑛في هذه الحالة نُعطى 

 (  1مثال )

𝑢𝑛المعرفة بالشكل   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0 المتتالية =
2𝑛

𝑛+1
  

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 

 (  2مثال )

𝑢𝑛المعرفة بالشكل  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥1المتتالية  = 2𝑛−1  

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (  3مثال )

𝑢0  المعرفة ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0المتتالية  = ሺ−1ሻ𝑛  

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 بالتدريج: التعريف  •
𝒖𝟎 = 𝒂  و  𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇ሺ𝒖𝒏ሻ 

بتعويضه   𝑢𝑛ينتج عن سابقه  𝑢𝑛+1أي أن كل حد  
في   u6)أي إذا أردنا حساب   𝑓في صيغة التابع 

و   𝑢𝑛+1في عبارة  𝑢5العلاقة التدريجية نعوض  
 )و هكذا.....  𝑢0نعوض   u1إذا أردنا  

 (  1مثال )

 المعرفة بالشكل :  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0المتتالية  لتكن

{
𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 

𝑢0 = 2
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 
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 (  2مثال )

 المعرفة بالشكل   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن 

{

𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2 + 𝑢𝑛
  

, 𝑢1احسب الحدود  𝑢2, 𝑢3  

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

  المجاميع:متتالية   •

تكون المتتالية معطاة على شكل مجموع منتهٍ  
 أي :   nبدلالة 

𝒖𝒏 = 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒏 
𝑖ابتداءً من  𝑎𝑖و هي تعني أنه مجموع الحدود  =

  𝑎𝑛و حتى  1

 (1)مثال 

 :  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لنتأمل المتتالية  

            𝑢𝑛 =
1

2
+

1

22 +
1

23 + ⋯ +
1

2𝑛 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 

 (2)مثال 

 :   ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0لنأخذ المتتالية  
  𝑣𝑛 = 1 +

1

1
+

1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
    

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (3)مثال 

 :  ሺ𝑥𝑛ሻ𝑛≥0لنأخذ المتتالية 
  𝑥𝑛 =

1

𝑛
+

1

𝑛+1
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 (4)مثال 

 :  ሺ𝑦𝑛ሻ𝑛≥0لنأخذ المتتالية 
 𝑦𝑛 =

1

𝑛
+

1

𝑛+1
+ ⋯ +

1

2𝑛−1
 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 
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يفها: • هي متتاليةٌ كل حدٍ فيها ينتج عن  تعر

ندعوه أساس  rسابقه بإضافة عدد ثابت  
  أي:المتتالية 

 
 مثلًا: 

,2,4,6,8,10المتتالية  متتالية حسابية لأن كل  .…
rحد ينتج عن سابقه بإضافة عدد ثابت  = فهي   2

يجياً بالشكل :    تعرف تدر

u𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 2     , 𝑢0 = 2 
,5,0كذلك المتتالية  −5, −10, −15, …  

متتالية حسابية لأن كل حدٍ فيها ينتج عن سابقه  
rبإضافة عدد ثابت   =  5وحدها الأول   5−

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 − 5    , 𝑢0 = 5 
يعطى الحد العام  العام:حدها  •

 الحسابية بالشكل للمتتالية ً

 
 

 ( 1مثال )

  2العام للمتتالية الحسابية التي حدها الأول الحد
 :   3و أساسها 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑟ሺ𝑛 − 0ሻ 
un = 2 + 3𝑛 

 ( 2مثال )

 5العام للمتتالية الحسابية التي حدها الأول  الحد
 هو  5−  وأساسها

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑟𝑛 
𝑢𝑛 = 5 − 5𝑛 

 ( 3)مثال 

 1العام لمتتالية الحسابية التي حدها الأول  الحد
 1  وأساسها

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑟𝑛 

𝑢𝑛 = 1 + 𝑛 
يار الكشف عنها :   •  مع

 حسابية:  ሺ𝐮𝐧ሻ𝒏≥𝟎لإثبات أن المتتالية  

( في  n+1بـ )  nبأن نبدل كل   𝑢𝑛+1نحسب  -1
  𝑢𝑛عبارة 

𝑢𝑛+1نشكل الفرق   -2 − 𝑢𝑛  
تكون   nفإذا كان الناتج عدداً ثابتاً لا يحوي 

 حسابية أي : 

 
 ويكون ناتج الطرح هو أساس المتتالية آنذاك. 
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 ( 1مثال )

 أن المتتالية التي حدها العام   أثبت

un = 3𝑛 − 4 
 أساسها   وعينحسابية 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

𝑢𝑛أثبت أن المتتالية   =
1−𝑛

4
حسابية وعين  

  أساسها

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 3مثال )

يجياً بالشكل :   أثبت أن المتتالية المعرفة تدر

[

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 12

𝑢0 =
3

2

 

 حسابية و عين أساسها   

 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

متتالية  ሺunሻ𝑛≥0إذا كانت    علاقة الحدين : •
جد علاقة تربط بين أي حدين حسابية فإنه يو

 من هذه المتتالية تُعطى بالشكل : 

 
 وتستخدم هذه العلاقة في الحالات التالية :

 معنا حدين من المتتالية و مطلوب حساب
 الأساس 

  معنا حدٌ من المتتالية و الأساس و المطلوب
 تعيين حد آخر 

  معنا حدين من المتتالية و المطلوب تعيين حد
 أولاً  𝑟آخر مختلف عنهما . )يجب إيجاد 

  لتعيين الحد العامun  بدلالةn  و لكنu0  غير
 معلوم. 

 ( 1مثال )

𝑢4متتالية حسابية فيها   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن   = و  12
𝑢2 =   ’ عين أساس هذه المتتالية 4
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 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2ال )مث

𝑢3متتالية حسابيا فيها   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن  = و  7
  𝑢100احسب   ، 2أساسها  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...... ................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 3ل )مثا

 حسابية فيها  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛.≥0لتكن 
 𝑢3 = 𝑢7و 10 =   𝑢10احسب  30

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................... ...................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
 ( 4مثال )

𝑢4  وفيها ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛.≥0لتكن  = −11 

𝑢1و  = )أو عين الحد  𝑛بدلالة  𝑢𝑛احسب  2−
 (  𝑛العام بدلالة 

 الحل 

 ......................................................................................
........................................................................... ...........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... ............. 

ية :  • ية حساب تتال  مجموع حدود م

حسابية و طُلب حساب مجموع   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0إذا كانت 
 الحدود :  

𝑆 = 𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1 + 𝑢𝑖+2 + ⋯ + 𝑢𝑗 

 فإنه يحسب من القانون :  

 
 حيث :

 a = ui  أول حد في المجموع 

𝑙 = 𝑢𝑗   آخر حد في المجموع 
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𝑗عدد الحدود =   − 𝑖 + 1  

 (   1متغير +)آخر متغير ناقص أول 

 ( 1مثال )

𝑢𝑛لدينا المتتالية  نلتك = 2𝑛 +  و المطلوب:  2

 أثبت أنها حسابية   -1
 احسب قيمة المجموع  -2

𝑆 = 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢10 
 احسب المجموع :  -3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ 𝑢𝑛 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

إذا كنا أمام مجموع أعداد متتابعة فغالباً ما 
تكون هذه الأعداد هي حدود متعاقبة من 

 متتالية حسابية .. و لاختبار ذلك يوجد أسلوبين

ملاحظة أن كل حد ينتج عن سابقه بإضافة  -1
 عدد ثابت 

 الفرق بين كل حدين متتالين نفسه -2
 فمثلًا  لو كنا أمام المجموع : 

1

2
+ 1 +

3

2
+ 2 +

5

2
+ ⋯ + 10 

حد ينتج عن سابقه فيمكن أن نلاحظ هنا ان كل 
1بإضافة 

2
و في حال تعذّر عليك الملاحظة احسب  

 الفرق بين كل حد و الذي قبله 

1 −
1

2
=

1

2
 

3

2
− 1 =

1

2
 

2 −
3

2
=

1

2
 

……. 

 فهو مجموع لمتتالية حسابية 

 و خطوات حسابه: 

نضرب الطرفين بالمقام المشترك لمحاولة  -1
 سيط شكل الحدود:تب

2𝑠 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ⋯ + 20 
 حسب قانون المجموع لمتتالية حسابية:  -2

𝑎 = 1   , 𝑙 = 20  , عدد الحدود = 20 

2𝑆 =
1 + 20

2
× 20 

2𝑆 = 210 

𝑆 = 105  
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 ( 1مثال )

 احسب المجموع 
𝑆 =

1

3
+

2

3
+ 1 +

4

3
+ ⋯ + 30 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

 جد قيمة المجموع  

𝑆 =
1

12
+

1

6
+

1

4
+

1

3
+

5

12
+

1

2
+ ⋯ + 1 

 الحل 

....................... ...............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................... .................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................. ....................................................................

 ......................................................................................

 ......................................................................................
................ ...................................................................... 

 
يفها: هي متتاليةٌ كل حدٍ فيها ينتج عن  تعر

ندعوه أساس   𝑞سابقه بضربه بعدد ثابت  
  أي:المتتالية 

 
,2,4,8,16,32المتتالية  مثلًا: متتالية هندسية  .…

𝑞لأن كل حد ينتج عن سابقه بضربه بعدد ثابت  =

 فهي تعرف تدريجياً  2
 بالشكل :  

u𝑛+1 = 2𝑢𝑛     , 𝑢0 = 2 
,5كذلك المتتالية  −25,125, −625 …  

متتالية هندسية لأن كل حدٍ فيها ينتج عن سابقه  
rبضربه عدد ثابت  =  5وحدها الأول   5−

𝑢𝑛+1 = −5𝑢𝑛    , 𝑢0 = 5 
يعطى الحد العام للمتتالية   حدها العام :

 الحسابية بالشكل
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 ( 1مثال )

الحد العام للمتتالية الهندسية التي حدها 
𝑢0الأول =  :   3و أساسها   2

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

𝑢0الحد العام للمتتالية التي حدها الأول  = و  5
 هو  5−أساسها  

............. .........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........... ...........................................................................
 ...................................................................................... 

يار الكشف عنها : لإثبات أن المتتالية  مع
ሺunሻ𝑛≥0 : هندسية 

في عبارة  n+1بـ   nبأن نبدل كل   𝑢𝑛+1نحسب  -1
𝑢𝑛  

𝑢𝑛+1نشكل النسبة  -2

𝑢𝑛
فإذا كان الناتج عدداً ثابتاً   

 تكون هندسية أي: nلا يحوي 

 ويكون ناتج القسمة هو أساس المتتالية آنذاك. 

 ( 1مثال )

 أثبت أن المتتالية التي حدها العام  

𝑢𝑛 = 4 × 3𝑛 
 هندسية و عين أساسها 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

𝑢𝑛أثبت أن المتتالية   =
1

5𝑛−1  هندسية وعين
   أساسها

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ( 3مثال )

يجياً بالشكل :  أثبت  أن المتتالية المعرفة تدر

[

𝑢𝑛+1 = 12𝑢𝑛

𝑢0 =
3

2

 

 هندسية و عين أساسها  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 4مثال )

𝑢𝑛أثبت أن المتتالية المعرفة وفق :  =
1

2𝑛 
  هندسية

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....... ...............................................................................
...................................................................................... 

متتالية  ሺunሻ𝑛≥0إذا كانت    الحدين:علاقة 
هندسية فإنه يوجد علاقة تربط بين أي حدين من  

 الية تُعطى بالشكل : هذه المتت

 

 تستخدم هذه العلاقة في الحالات التالية :

 معنا حدين من المتتالية و مطلوب حساب
 الأساس 

  معنا حدٌ من المتتالية و الأساس و المطلوب
 تعيين حد آخر 

  معنا حدين من المتتالية و المطوب تعيين حد
 أولًا (  𝑞آخر مختلف عنهما .)هنا يجب حساب 

  لتعيين الحد العامun  بدلالةn  و لكنu0  غير
 معلوم. 

 ( 1مثال )

𝑢4متتالية هندسية فيها   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0 لتكن = و  16
𝑢2 =  ’ عين أساس هذه المتتالية  4

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

𝑢3متتالية هندسية فيها   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن  = و  27
  𝑢5, احسب  3أساسها  

 الحل 

.... ..................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.. ....................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 3مثال )

 هندسية فيها  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏.≥𝟎لتكن 
 𝒖𝟑 = 𝒖𝟕و 𝟖 =   𝒖𝟏𝟎احسب  𝟏𝟐𝟖

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
 ( 5مثال )

 هندسية و فيها  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛.≥0لتكن 
 𝑢4 = 81 

𝑢2و  = )أو عين الحد العام   𝑛بدلالة  𝑢𝑛احسب  9
 (   𝑛بدلالة 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ية :  • ية هندس تتال  مجموع حدود م

هندسية و طُلب حساب   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0إذا كانت 
 مجموع الحدود :  

𝑆 = 𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1 + 𝑢𝑖+2 + ⋯ + 𝑢𝑗 

 فإنه يحسب من القانون :  

 
 حيث:

 a = ui  أول حد في المجموع 

𝑗عدد الحدود =   − 𝑖 + 1  

 (   1)آخر دليل ناقص أول دليل +

 ( 1مثال )

𝑢𝑛لتكن لدينا المتتالية  = 2 × 3𝑛  : و المطلوب 

 أثبت أنها هندسية   -1
 احسب قيمة المجموع  -2

𝑆 = 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢10 
 احسب المجموع :  -3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ 𝑢𝑛 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ( 2مثال )

 هندسية أساسها  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0بفرض  

 𝑞 = 𝑢1و فيها   2 = 3  

  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب   -1
 احسب المجموع   -2

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

  الشكل:إذا صادفنا مجموع من 

𝑆 = 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 

ففوراً يمكن الحكم عليه أنه مجموع متتالية 
 و نطبق قانون المجموع .  𝑞هندسية أساسها  

 ( 1مثال )

 قيمة المجموع   احسب

𝑆 =
1

3
+

1

32
+

1

33
+ ⋯ +

1

3𝑛
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 ( 2مثال )

 احسب المجموع  

𝑆 = 1 +
1

2
+

1

22
+ ⋯ +

1

2𝑛−1
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................
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12 

 

 

 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 ( 3مثال )

 بسط المجموع  

𝑆𝑛 = 1 −
1

2
−

1

4
−

1

8
−. . −

1

2𝑛
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

يل   2021دورة    مثال   تكم

𝑢𝑛بفرض   =
1

5
+

1

52 +
1

53 + ⋯ +
1

5𝑛  

𝑢𝑛أثبت أن   =
1

4
(1 −

1

5𝑛)  

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 فائدة هامة ) مجموع مع قفزات( :   •

أحياناً نواجه تمارين تطلب جمع حدود من متتالية  
ليست متعاقبة )يوجد قفزات في  ولكنهاما 

  مثلًا:الأدلة( 

𝑣2 + 𝑣4 + 𝑣6 + ⋯ 𝑣2𝑛  فهنا نلاحظ أن الأدلة
ليست اعداد طبيعية متتالية و إنما هنالك قفزات 

 2كل منها  

 لو نظرنا للمجموع  و كذلك
 𝑢3 + 𝑢6 + 𝑢9 + ⋯ + 𝑢3𝑛  

 .  3فهنا القفزة قدرها 

 الأساس الجديد في الهندسية -1
 q′ = q

 القفزة 
′rوفي الحسابية   = r ×  القفزة 

 أول  متغير −آخر متغير عدد الحدود   -2
طول  القفزة 

+ 1 

 ( 1مثال )

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0   و فيها   3متتالية هندسية أساسها
𝑢1 = −2 

  𝑛بدلالة   𝑢𝑛احسب   -1
 قيمة المجموع احسب  -2

 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢7  
 احسب قيمة المجموع  -3

 𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 + ⋯ + 𝑢2𝑛  
 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 ( 2مثال )

المعرفة بالشكل   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن لدينا المتتالية 
𝑢𝑛 = 2n + 1     

 و عين أساسها  حسابيةأثبت أنها  -1
 احسب قيمة المجموع  -2

 𝑢3 + 𝑢6 + 𝑢9 + ⋯ + 𝑢3𝑛  
 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

و  bو   aيرد في نص السؤال العبارة التالية ) بفرض 
c تتالية هندسية )أو ثلاثة حدود متعاقبة من م

 حسابية ( 

يذكر   ياناً لا  يذكر لنا أساسها و أح ياناً  و أح
يق :  تفر  الأساس فهنا يجب ال

تب القوانين   • إذا ذكر الأساس فإننا نك
ية :   تال  ال

ية أساسها  ية أساسها  rحساب  qهندس
𝒃 = 𝒂 + 𝒓     
  𝒄 = 𝒂 + 𝟐𝒓 

𝑏 = 𝑎𝑞       
 𝑐 = 𝑎𝑞2 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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تب القوانين    • يذكر الأساس فإننا نك إذا لم 
ية :   تال  ال

يذكر   ية لم  حساب
 أساسها 

يذكر   ية لم  هندس
 أساسها  

𝟐𝒃 = 𝒂 + 𝒄 
و تقرأ : الأول + الأخير  

   الأوسط=ضعفي 
 

𝑏2 = 𝑎𝑐 
و تقرأ : الأول بالأخير  

   الأوسطيساوي مربع 
 

غالباً ما تكون الحالة الثانية يُطلب فيها إيجاد ☺
a,b,c  لذلك نعوض قيمة𝑏  بدلالة𝑎, 𝑐  وفق

القوانين المكتوبة للوصول إلى معادلتين 
,aبمجهولين  c   ًثم نحلهما حلًا مشتركا 

 ( 1مثال )

لية  ثلاثة حدود متعاقبة من متتا  𝑐و    𝑏و    𝑎  بفرض
   تحقق:حسابية 

3𝑎 + 𝒃 − 𝑐 = 12 

𝑎 + 2𝒃 + 𝑐 = 32 
   𝑐و  𝑏و   𝑎احسب  

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 ( 2مثال )

ثلاثة حدود متعاقبة من هندسية   𝑐و    𝑏و     𝑎بفرض  
 و تحقق : 

{
𝑎. 𝑏. 𝑐 = −27

3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = −18
 

,𝑎احسب   𝑏, 𝑐   

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

غالباً ما يكون المطلوب في الحالة الاولى  ☺
  أساس.حساب 

 ( 3مثال )

قبة من متتالية  ثلاثة حدود متعا  𝑐و    𝑏و    𝑎  بفرض
𝑞و  𝑞هندسية أساسها   ≠ 0 . 

متتالية    𝑐و    2𝑏و    3𝑎و   ثلاثة حدود متعاقبة من 
  𝑞حسابية . احسب  

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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ية  ين إضاف  تمار

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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ين ) تمر  ( 1ال

المعرفة بالشكل   ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎ليكن لدينا المتتالية 
𝒖𝒏 =

𝟐𝒏

𝟑𝒏+𝟏  . أثبت أنها هندسية , 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

 متتالية معرفة بالشكل ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن 

 𝑢𝑛 = 3 − 𝑛  . أثبت أنها حسابية , 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

𝑢2متتالية حسابية فيها  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن  = و  41
𝑢5 =    𝑢20احسب   , 13−

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 4ال

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0   هندسية فيها𝑢4 =  و   16
𝑢1 =  .  𝑢3, احسب   2

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 

ين ) تمر  ( 5ال

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0  و  3متتالية حسابية أساسها𝑢1 = −2  

  𝑛بدلالة   𝑢𝑛احسب   -1
 احسب المجموع  -2

 𝑢30 + 𝑢31 + 𝑢32  
 احسب المجموع  -3

 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢20  
 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 6ال

ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎   و   𝟐متتالية هندسية أساسها𝒖𝟎 = 𝟏  , 

𝒖𝟑احسب   + 𝒖𝟒 + ⋯ + 𝒖𝟏𝟎   

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 7ال

𝒄و𝒃و𝒂  ثلاث حدود متعاقبة من متتالية هندسية
𝒂 و  ≠  𝟐𝒃و   𝟑𝒂ونعلم أن  𝒒وأساس المتتالية  𝟎
هي ثلاث حدود متعاقبة من متتالية حسابية ,   𝒄و

   𝒒احسب  

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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𝑢𝑛+1نُعطى متتالية تدريجية  = 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ  

  𝑢𝑛بدلالة  𝑣𝑛ثم نُعطى متتالية أخرى  

𝑣𝑛 = 𝑔ሺ𝑢𝑛ሻ 
 ندعو العبارة الأخيرة : العلاقة المتداخلة 

إثبات أن  و غالباً ما يطلب على هذه المتتالية: 
 الأخيرة هندسية أو حسابية  : 

  𝑢𝑛+1بدلالة  𝑣𝑛+1نوجد  -1
 نطبق المعيار المناسب  -2

  إيجاد الحد العام لـ𝑣𝑛   : 

 بالعبارة المتداخلة  𝑢0بتعويض    𝑣0نوجد  -1
 نضع قانون الحد العام   -2
 نعوض   -3

 استنتاج الحد العام لـ𝑢𝑛  : 

 نكتب العبارة المتداخلة   -1
  𝑣𝑛بدلالة  𝑢𝑛نعزل  -2
  𝑣𝑛نعوض الحد العام لـ  -3

 
ين ) تمر  ( 1ال

𝑢𝑛+1بفرض   = 2𝑢𝑛 + 𝑢0و  3 = 1  

 :بالشكل  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0و نعرف المتتالية  

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 3 
 هندسية و عين أساسها  ሺ𝑣𝑛ሻأثبت أن   -1
  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب   -2
  𝑛بدلالة  𝑢𝑛استنتج   -3

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

 المعرفة وفق :   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0بفرض  

𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 − 1 

𝑢0 = 2 
 المعرفة وفق :  ሺ𝑥𝑛ሻ𝑛≥0و نتأمل المتتالية 

𝑥𝑛 = 𝑢𝑛 + 2 
 هندسية  ሺ𝑥𝑛ሻأثبت أن المتتالية   -1
  𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثم استنتج   𝑛بدلالة  𝑥𝑛اكتب   -2
 احسب المجموع   -3

𝑆𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  
 استنتج المجموع :   -4

𝑆𝑛
′ = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

𝑣𝑛+1بفرض   =
𝑣𝑛

1+𝑣𝑛
𝑣0و   = 1  

𝑢𝑛و لتكن  =
1

𝑣𝑛
  

 حسابية  𝑢𝑛أثبت أن   -1
  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب   -2
   𝑛بدلالة  𝑣𝑛استنتج   -3
 احسب المجموع :   -4

𝑆 =
1

𝑣1
+

1

𝑣2
+ ⋯ +

1

𝑣𝑛
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 4ال

𝑎و   𝑏و 𝑎نعطى عددين حقيقيين   ≠ تأمل    0
𝑣𝑛+1التي تحقق  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0المتتالية  = 𝑎𝑣𝑛 + 𝑏  

𝑣𝑛+1يحقق أن  𝑓عين تابعاً   -1 = 𝑓ሺ𝑣𝑛ሻ  
𝑓ሺ𝑥ሻحل المعادلة  𝑙احسب   -2 = 𝑥   
𝑢𝑛بالشكل   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0نعرف المتتالية   -3 = 𝑣𝑛 −

𝑙   أثبت أنሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0   هندسية واستنتج𝑢𝑛 
  𝑏و   𝑎و  𝑛بدلالة 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 الهندسية المتخفية المتتاليات
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

1هل المتتالية  -1

12
,

1

6
,

1

4
,

1

3
… 

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 12 b 

 حسابية أساسها 
𝑟 =

1

12
 

c هندسية أساسها 
𝑞 = 2 d   ليست حسابية ولا 

 هندسية

1هل المتتالية  -2

9
,

2

92 ,
3

93 ,
4

94 … 

a 
 حسابية أساسها 

𝑟 =
1

9
 

b  حسابية أساسها 
𝑟 = 9 c 

 هندسية أساسها
𝑞 =

1

9
 

d   ليست حسابية ولا 
 هندسية

ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛ليكن لدينا المتتالية  -3 ≥ 𝑣𝑛المعطاة وفق:  0 = 𝑛2  هل المتتالية،𝑣𝑛  ؟ 

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 2 b  أساسها حسابية 

𝑟 = 8 c هندسية أساسها 
𝑞 = 4 d   ليست حسابية ولا 

 هندسية
ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا المتتالية  -4 ≥ 𝑣𝑛+1المعطاة وفق  0 =

𝑣𝑛

1+𝑣𝑛
  

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛ولدينا المتتالية  ≥ 𝑢𝑛المعطاة وفق: 1 =
1

𝑣𝑛
  ؟ 𝑢𝑛هل المتتالية   

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 1 b  حسابية أساسها 

𝑟 = −1 c هندسية أساسها 
𝑞 = 3 d 

 ليست حسابية ولا  
 هندسية

𝑢1متتالية حسابية فيها   ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛ليكن لدينا  -5 = −2 , 𝑟 =  تساوي: 𝑢10فان  2−
a 𝑢10 = 20 b 𝑢10 = −16 c 𝑢10 − 20  d 𝑢10 = 16 

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا  -6 ≥ 𝑢10متتالية حسابية فيها  0 = 59  , 𝑢0 =  يساوي: 𝑟فان أساس المتتالية   1−
a 𝑟 = 6 b 𝑟 = 3 c 𝑟 = −6  d =𝑟 =

1

6
 

𝑟متتالية حسابية فيها   𝑢𝑛اذا كان لدينا   -7 = 6  , 𝑢4 =  تساوي: 𝑢𝑛فان  25
a 𝑢𝑛 = 2𝑛 − 2 b 𝑢𝑛 = 6𝑛 + 1  c 𝑢𝑛 = 6𝑛 + 2 d 𝑢𝑛 = 3𝑛 − 1 
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23 

 

 

 

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا المتتالية  -8 ≥ 𝑟متتالية حسابية فيها  0 = 2  , 𝑢0 =  فان مجموع المتتالية  3
𝑆 = 𝑢3 + 𝑢4 + ⋯ + 𝑢8 

a 𝑆 = 28 b 𝑆 = 80 c 𝑆 = 84 d 𝑆 = 56 
1هل المتتالية  -9

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
, … 

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 2 b 

 حسابية أساسها 
𝑟 =

1

2
 

c هندسية أساسها 
𝑞 = 2 d   ليست حسابية ولا 

 هندسية

,1,4,8,16هل المتتالية  -10 … 

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 12 b 

 حسابية أساسها 
𝑟 =

1

12
 

c هندسية أساسها 
𝑞 = 2 d 

 ليست حسابية ولا  
 هندسية

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا المتتالية  -11 ≥ 𝑢𝑛المعطاة وفق:  0 =
2

3𝑛  هي متتالية ؟ 

a 
 حسابية أساسها 

𝑟 = −
1

3
 

b 
 حسابية أساسها 

𝑟 =
1

3
 

c 
 هندسية أساسها

𝑞 =
1

3
 

d   ليست حسابية ولا 
 هندسية

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛ليكن لدينا  -12 ≥ 𝑞متتالية هندسية فيها   0 = 3 , 𝑢1 =  تساوي : 𝑢4فان  2−
a 𝑢4 = 54  b 𝑢4 = −54 c 𝑢4 = 27 d 𝑢4 = −27 
ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا  -13 ≥ 𝑢5متتالية هندسية فيها   0 = 81 , 𝑢2 =  تساوي: 𝑞فان أساس المتتالية  3
a 𝑞 = 2 b 𝑞 = 3 c 𝑞 = −3 d 𝑞 = 27 
ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛اذا كان لدينا   -14 ≥ 𝑞متتالية هندسية فيها   0 = 3 , 𝑢1 =  تساوي:  𝑢𝑛فان   2
a 𝑢𝑛 = 2.3𝑛−1 b 𝑢𝑛 = 2.3𝑛+1 c 𝑢𝑛 =

2

3
3𝑛 d ሺ𝑎 و 𝑏ሻ 

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛لتكن لدينا متتالية  -15 ≥ 𝑞متتالية هندسية فيها   0 = 3 , 𝑢4 =  ولدينا 12
 𝑆 = 𝑢4 + 𝑢5 + 𝑢6 + ⋯ + 𝑢9  فان قيمة𝑆 : تساوي 

a 𝑆 = 3 − 6ሺ3ሻ6 b 𝑆 = 6 − 6ሺ3ሻ6 c 𝑆 = −6 + 6ሺ3ሻ6 d 𝑆 = 6 − 3ሺ6ሻ3 
16-   𝑆 = 1 −

1

9
−

1

92 −
1

93 − ⋯ −
1

9𝑛  
a 𝑆 =

7

8
−

1

8
(

1

9
)

𝑛

 b 𝑆 =
7

8
+

1

8.9𝑛
 c 𝑆 =

7

8
+ (

1

9
)

𝑛

 d 𝑆 = −
7

8
+

1

8
(

1

9
)

𝑛

 

}المعرفة وفق: ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن لدينا المتتالية  -17
𝑢𝑛+1 =

6𝑢𝑛−4

𝑢𝑛+1

𝑢0 = 2
 

𝑛في حالة  ≥ 𝑣𝑛وفق: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0نعرف المتتالية   0 =
𝑢𝑛−4

𝑢𝑛−1
 والمطلوب:  

 : ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ان المتتالية 

a 
 حسابية أساسها 

𝑟 =
2

5
 

b 
 حسابية أساسها 

𝑟 =
5

2
 

c 
 هندسية أساسها

𝑞 =
2

5
 

d 
 ليست حسابية ولا  

 هندسية

 هو: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد الأول للمتتالية   -18
a 

𝑣0 = −2  
 b 

𝑣0 = 2 
 c 𝑣0 =

1

2
 d 𝑣0 = −

1

2
 

 هو: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد العام للمتتالية  -19
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a 𝑣𝑛 = −
2𝑛 + 1

5𝑛
 b 𝑣𝑛 = −2 (

2

5
)

𝑛

 

c 𝑣𝑛 = 2 (
5

2
)

𝑛

 d ሺ𝑎  و  𝑏ሻ 

 هو:  ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد العام للمتتالية  -20

a   
4 + 2 (

2
5

)
𝑛

1 + 2 (
2
5

)
 𝑛 b 4.5𝑛 + 2𝑛+1

5𝑛 + 2𝑛+1   

c 4.5𝑛 − 2𝑛+1

5𝑛 − 2𝑛+1  d ሺ  𝑎  و   𝑏ሻ 

𝑆ان مجموع  -21 = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛−1  :يساوي 
 a −

10

3
+

10

3
(

2

5
)

𝑛

 b 10

3
−

10

3
(

2

5
)

𝑛

 

c −
10

3
−

10

3
(

2

5
)

𝑛+1

 d 10

3
+

10

3
(

5

2
)

𝑛

 

}المعرفة وفق: ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0لتكن المتتالية  -22
𝑢𝑛 + 1 =

2𝑢𝑛−1

𝑢𝑛

𝑢0 = 2
 

𝑛في حالة  ≥ 𝑣𝑛وفق: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0نعرف المتتالية  0 =
2

𝑢𝑛−1
 :  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ن المتتالية , إ

a  حسابية أساسها 
𝑟 = 2 b  حسابية أساسها 

𝑟 = −2 c هندسية أساسها 
𝑞 = 2 d   ليست حسابية ولا 

 هندسية
 هو: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد العام للمتتالية  -23
a 𝑣𝑛 = 1 + 𝑛 b 𝑣𝑛 = −2 + 2𝑛 
c 𝑣𝑛 = 2𝑛 d 𝑣𝑛 = 2𝑛 + 2 
 هو: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد الأول للمتتالية   -24

 هو: ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0ان الحد العام للمتتالية  -25
a 𝑢𝑛 =

1 + 𝑛

2 + 𝑛
 b 𝑢𝑛 =

2 + 𝑛

1 + 𝑛
 

c 𝑢𝑛 =
−2 + 𝑛

−1 + 𝑛
 d 𝑢𝑛 =

1 − 𝑛

2 − 𝑛
 

𝑆ان مجموع  -26 = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛  :يساوي 
a 𝑛2 + 3𝑛 + 2 b ሺ𝑛 − 1ሻሺ2 + 𝑛ሻ 
c ሺ𝑛2 − 3𝑛 + 2ሻ d ሺ𝑎  و  𝑏ሻ 
,𝑐لدينا  -27 𝑏, 𝑎   وثلاث اعداد حقيقية غير معدومة تمثل حدود متعاقبة من المتتالية الحسابية

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0  تماما حيث انها تحقق: ةمتزايد{𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 14
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6

,𝑎فان قيمة   𝑏, 𝑐 :هي 

a {
𝑎 = 3
𝑏 = 2
𝑐 = 1

 b {
𝑎 = 1
𝑏 = 2
𝑐 = 3

 c {
𝑎 = 0
𝑏 = 2
𝑐 = 4

 d ሺ𝑎  و  𝐵ሻ 

 هو:  𝑟ان أساس المتتالية  -28
a 𝑟 = −

1

2
 b 𝑟 = −1 c 𝑟 =

1

2
 d 𝑟 = 1 

a 𝑣0 = −4 b 𝑣0 = 2 
c 𝑣0 = 4 d 𝑣0 = −2 
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𝑢0اذا علمت ان  𝑢𝑛ان الحد العام للمتتالية  -29 = 𝑎 :هو 
a 𝑢𝑛 = 1 − 𝑛 b 𝑢𝑛 = 1 + 𝑛 c 𝑢𝑛 = −1 + 𝑛 d 𝑢𝑛 = −1 − 𝑛 
,𝑎لدينا  -30 𝑏, 𝑐  ثلاث اعداد حقيقية غير معدومة تمثل حدود متعاقبة من متتالية من متتالية هندسية

ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0 : متزايد تماما حيث انها تحقق{
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 7

𝑎. 𝑏. 𝑐 = 8
,𝑎فان قيمة   𝑏, 𝑐 :هي 

a {
𝑎 = 1
𝑏 = 2
𝑐 = 4

 b {
𝑎 = 4
𝑏 = 2
𝑐 = 1

 c {
𝑎 = −1
𝑏 = 4
𝑐 = 6

 d ሺ𝑎  و  𝑏ሻ 

 هو: 𝑞ان أساس المتتالية  -31
a 𝑞 = −

1

2
 b 𝑞 = 2 c 𝑞 = −2 d 𝑞 =

1

2
 

𝑢0اذا علمت ان  𝑢𝑛ان الحد العام للمتتالية  -32 = 𝑎 :هو 
a 𝑢𝑛 = −2𝑛+1 b 𝑢𝑛 = 2𝑛  c 𝑢𝑛 = 2𝑛+1 d 𝑢𝑛 = −2𝑛 
𝑆ان المجموع  -33 = 𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 + ⋯ + 𝑢20  :يساوي 
a 𝑆 =

4

3
−

4

3
ሺ4ሻ10 b 𝑆 = −

4

3
+

4

3
ሺ4ሻ10 c 𝑆 = −

4

3
+

411

3
 d ሺ𝑎   و   𝑏ሻ 

,𝑎لدينا  -34 𝑏, 𝑐  ثلاث اعداد حقيقية غير معدومة تمثل حدود متعاقبة من متتالية هندسية فان 
ሺ𝑎 + 𝑏 + 𝑐ሻሺ𝑎 − 𝑏 + 𝑐ሻ = 

a 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 b 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 c 𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2 + 2𝑎𝑐 d ሺ𝑎   و   𝑏ሻ 
,𝑎لدينا  -35 𝑏, 𝑐   ثلاثة حدود متوالية غير معدومة من متتالية هندسية أساسها𝑞  12كما لدينا𝑎 5و𝑏 

 تساوي:  𝑞ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابية فان  2𝑐و
a {

𝑞 = −2
𝑞 = 3

 b {
𝑞 = −3
𝑞 = 2

 c {
𝑞 = −3
𝑞 = −2

 d {
𝑞 = 2
𝑞 = 3

 
 

 
1 B 13 B 25 B 
2 D 14 D 26 A 
3 D 15 C 27 D 
4 A 16 B 28 D 
5 C 17 C 29 B 
6 A 18 A 30 A 
7 B 19 D 31 B 
8 C 20 D 32 B 
9 B 21 A 33 D 

10 D 22 A 34 D 
11 C 23 D 35 D 
12 B 24 B   



 

 

 

  

  الثانيالدرس  2

 اطراد المتتالية

 الدراسة هي

مفتاح لتحقيق  

 أحلامك،

 فاستغل كل 

 .فرصة للتعلم 
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 تعاريف ورموز: 

ية المتزايدة  𝒖𝒏+𝟏 المتتال ≥ 𝒖𝒏 

ية المتزايدة   المتتال
 تماما  

𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 

ية المتناقصة  𝑢𝑛+1 المتتال ≤ 𝑢𝑛 

ية المتناقصة   المتتال
 تماما  

𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛 

تة  ية الثاب 𝑢𝑛+1 المتتال = 𝑢𝑛 

 
: يقة الفرق )نقارن مع الصفر  أولا   (: طر

  𝑢𝑛+1نحسب  -1
𝑢𝑛+1نشكل الفرق   -2 − 𝑢𝑛  
 حالتين: نميز  -3

𝒖𝒏+𝟏إذا كان  ❖  − 𝒖𝒏 ≥  متزايدة   ⇐ 𝟎

𝒖𝒏+𝟏إذا كان  ❖  − 𝒖𝒏 ≤  متناقصة   ⇐ 𝟎

 مثال 

 ادرس اطراد كل من المتتاليات الآتية  

𝑢𝑛 = 2𝑛 + 5 

 ......................................................................................
....................................................... ...............................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................... ................................. 

𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

 ......................................................................................
....... ...............................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

                         

𝑢𝑛 = 1 +
1

2
+

1

22
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

𝑢𝑛 =
1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
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...................................................................................... 
................................................................................. .....

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................

يقة  يا : طر  (: النسبة )نقارن مع الواحد  ثان

  𝑢𝑛+1نحسب  -1
 نشكل النسبة: -2

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
 

   حالتين:نميز  -3
𝒖𝒏+𝟏إذا كان  ❖

𝒖𝒏
>  )متزايدة(  𝟏

𝒖𝒏+𝟏إذا كان  ❖

𝒖𝒏
<  )متناقصة(  𝟏

 مثال 

 ادرس اطراد كل من المتتاليات الآتية  

𝑢𝑛 =
10𝑛

𝑛!
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 

𝑢𝑛 =
𝑛

3𝑛
 

 ......................................................................................
................................................................ ......................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

يقة   ثالثا :    الاشتقاق:طر

𝑢𝑛إذا كان   = 𝑓(𝑛)  حيث𝑛 ≥ 𝑛0  وكان𝑓 
, 𝑛0]اشتقاقي على المجال   عندها  ]∞+

𝒇′(𝒙)إذا كان  ❖ ≥ , 𝒏𝟎]على المجال  𝟎 +∞[ 
𝒏≥𝒏𝟎(𝒖𝒏)فإن 

𝒏∀متزايدة    ≥ 𝒏𝟎 . 

𝒇′(𝒙)إذا كان  ❖ ≤ , 𝒏𝟎]على المجال  𝟎 +∞[ 
𝒏≥𝒏𝟎(𝒖𝒏)فإن 

𝒏∀متناقصة     ≥ 𝒏𝟎. 

 مثال 

 ادرس اطراد كل من المتتاليات التالية 

  𝑢𝑛 =
3

𝑛2
  ; 𝑛 ≥ 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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30 

 

 

 

 𝑢𝑛 = √3𝑛 + 1  ; 𝑛 ≥ 0 
 ......................................................................................

..................................................... .................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ................................................... ...................................
𝑢𝑛 =

2𝑛−1

𝑛+4
  ; 𝑛 ≥ 0 

.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

𝑢𝑛 =
1

𝑛2+1
  ; 𝑛 ≥ 0 

 ......................................................................................
............................................................. .........................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

𝑢𝑛 =
3𝑛 + 1

𝑛 − 1
  ; 𝑛 ≥ 2 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

𝑢𝑛 = −3𝑛 + 1  ; 𝑛 ≥ 0 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

𝑢𝑛 = 1 +
1

𝑛2
  ; 𝑛 ≥ 0 

 ......................................................................................
.......................................................... ............................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 
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𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
  ; 𝑛 ≥ 0 

 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

يف   رابعا : يقة تعر    قضية:طر

 بالتدريج: إذا كانت المتتالية معرفة 

 متزايدة: لإثبات أنها  ❖

 نعرف القضية  -1
𝐸(𝑛): 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 

 نثبت القضية بالتدريج  -2
 لإثبات أنها متناقصة ❖

 نعرف القضية  -1
𝐸(𝑛): 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

 نثبت القضية بالتدريج  -2
   الاطراد:لدراسة ❖

,𝑢0نحسب الحدود  -1 𝑢1, 𝑢2  
الفضية  ونعرفنتوقع جهة الاطراد  -2

 المناسبة 
 بالتدريج. نثبت القضية  -3

 
 
 

 مثال 

  التالية:ادرس اطراد المتتاليات 

 𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 2  , 𝑢0 = 2 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................. .........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................



32 

 

32 

 

 

 

 ......................................................................................
.................................................................. ....................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1 + 𝑢𝑛
  , 𝑢0 = 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................................................. ....................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................ ......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

........................................................... ...........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ...............................
......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 
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يأتي: ا   لسؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة في كل مما 

𝑣𝑛ان المتتالية  -1 =
1

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -2 = −

1

2𝑛+4
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑣𝑛ان المتتالية  -3 =

2𝑛+3

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -4 =

2𝑛−3

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -5 =

1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+ ⋯ +

1

2𝑛
  

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -6 =

10𝑛

𝑛
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -7 = 1 +

1

√2
+ ⋯ +

1

√𝑛
− 2√𝑛 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

𝑢𝑛+1} ان المتتالية -8 = 𝑢𝑛 − 7
𝑢0 = 1

 : 
a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

}ان المتتالية  -9
𝑢𝑛+1 =

3

2
𝑢𝑛

𝑢0 = 2
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

}ان المتتالية  -10
𝑢𝑛+1 =

1

2
(𝑢𝑛 + 3)

𝑢0 = 2
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
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𝑢𝑛المعرفة وفق   𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  -11 = (−
1

𝑛
)

𝑛  :هي متتالية 

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
𝑢𝑛+1المعرفة وفق   0≤(𝑢𝑛)المتتالية  -12 =

3

4
𝑢𝑛 + 𝑢0و   2 = 8  

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
𝑢𝑛+1المعرفة وفق   0≤(𝑢𝑛)المتتالية  -13 =

3

4
𝑢𝑛 + 𝑢0و   2 = 2  

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
 

 
1 A 
2 B 
3 A 
4 B 
5 B 
6 B 
7 B 
8 A 
9 B 

10 B 
11 A 
12 A 
13 A 



 

 

 

  

  الثالثالدرس  3

 الإثبات بالتدريج

خطط لوقتك، 

وستجد أن لديك 

وقتاً أكثر مما 

 .تعتقد
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  𝑛قضية متعلقة بالعدد الطبيعي   𝐸(𝑛)إذا كانت 
𝑛حيث  ≥ 𝑛0  وأردنا إثبات أنها صحيحة مهما تكن

𝑛 ≥ 𝑛0   فإن أفضل الطرق لذلك هي "الإثبات
 " أو ما يعرف بال " الاستقراء الرياضي" . بالتدريج

 تمهيد: 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

يكفي أن نثبت  𝐸(𝑛)لإثبات صحة القضية  
 الشرطين الآتيين: 

 𝑛0القضية صحيحة من أجل دليل البدأ  -1

تؤدي إلى صحة  nصحة القضية من أجل  -2
𝑛القضية من أجل  + 1. 

 
يقة الإثبات  يج:طر تدر    بال

  𝐸(𝑛)نرمز للقضية   ①

 𝑛نثبت صحة القضية من أجل أول قيمة ل ②
  𝑛0ولتكن 

  (الفرض )صحيحة ...  𝐸(𝑛)نفرض أن القضية   ③

𝐸(𝑛نثبت صحة الخاصة  ④ + ... ) الطلب ( ..... (1
  (الفرض )مستفيدين من  

ين: المضاعفاالنمط الأول من  • تمار    ت ال

 أثبت صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):"3  4 للعدد مضاعفn+5 العدد  " 

; n ≥ 1 
 الحل  

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................... ............................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
....................... ...............................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................... ................................................................. 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................. ....................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

............... .......................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............. .........................................................................
 ...................................................................................... 

 أثبت صحة الخاصة : 

𝐸(𝑛) ∶ 23𝑛 مضاعف للعدد 7 " − 1" 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
......................................................................... .............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ............... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 )مميز( )تأجيل لآخر مثال(خاصة : أثبت صحة ال 

𝐸(𝑛) ∶ للعدد 3 " 𝑛3  مضاعف + 2𝑛 " 

 الحل 

 ......................................................................................
............................................. .........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... .. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
......................................................................... .............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ............... 

 أثبت صحة الخاصة : 

𝐸(𝑛) ∶ 32𝑛+1 مضاعف للعدد 7" + 2𝑛+2 " 

 الحل  

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.......................................................................... ............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

ين ) تمر  ( 1ال
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5𝑛أثبت بالتدريج أن المقدار  − 3𝑛  زوجي مهما
nيكن العدد  ≥ 1  

 الحل  

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

32𝑛أثبت بالتدريج أن  −   8من مضاعفات العدد  1

 الحل  

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 صحة مساواة  الثاني: النمط   •

 أثبت بالتدريج صحة القضية : ❶

𝐸(𝑛):   13 + 23 + 33 + ⋯ + 𝑛3 =
𝑛2(𝑛+1)2

4
  

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 أثبت بالتدريج صحة القضية : ❷

𝐸(𝑛): 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛(𝑛+1)

2
   

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 إضافي أثبت أن: 
13 + 23 + 33 + ⋯ + 𝑛3 = (1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛)2 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 

ين ) تمر  ( 1ال

S𝑛نضع   = 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 

,S1احسب   -1 𝑆2, 𝑆3  
  Snبدلالة   S𝑛+1احسب   -2
Snأثبت بالتدريج أن   -3 =

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

S𝑛نضع   = 1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 1) 

,S1احسب   -1 𝑆2, 𝑆3  
  Snبدلالة   S𝑛+1احسب   -2
Snأثبت بالتدريج أن   -3 = 𝑛2 

 الحل 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

   العاملي: ملاحظة:

n! = n(n − 1)(n − 2) … .2.1 
4! = 4.3.2.1 = 24 

5! = 5.4.3.2.1 = 120 

6! = 6.5.4.3.2.1 = 720 
   اصطلاحاً: ولدينا

0! = 1    ,    1! = 1 
  المهمة:ومن الخواص 

(n + 1)! = (n + 1)n! 
(𝑛 + 2)! = (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)! 

   الآتي: املأ الفراغ  

… … × 𝑛! = (𝑛 + 1)! 

… … × (𝑛 − 1)! = 𝑛! 

… … × (𝑛 + 1)! = (𝑛 + 2)! 
ين ) تمر  ( 3ال

 أثبت أن: 

1 + 2.2! + 3.3! + ⋯ + 𝑛. 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1 
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
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......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

 

ين ) تمر  ( 4ال

 أثبت أن: 

2 + 22 + 23 + ⋯ + 2𝑛 = 2𝑛+1 − 2 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 
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ت  • تراجحات : النمط الثالث من ال ين الم  مار

 قبل البدأ بالمتراجحات تعرف على خاصية التعدي: 

𝑎إذا كان   > 𝑏 > 𝑐  فإن𝑎 > 𝑐  وبالتالي في
مرحلة البرهان قد نحتاج إلى تكبير الكبير أو تصغير  

 الصغير. 

 أمثلة: 
𝑛

𝑛 + 1
>

𝑛 − 1

𝑛 + 1
>

𝑛 − 2

𝑛 + 1
 

  نوعان: وهي

تعلقة ب ـ ◼ تراجحات م   𝐧النوع الأول : م

    2𝑛 ≥ 𝑛 ; 𝑛 ≥ 1 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................

 ......................................................................................
....................................................................... ...............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

❷ 𝐸(𝑛): (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥  

 الحل 

 ......................................................................................
................................. .....................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

......................... .............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................... ...............................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................... ..................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................. .................................................................... 

 ...................................................................................... 
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❸  𝐸(𝑛): 𝑛! ≥ 2𝑛−1   

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

تعلقة بـ  ◼ تراجحات م   𝒖𝒏النوع الثاني : م

معرفة بعلاقة  𝑛≥0(𝑢𝑛)أي تكون المتتالية  
𝑢𝑛+1تدريجية  = 𝑓(𝑢𝑛)  

 

 

 

 حالتين: و هنا نميز 

   الأولى:الحالة  -أ
 𝐮𝒏+𝟏عبارة   فقط في ذكرت مرة واحدة  𝒖𝒏و 

ونطبق عمليات  (الفرض )عندها ننطلق من 
  𝑢𝑛+1جمع , طرح( للوصول لشكل  ضرب،جبرية ) 

𝑢𝑛+1 لتكن  = ඥ2 + 𝑢𝑛  و𝑢0 = 1  

0أثبت أن  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑛أياً كان  2 ≥ 0  

 الحل 

.............................................................. ........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................ ..........................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... ....................................... 
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 المتتالية المعرفة وفق :  𝑛≥0(𝑢𝑛)بفرض    

𝑢𝑛+1 = 1 −
1

1 + 𝑢𝑛
 

𝑢0 = 1 
0أثبت أن  < 𝑢𝑛 ≤ 𝑛مهما يكن  1 ≥ 0 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............. ........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............ ..........................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

𝑢𝑛+1بفرض   = (𝑢𝑛 − 1)2 + 1  

𝑢0و  =
3

2
 أثبت بالتدريج أن :  

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 
 

 

 الحل 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

ية :    -ب 𝒖𝒏+𝟏الحالة الثان = 𝒇(𝒖𝒏)   و𝒖𝒏   ذكرت
 أكثر من مرة عندها  

  𝑓(𝑥)نعرف التابع   ①

 𝑓′(𝑥)نحسب  ②

𝑓′(𝑥)متزايد أي  𝑓نثبت أن   ③ ≥ 0 

 نصور به أطراف المتراجحة  ④
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ين ) تمر  ( 1ال

(𝑢𝑛)𝑛≥0  متتالية معرفة وفق𝑢0 = 𝑢𝑛+1و  1 =

3𝑢𝑛+2

2𝑢𝑛+6
𝑛عند كل   ≥ 0  

𝑓(𝑥)أثبت أن التابع  =
3𝑥+2

2𝑥+6
متزايد تماماً واستنتج  

1أن 

2
< 𝑢𝑛 ≤  . 𝑛أياً كان العدد  1

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

 متتالية معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)بفرض 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2 + 𝑢𝑛
     ,     𝑢0 = 1 

0أثبت أن  < 𝑢𝑛 ≤ 1  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................... ...................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................. .....................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
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.............................................................. ........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................... ................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

 المعرفة بالشكل :  𝑛≥0(𝑢𝑛)نتأمل المتتالية 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2 − 2𝑢𝑛 + 2   , 𝑢0 =

3

2
 

1أثبت أن  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............................................ ..........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

ية:   ملاحظة نذير

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
في بعض أشكال المتتاليات المعرفة بالتدريج  

 يُمكن تخمين شكل حدها العام  

𝑢𝑛+1و تحديداً المتتاليات من الشكل  = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏 

 الخطوات:  
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,𝑢0نحسب  -1 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 
 ننظم الجدول:  -2

 
نلاحظ أن مجموع الحقلين الثاني و الثالث  -3

   𝑙دائماً يعطي العدد ذاته  
𝑢𝑛 + 𝑎𝑛 = 𝑙 

⟹ 𝑢𝑛 = −𝑎𝑛 + 𝑙 
 نعرف القضية :   -4

𝐸(𝑛): 𝑢𝑛 = −𝑎𝑛 + 𝑙 
 و نثبتها بالتدريج .

 ( 1)مثال 

𝑢𝑛+1معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = 2𝑢𝑛 −

𝑢0و  3 = 2 

 ثم أثبت صحة تخمينك. 𝑛بدلالة  𝑢𝑛خمن عبارة 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................... .......................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. ......................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

....................................................... ...............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................... .................................
 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
.................................................. ....................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ...................................... 

 ( 2مثال )

 المعرفة وفق :   𝑛≥0(𝑢𝑛)لتكن 

𝑢𝑛+1 = −𝑢𝑛 + 4    , 𝑢0 = 3  
  𝑢𝑛خمن عبارة 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................... .......................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. ......................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑣𝑛ان المتتالية  -1 =
1

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -2 = −

1

2𝑛+4
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑣𝑛ان المتتالية  -3 =

2𝑛+3

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -4 =

2𝑛−3

𝑛+1
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -5 =

1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+ ⋯ +

1

2𝑛
  

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -6 =

10𝑛

𝑛
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
𝑢𝑛ان المتتالية  -7 = 1 +

1

√2
+ ⋯ +

1

√𝑛
− 2√𝑛 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

𝑢𝑛+1} ان المتتالية -8 = 𝑢𝑛 − 7
𝑢0 = 1

 : 
a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

}ان المتتالية  -9
𝑢𝑛+1 =

3

2
𝑢𝑛

𝑢0 = 2
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 

}ان المتتالية  -10
𝑢𝑛+1 =

1

2
(𝑢𝑛 + 3)

𝑢0 = 2
 : 

a  متناقصة b متزايدة c  ثابتة 
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𝑢𝑛المعرفة وفق   𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  -11 = (−
1

𝑛
)

𝑛  :هي متتالية 

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
𝑢𝑛+1المعرفة وفق   0≤(𝑢𝑛)المتتالية  -12 =

3

4
𝑢𝑛 + 𝑢0و   2 = 8  

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
𝑢𝑛+1المعرفة وفق   0≤(𝑢𝑛)المتتالية  -13 =

3

4
𝑢𝑛 + 𝑢0و   2 = 2  

a  ثابتة b  متناوبة c متناقصة d  متزايدة 
 

 
1 A 
2 B 
3 A 
4 B 
5 B 
6 B 
7 B 
8 A 
9 B 

10 B 
11 A 
12 A 
13 A 
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صللف الفاالم   

 المتتاليات

 مسائل

حدة وال  

 الخاصة 

 بالمتتاليات
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 ل السؤال الأو

ردة ) ربما بدءاً من حد معيّ   𝑛≥0(𝑢𝑛)بيّن أي المتتاليات    (. 𝑛0الآتية مطن

1) 𝑢𝑛 = −3𝑛 + 1  
2) 𝑢𝑛 =

𝑛+1

𝑛+2
  

3) 𝑢𝑛 = 2𝑛 
4) 𝑢𝑛 = (−

1

𝑛
)

𝑛 
5) 𝑢𝑛 = 1 +

1

𝑛2 
6) 𝑢𝑛 =

𝑛2

𝑛!
 

7) 𝑢𝑛 = 1 +
1

2
+ ⋯ +

1

2𝑛 

8) {
𝑢0 = 8

𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 2

 

9) {
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 2

 

!𝑛تذكر أن   = 𝑛 × (𝑛 − 1) × … × !0موجب تماماً وأن   𝑛في حالة عدد طبيعي  1 = 1  . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................... ........................................

............................................................................................................................................................................................ 
.............................................................................................................................................................. ..............................
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................................................................................................................... ......................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 
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................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................... .............

............................................................................................................................................................................................ 
......................................................................................................................................................................................... ...
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................. ........................................................................................................................... 
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.................................................................................................................................... ........................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
......................................................................................................................................... ................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الثاني 

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = 𝑢𝑛+1و   2 = 2𝑢𝑛 −  . 𝑛في حالة أي عدد طبيعي غير معدوم   3

,𝑢5احسب   (1 𝑢4, 𝑢3, 𝑢2, 𝑢1  ن عبارة  . 𝑛بدلالة 𝑢𝑛ثم خمن
𝑢𝑛بحساب عبارة   (2 − 𝑛عند كل  3 ≥  . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، عبّن عن   0

.......................................................................................................................................... ..................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................................ 

..................................................................................... .......................................................................................................
............................................................................................................................. ............................ ...................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................................................. ...............................
.................................................................................................... ........................................................................................

........................................................................................................................................................................ .................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الثالث 

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = 𝑢𝑛+1و   3 = −𝑢𝑛 + .  𝑛في حالة عدد طبيعي غير معدوم  4
,𝑢5احسب   𝑢4, 𝑢3, 𝑢2, 𝑢1   ن عبارة  . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثم حدد  𝑛بدلالة  𝑢𝑛وخمن

.................................................................................................................................................................................. ..........

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................. .......................................................... 

........................................................................ ....................................................................................................................
............................................................................................................................................ ................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................ ............................................
....................................................................................... .....................................................................................................

........................................................................................................................................................... ................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................... .............................

 ...................................................................................................... ...................................................................................... 
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......................................................................................................................................................................... ...................

............................................................................................................................. ...............................................................
.............................................................................................................................................................................. .............. 

 السؤال الرابع 

 أثبت بالتدريج صحة الخاصتيّ الآتيتيّ: 

1) 1 + 2 × 2! + 3 × 3! + ⋯ + 𝑛 × 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1 
2) 𝑛! ≥ 2𝑛−1  

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................
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............................................................................................................................................................................................ 
............................................................................................................................................. ...............................................
............................................................................................................................. ...............................................................

.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال الخامس 

𝑛في حالة عدد طبيعي  ≥ 𝑢𝑛، ليكن  1 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
𝑣𝑛و   = 𝑢2𝑛 − 𝑢𝑛 لية . أثبت أن المتتا

(𝑣𝑛)  .ًمتزايدة تماما 

............................................................................................................................. ...............................................................
...................................................................................................................................................................... ......................

............................................................................................................................................................................................ 
............................................................................................................................. ...............................................................

.................................................................... ........................................................................................................................
........................................................................................................................................ .................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

 السؤال السادس 

𝑎  و𝑏   و𝑐  ثلاثة أعداد حقيقية و𝑎 ≠ هي ثلاثة حدود متعاقبة من متتالية  𝑐و  𝑏و  𝑎. نعلم أن  0
هي ثلاثة حدود متوالية من متتالية  𝑐و  2𝑏و   3𝑎. كما نعلم أن   𝑞هندسية، نرمز إلى أساسها بالرمز  

 . 𝑞حسابية. احسب  

..................................................................................................................................................... .......................................
............................................................................................ ................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................................... ........................

........................................................................................................... ................................................................................. 

.............................................................................................................................................................................. ..............

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................................................................... ......... 
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......................................................................................................................... ...................................................................
............................................................................................................................. ...............................................................

.............................................................................................................................. .............................................................. 

.................................................................... ........................................................................................................................
........................................................................................................................................ ....................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................................ ................................................
................................................................................... .........................................................................................................

....................................................................................................................................................... ..................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... .................................

............................................................................................................................................................................................ 
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ...............................................................

.......................................................................................................................................................................... .................. 

................................................................................................................ ............................................................................
.................................................................................................................................................................................... ........
............................................................................................................................. ............................................................... 

........................................................................................................................................................................................ ....
............................................................................................................................... .............................................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 
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 السؤال السابع 

 صغ افتراضاً ثم تحقق من صحته

𝑢0المعرفة تدريجياً وفق  𝑛≥0(𝑢𝑛)نتأمل المتتالية  = 𝑢𝑛+1و   7 = 10𝑢𝑛 − عند كل عدد  18
 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛. نهدف في هذا التمرين إلى التعبير عن  𝑛طبيعي 

 

............................................................................................................................. ...............................................................
......................................................................................................................................... ...................................................

............................................................................................................................................................................................ 
................................................................................................................................................... .........................................
............................................................................................................................. ...............................................................

........................................................................................................................................................ .................................... 

.............................................................................................. ..............................................................................................
.................................................................................................................................................................. ..........................
............................................................................................................................. ............................................................... 

...................................................................................................................................................................... ......................
............................................................................................................. ...............................................................................

................................................................................................................................................................................. ........... 

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................................................................... .......

............................................................................................................................ ................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................ ............................................................

....................................................................... ..................................................................................................................... 

ية         السؤال الثامن  تخف ية م ية هندس تتال  م

𝑢0المعرفة تدريجياً وفق      𝑛≥0(𝑢𝑛)نتأمل المتتالية  = 𝑎          و𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 + 𝑛2 + 𝑛  

𝑡𝑛التي حدها العام    𝑛≥0(𝑡𝑛)بحيث تحقق المتتالية    𝑃عيّن كثير حدود من الدرجة الثانية  (1 =

𝑃(𝑛)   العلاقة التدريجية نفسها أي𝑡𝑛+1 =
1

2
𝑡𝑛 + 𝑛2 + 𝑛     أياً كانت𝑛 . 



62 

 

62 

 

 

 

𝑣𝑛التي حدها العام  𝑛≥0(𝑣𝑛)أثبت المتتالية   (2 = 𝑢𝑛 − 𝑡𝑛 .هي متتالية هندسية 
 . 𝑎 و    𝑛 بدلالة    𝑢𝑛 ثم   𝑣𝑛اكتب عبارة    (3
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تاسع   السؤال ال

𝑎ونفترض أن   𝑏و    𝑎 نُعطى عددين حقيقيّ   ≠  التي تحقق   𝑛≥0(𝑣𝑛). نتأمل المتتالية  1

𝑣𝑛+1 = 𝑎𝑣𝑛 + 𝑏   أياً كان العدد الطبيعي ،𝑛 . 
𝑣𝑛+1يحقق  𝑓عيّن تابعاً   (1 = 𝑓(𝑣𝑛)  أياً كانت قيمة𝑛 ≥ 0 . 
𝑓(𝑥)حل المعادلة  𝑙احسب   (2 = 𝑥  . 
𝑢𝑛حيث  𝑛≥0(𝑢𝑛)نعرف المتتالية   (3 = 𝑣𝑛 − 𝑙  أثبت أن .(𝑢𝑛)𝑛≥0   متتالية هندسية، واستنتج𝑢𝑛 

 دلالة هذه المُعاملات. ب 𝑣𝑛. ثم استنتج  𝑣0و     𝑏و    𝑎و     𝑛بدلالة 
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 السؤال العاش 

 معرفة بالتدريج وفق:  𝑛≥0(𝑢𝑛)نتأمل متتالية 

{
𝑢0 = 2 ,            𝑢1 = 4

𝑢𝑛+1 = 5𝑢𝑛 − 6𝑢𝑛−1       (𝑛 ≥ 1)
 

𝑎يحققان   𝑏و     𝑎عيّن عددين حقيقييّ  (1 + 𝑏 = 𝑎𝑏و     5 = 6 . 
𝑣𝑛المتتالية  𝑛≥0(𝑣𝑛)لتكن  (2 = 𝑢𝑛+1 − 𝑎𝑢𝑛   أثبت أن .(𝑣𝑛)𝑛≥0 ة أساسها  متتالية هندسي𝑏 . 
𝑤𝑛المتتالية  𝑛≥0(𝑤𝑛)لتكن  (3 = 𝑢𝑛+1 − 𝑏𝑢𝑛   أثبت أن .(𝑤𝑛)𝑛≥0   متتالية هندسية أساسها𝑎. 
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 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛. ثم استنتج عبارة  𝑛بدلالة  𝑤𝑛و     𝑣𝑛عبّ عن  (4
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ية          السؤال الحادي عش  يج تدر تراجحة   م

𝑛  ،𝑛أثبت، أياً كان العدد الطبيعي   (1 ≥ 3، أن:  2 × 𝑛2 ≥ (𝑛 + 1)2 . 
3𝑛   "إلى القضية   𝐸(𝑛)نرمز بالرمز   (2 ≥ 2𝑛 + 5 × 𝑛2   " 

 صحيحة عنده؟ 𝐸(𝑛)، تكون   𝑛ما أصغر عدد طبيعي غير معدوم  .1
𝑛الذي يحقق الشرط  𝑛صحيحة، أياً كان العدد الطبيعي   𝐸(𝑛)أثبت أن   .2 ≥ 5 . 
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 السؤال الثاني عش 

3𝑛  "إلى القضية   𝐸(𝑛)نرمز بالرمز   ≥ (𝑛 + 2)2  "   

,𝐸(4)أتكون القضايا   (1 𝐸(3), 𝐸(1), 𝐸(0)  صحيحة؟ 
𝑛يحقق الشرط  𝑛صحيحة عند كل عدد طبيعي   𝐸(𝑛)أثبت بالتدريج أن القضية   (2 ≥ 3 . 
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 السؤال الثالث عش 

 . 𝑛أثبت بالتدريج، صحة كل من الخواص الآتية أياً كان العدد الطبيعي  

4𝑛 مضاعف للعدد 3  " (1 + 5  " 
23𝑛 مضاعف للعدد 7  " (2 − 1  " 
𝑛3 مضاعف للعدد 3  " (3 + 2𝑛  " 
32𝑛+1 مضاعف للعدد 7  " (4 + 2𝑛+2  " 
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 السؤال الرابع عش 

10𝑛  "نرمز إلى القضية  + 𝑛، في حالة  𝐸(𝑛)بالرمز   "  يقسم  العدد  9 العدد  1 ∈ 𝑁 . 

𝐸(𝑛، كانت عندئذ  𝑛صحيحة عند قيمة للعدد  𝐸(𝑛)أثبت أنه إذا كانت   (1 +  صحيحة.  (1
 ؟ برر إجابتك.  𝑁صحيحة على  𝐸(𝑛)أتكون القضية   (2
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 السؤال الخامس عش 

(𝑢𝑛)𝑛≥0  متتالية معرفة وفق𝑢𝑛+1 = √2 + 𝑢𝑛   , 𝑢0 = 𝑛عند كل  1 ≥ 0 . 

0أثبت أن المتتالية   (1 ≤ 𝑢𝑛 ≤  . 𝑛، أياً كان العدد الطبيعي   2
 متزايدة تماماً. 𝑛≥0(𝑢𝑛)أثبت أن المتتالية   (2
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 السؤال السادس عش 

(𝑢𝑛)𝑛≥0  متتالية معرفة وفق𝑢𝑛+1 =
3𝑛+2

2𝑢𝑛+6
  , 𝑢0 = 𝑛عند كل  1 ≥ 0 . 

𝑥أثبت أن التابع   (1 ↦
3𝑥+2

2𝑥+6
1متزايد تماماً واستنتج أن   

2
< 𝑢𝑛 ≤  . 𝑛، اياً كان العدد   1

 متناقصة تماماً. 𝑛≥0(𝑢𝑛) أثبت أن المتتالية   (2
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 السؤال السابع عش 

,0[عدد حقيقي من المجال  𝜃ليكن  
𝜋

2
 معرفة وفق  𝑛≥0(𝑢𝑛).ثم نعرف المتتالية   ]

𝑢0 = 2 cos 𝜃     و𝑢𝑛+1 = √2 + 𝑢𝑛  في حالة𝑛 ∈ 𝑁  .  
 . 𝑢2و     𝑢1احسب   (1
𝑢𝑛احسب بالتدريج، أن   (2 = 2 cos (

𝜃

2𝑛) . 
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 السؤال الثامن عش 

,𝑀(𝑥هي مجموعة النقاط  𝐻، محدنث بمعلم متجانس،   𝑃في مستوِ   𝑦)  التي تحقق إحداثياتها
𝑥2المعادلة  − 5𝑦2 = ,𝑀(𝑥التابع الذي يقرن يكل نقطة   𝑓. ليكن  1 𝑦)  من المستوي𝑃  النقطة

𝑀′(9𝑥 + 20𝑦, 4𝑥 + 9𝑦)  أي ،𝑓(𝑀) = 𝑀′  لتكن .𝑆0   ثم لنتأمل في   (1,0)النقطة التي إحداثياتها ،
𝑆𝑛+1المعرفة وفق:   𝑛≥0(𝑆𝑛)متتالية النقاط  𝑃المستوي  = 𝑓(𝑆𝑛)  أثبت أن .𝑆𝑛   نقطة من المجموعة

𝐻 اثياتها أعداد صحيحة.وأن إحد 
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................................................................................................. ........................................................................................... 

.................................................................................................................................................................... ........................

............................................................................................................................. ...............................................................
......................................................................................................................................................................... ................... 

تاسع عش   السؤال ال

 إلى عدد طبيعي غير معدوم. نضع  𝑛إلى عدد حقيقي ويرمز   𝑥يرمز  
𝑆𝑛 = cos 𝑥 + cos(3𝑥) + cos(5𝑥) + ⋯ + cos((2𝑛 − 1)𝑥) 

 باستعمال دساتير مثلثاتية تعرفها، أثبت أن:  (1
sin(2𝑎) = 2 sin 𝑎 cos 𝑎         وsin 𝑎 . cos 𝑏 =

1

2
(sin(𝑎 + 𝑏) + sin(𝑎 − 𝑏))  

ل كلًا ممن العبارتيّ الآتيتيّ من جداء نسبتيّ مثلثيتيّ إلى مجموع نسبتيّ مثلثيتيّ.  (2  حون
sin 𝑥 . cos((2𝑛 + 1)𝑥)       وsin 𝑛𝑥 . cos 𝑛𝑥  

𝑆𝑛أثبت أن   (3 = cos(𝑛𝑥) ×
sin(𝑛𝑥)

sin 𝑥
𝑛، أياً يكن    ≥ 𝑥و       1 ≠ 𝑘𝜋(𝑘 ∈ 𝑍) . 
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 نهاية متتالية ومفهوم التقارب

 اربطوا

الأحزمة...   

 نحن على

حساب وشك  

 نهاية متتالية!
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   التالية:في المتتالية  لننظر

5 , 0.5 , 0.05 , 0.005 , 0.0005 , …. 
وتصغر ... حتى   وتصغرتصغر  فإنه من الواضح أنها
  ولكنتصبح أبداً صفر  )لنتكاد أن تكون صفراً 

ستقترب جداً من الصفر و لكن لن تصله ... لن  
   (  ^_^ تصله .... أكرر لن تصله

المتتالية متقاربة من  إنهنا يمكن أن نقول 
limالصفر و نكتب  

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 

عندما نتكلم عن المتتالية  
𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1, … فنحن نعلم أن هذه   ..

المتتالية غير منتهية و لكن هل هذه المتتالية 
أم أنها  ? 𝑙قيم حدودها تقترب من قيمة معينة  

مثل  ∞+تتعاظم و تتعاظم نحو  
1,2,3,4,5,6,7, ….  ? 

  ∞−حتى الـ  وتتضاءلأم أنها تتضاءل 

 
جد أنه من الممكن أن نواجه إحدى  و بالتالي ن

 الحالات التالية : 

  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙       𝑜𝑟    

 lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞         𝑜𝑟  

    lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ 

إذا كانت النهاية عدد فهي متقاربة من هذا  
كانت النهاية غير ذلك فهي متباعدة  وإذاالعدد 

  متقاربة( )غير 

 
تقارب  ❶  ية معطاة بحد عام دراسة  تتال  م

 𝒖𝒏 = 𝒇(𝒏)  
𝑛فإنه يكفي أن نوجد النهاية عندما  → كما  ∞+

ما كنت تفعله في  )وكلالتوابع كنا نفعل في 
التوابع مجازٌ  من إحاطة و مقارنة و طرق لإزالة 

 عدم التعيين.... ( 

 مثال 

في كل من الحالات الآتية , أوجد نهاية المتتالية 
𝑢𝑛 . و هل هي متقاربة 
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 ......................................................................................
........ ..............................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...... ................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
...................................................................................... 

ية  ❷ ية هندس تتال  نهاية م

 
ين ) تمر  ( 1ال

 احسب نهاية كل من المتتاليات التالية:

𝑥𝑛 =
4𝑛

3𝑛
     ,   𝑦𝑛 =

10𝑛

(10.1)𝑛
     

  ,    𝑡𝑛 =
2𝑛

3𝑛+1
 

 الحل 

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
... ...................................................................................

......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

൫𝑢𝑛൯ادرس تقارب المتتالية 
𝑛≥0

المعرفة بالشكل  
 :𝑢𝑛 =

3𝑛−2𝑛

3𝑛+2𝑛  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ......................................................................................

......................................................................................
...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

൫𝑣𝑛൯ادرس تقارب المتتالية 
𝑛≥0

المعرفة بالشكل  
𝑣𝑛 =

10𝑛−1

10𝑛+1
  

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
......................................................................................

...................................................................................... 

ية ضمن مجال ❸    حصر المتتال

ية ضمن مجال من الشكل   تتال ,𝒂[حصر الم 𝒃[   : 

𝑟نوجد نصف قطر المجال  - =
𝑏−𝑎

2
   

𝑙مركز المجال   نوجد- =
𝑏+𝑎

2
) أو يُحسب المركز   

limبطريقة أخرى حيث  
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ) 

 

 نعوض في القانون :  -

|𝑢𝑛 − 𝑙| < 𝑟 

ثم نوحد مقامات  أو نصلح حتى نصل إلى الشكل 
𝑛 > 𝐴  فنختار𝑛0 ≥ 𝐴  يتم المطلوب 

 )بدها مثال مو !! (  

 (1)مثال 

𝑢𝑛بحيث يكون  𝑛0أوجد عدداً طبيعياً  ∈]1.9,2,1[ 
𝑛عندما  > 𝑛0  : حيث 

𝑢𝑛 =
2𝑛 − 1

𝑛 + 3
 

 الحل 
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.................................................................................... ..
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 ......................................................................................
...................................................................... ................ 

 (2)مثال 

𝑢𝑛بحيث يكون  𝑛0أوجد عدداً طبيعياً  ∈] −

10−3, 𝑛عندما   ]10−3 > 𝑛0  حيث 

𝑢𝑛 =
1

𝑛ξ𝑛
 

 الحل 
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 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................ ......................................................

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 (3)مثال 

𝑢𝑛لتكن المتتالية  = 𝑛ξ𝑛  ًعين عدداً طبيعيا ,𝑛0 
بحيث تنتمي حدود المتتالية إلى المجال 

]103,   𝑛0بدءأ من  ]∞+

 الحل 
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 محدودية متتالية

Always 

Keep  

Trying 

You will 

Arrivve  soon 
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ية  ➀ تتال نقول عن  :الأعلىالمحدودة من  الم
إذا   الأعلى،إنها محدودة من  𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية 

بحيث تكون جميع عناصر  𝑀وجد عدد مناسب  
 المتتالية أصغر منه أي

 𝑢𝑛 ≤ 𝑀    , ∀𝑛 ∈ 𝑁  وندعو 𝑀  ًعندئذٍ عنصرا
 (𝑢𝑛)راجحاً على 

ية المحدودة من  ➁ تتال نقول عن  الأدنى:الم
إذا   الأدنى،إنها محدودة من  𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية 

بحيث تكون جميع عناصر  𝑚وجد عدد مناسب  
 المتتالية أكبر منه أي 

 𝑢𝑛 ≥ 𝑚    , ∀𝑛 ∈ 𝑁 وندعو 𝑚  ًعندئذٍ عنصرا
  (𝑢𝑛)قاصراً عن 

ية  ➂ تتال نقول عن المتتالية   المحدودة:الم
(𝑢𝑛)𝑛≥0  من إذا كانت محدودةً  محدودة،إنها

 الأعلى و من الأدنى في  آنٍ معاً  

𝑚 أي: ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑀   , ∀𝑛 ∈ 𝑁  

|𝑢𝑛|بحيث  𝐾يكافئ وجود عدد  وهذا ≤ 𝐾  
|𝑢𝑛|) لأن   ≤ 𝐾  تعني أن 

−𝐾⏟

قاصر 
≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝐾⏟

راجح 
  

 
متزايدة   𝑛≥0(𝑢𝑛)إذا كانت المتتالية  -1

 من الأعلى فإنها متقاربة   ومحدودة
 ومحدودةمتناقصة  (𝑢𝑛)إذا كانت المتتالية  -2

 من الأدنى فهي متقاربة 

 مثال 

المعرفة بشرط البدء  ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0لنتأمل المتتالية 
𝑢0 =  و 1

 𝑢𝑛+1 = ඥ1 + 𝑢𝑛  

 أثبت أنها متزايدة  -1
unأثبت أن  -2 ≤ 2     
 استنتج أنها متقاربة و احسب نهايتها  -3

 الحل 

 القضية :  نعرف  -1
𝐸(𝑛): 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

...................................................................................... 

:E(n)نعرف القضية   -2 un ≤ 2  
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 
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 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 

 

 

 
 (   1المسألة )

 المعرفة تدريجياً بالشكل :  ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0المتتالية 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2 − 2𝑢𝑛 + 2    , 𝑢0 =

3

2
 

 أثبت مستعملًا البرهان بالتدريج أنّ:  -1
1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

𝑛أياً يكن  ∈ 𝑁  

 :𝐵و  𝐴حل كلًا من  -2
A- أثبت أن 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑢𝑛 − 2)(𝑢𝑛 − 1)  
B-  استنتج أن المتتالية൫𝑢𝑛൯𝑛≥0  متناقصة 

 . نهايتهاعين  متقاربة؟أهي  -3
 الحل 
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.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 (   2المسألة )

 المعرفة وفق: ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0 نتأمل المتتالية

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1+𝑢𝑛
𝑢0و   = 1 

 متناقصة  ൫un൯𝑛≥0أثبت أن  -1
𝑢𝑛أثبت أن  -2 > 0  
 . استنتج أنها متقاربة و عين نهايتها -3

 الحل 
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.......................................................... ............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

 

مع مجموع   الأول: المقارنة النوع  ➀
سي:   هند

 )!( مثال 

 لتكن المتتالية
 𝑢𝑛 =

1

3
+

2

32
+

3

33
+

4

34
+⋯+

𝑛

3𝑛
 

𝑛برهن أن  -1 ≤ 2𝑛  
محدودة من  ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0أثبت أن المتتالية  -2

 الأعلى 
 متزايدة  ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0أثبت أ ن المتتالية  -3
  متقاربة؟أهي  -4

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

 لتكن المتتالية

𝑢𝑛 = 1 +
1

1!
+
1

2!
+
1

3!
+ ⋯+

1

𝑛!
  

 أثبت أنها متزايدة  -1
!𝑛أثبت بالتدريج أن  -2 ≥ 2𝑛−1 مهما  وذلك𝑛 ≥

1  
  𝑢𝑛عنصرٌ راجحٌ على  3استنتج أن العدد  -3
  متقاربة؟أهي  -4

 الحل 

 ......................................................................................
............ ..........................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.... ..................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ...................................................................................... 

..................................................................................... .
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................... ...
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................................................ ......

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 مجموع مباش   الثاني:النوع   ➁

هنا نحصر المتتالية بين متتاليتين مستفيدين من  
 الملاحظة التالية : 

𝑎1إذا كان   + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛  

 اكبر حدود هذا المجموع  Mو كان 

 أصغر حدود هذا المجموع فإننا نكتب:  mو كان 

𝐦×عدد  الحدود ≤ 𝐚𝟏 + 𝐚𝟐+. . +𝒂𝒏 ≤ 𝑴 ×  عدد  الحدود

 

 

 ( 1مثال )

 المتتالية:لتكن 

𝑢𝑛 =
1

𝑛2+1
 +

1

n2+2
+

1

n2+3
+⋯+

1

n2+𝑛
  

 unجد نهاية 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ( 2مثال )

 لتكن لدينا المتتالية

𝑢𝑛 =
1

ඥ𝑛2+1
+

1

ඥ𝑛2+2
+

1

ඥ𝑛2+3
+⋯+

1

ඥ𝑛2+𝑛
  

 𝑢𝑛أوجد نهاية 

 الحل 

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ ..........................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
......................................... .............................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ............................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... ..................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................. .....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................... .......................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................ ..........................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................... ............................................................ 

يغ  الثالث:النوع  ➂ تكافئة:ص    م

إحداهما  unأحياناً نعطى صيغتين متكافئتين لـ 
𝑢𝑛من الشكل   = 𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1   

bnفنستبدل المجموع الأصلي بدلالة الفروق  −

𝑏𝑛+1  يب كل الحدود فيتم ما عدا أول حد تشط
 دليل(   وأكبردليل  أصغر )صاحبوآخر حد 

  المقال:يتضح  وبالمثال

ين ) تمر  ( 1ال

  nليكن عند كل عدد طبيعي 

un =
1

(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)
 

,𝑎أوجد عددين حقيقين  -1 𝑏  يحققان عند كل
 أن : nعدد طبيعي 

𝑢𝑛 =
𝑎

2𝑛 − 1
+

𝑏

2𝑛 + 1
 

 :  nليكن في حالة عدد طبيعي  -2
𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

ثم احسب نهاية المتتالية  nبدلالة  snعبر عن  -3
൫Sn൯𝑛≥0  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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........................................... ...........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... .............................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................... ................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... .................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................. .....................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

 معرفة وفق ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0المتتالية  

un = ඥ𝑛 + 1 − ඥ𝑛 

𝑢𝑛أثبت أن  -1 =
1

ξ𝑛+1+ξ𝑛
ثم استنتج أنها  

 متقاربة نحو الصفر 
nمعرفة عند كل  ൫𝑣𝑛൯𝑛≥1المتتالية  -2 ≥ 1  

 وفق : 
𝑣𝑛 = 1 +

1

1 + ඥ2
+

1

ඥ2 + ඥ3

+⋯
1

ඥ𝑛 − 1 + ξ𝑛
 

بصيغتيها الواردتين  𝑢𝑛استفد من عبارة  -أ
  𝑛بدلالة  𝑣𝑛لاستنتاج عبارة بسيطة للحد 

  𝑣𝑛استنتج نهاية  -ب

 الحل 

........... ...........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......... .............................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
...... ................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.... .................................................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

. .....................................................................................
 ......................................................................................
..................................................................................... . 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

unنضع  =
1

𝑛(𝑛+1)
  

 جد عددين حقيقين يحققان -1
un =

𝑎

𝑛
+

𝑏

𝑛 + 1
 

 بسّط المجموع  -2
Sn = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 
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 𝑆𝑛ثم احسب نهاية 

 الحل 

................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
........................................... ...........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... ............................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................... ...................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................. .....................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

𝑢𝑛إذا كانت  = 𝑓(𝑛)  : 

على المجال  f(x)نعرف التابع الموافق   -1
[n0, +∞[  

من جدول التغيرات عنصراً راجحاً أو   نستنتج -2
   قاصراً.

 ( 1)مثال 

𝑢𝑛ل المعرفة بالشك ൫𝑢𝑛൯𝑛≥0نتأمل المتتالية  =

𝑛2+𝑛+1

𝑛2−𝑛+1
  

1أثبت أن  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3  

 الحل 

 ......................................................................................
...................................... ................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... .................................................. 



99 

 

99 

 

 

 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 

 

 

 ( 2)مثال 

𝑢𝑛 = ඥ𝑛 + 2 − ඥ𝑛 + 1 

  𝑢𝑛ادرس اطراد  -1
 أثبت أنها محدودة  -2
 استنتج أنها متقاربة و عين نهايتها  -3

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................. .........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
......................................................................................
...................................................................................... 
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   السابق:مثلًا في المثال 

صر  عن 3لأن العدد  𝑢𝑛عنصر راجح على   5العدد 
5و   𝑢𝑛راجح على   > 3  

1العدد 

2
و  𝑢𝑛قاصر عن  1لأن العدد  𝑢𝑛قاصر عن  
1

2
<   أي: 1

1

2
< 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 < 5 

𝑡ℎ𝑒𝑛: 
1

2
< 𝑢𝑛 < 5 

 ادرس اطراد كلٍ من المتتاليات الآتية: 

un = sin (𝑛) 
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ...............................
un = 𝑛 + cos (𝑛) 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 1مثال )

𝑢𝑛 = ඨ
𝑛2 − 1

𝑛2 + 1
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2مثال )

u𝑛 =
𝑛

ඥ𝑛2 + 1
 

 ......................................................................................
............................. .........................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................... ........................................................... 

 ( 3مثال )

𝑢𝑛 =
1

𝑛2 + 1
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................... .................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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يأتي ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  : هي  𝒖𝒏في كل مما يلي إن نهاية  , لسؤال الأول: اخ

1- 𝑢𝑛 =
5𝑛−3

3𝑛−5
  

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
3

5
 b 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑢𝑛 =

5

3
 c 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = −

5

3
 d 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 

2- 𝑢𝑛 = 𝑛 −
1

𝑛+1
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 
3- 𝑢𝑛 =

𝑛

4
+

2𝑛

𝑛2+1
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 

4- 𝑢𝑛 = √
4𝑛−3

𝑛+1
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 4 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −2 c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 3 

5- 𝑢𝑛 = √
2𝑛2−1

3𝑛+1
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 
6- 𝑢𝑛 = 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑛𝜋

2𝑛+1
) 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −1 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1

2
 

7- 𝑢𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 (
3𝑛𝜋

2𝑛+1
) 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −1 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1

2
 

8- 𝑢𝑛 =
3𝑛−ξ9𝑛2+1

ξ𝑛2+5
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 



102 

 

102 

 

 

 

9- 𝑢𝑛 =
ξ𝑛+1

𝑛+1
  

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ 
10- 𝑢𝑛 =

4𝑛+(−1)𝑛

2𝑛
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −∞ c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 
11- 𝑠𝑛 = 1 +

1

5
+

1

52
+⋯+

1

5𝑛
 

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑠𝑛 =
4

5
 b 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑠𝑛 =

5

4
 c 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑠𝑛 = 0 d 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑠𝑛 = −

5

4
 

1−ليكن  -12 < 𝑞 <  بالعلاقة:  𝑛≥0(𝑢𝑛)ولنعرف المتتالية  1

𝑢𝑛 = 1 + 𝑞 + 𝑞
2 +⋯+ 𝑞𝑛 

 هي:𝑢𝑛ان نهاية المتتالية 

a 1

𝑞
 b 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 1 c 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛

=
1

1 − 𝑞
 d 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 𝑞 

)لتكن  -13 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑥𝑛)
𝑛≥0

𝑥𝑛+1المتتالية المعرفة وفق العلاقة   =
6

5
𝑥𝑛 +

4

5
, 𝑥1احسب    𝑥2 , 𝑥3 : 

a 

{
 
 

 
 𝑥1 =

34

5

𝑥2 =
224

25

𝑥3 =
1444

125

 b 

{
 
 

 
 𝑥1 =

4

5

𝑥2 =
4

25

𝑥3 =
4

125

 c 

{
 
 

 
 𝑥1 =

3

5

𝑥2 =
24

25

𝑥3 =
14

125

 d 

{
 
 

 
 𝑥1 = −

34

5

𝑥2 = −
224

25

𝑥3 = −
1444

125

 

 : 𝑥𝑛ان جهة اطراد المتتالية  -14

a  متزايدة تماما b  متناقصة تماما 
𝑦𝑛بالعلاقة   𝑛≥0(𝑦𝑛)نعرف   -15 = 𝑥𝑛 +  : 𝑛≥0(𝑦𝑛)ان المتتالية   4

a   حسابية أساسها𝑟 =
6

5
 b   هندسية أساسها𝑞 =

5

6
 

c  هندسية أساسها𝑞 =
6

5
 d  ليست حسابية ولا هندسية 

 تعطى وفق:  𝑛بدلالة 𝑦𝑛ان العبارة   -16

a 𝑦𝑛 = 9(
6

5
)
𝑛

 b 𝑦𝑛 = 9(
1

5
)
𝑛

 c 𝑦𝑛 = −9(
6

5
)
𝑛

 d 𝑦𝑛 = (
6

5
)
𝑛

 
 تعطى وفق:  𝑛بدلالة  𝑥𝑛ان عبارة  -17

a 𝑥𝑛 = (
6

5
)
𝑛

− 4 b 
𝑥𝑛

= −9(
6

5
)
𝑛

− 4 c 
𝑥𝑛

= 9(
1

5
)
𝑛

− 4 d 
𝑥𝑛

= 9(
6

5
)
𝑛

− 4 
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 هي: 𝑥𝑛ان نهاية المتتالية  -18

a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 1 b 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = −∞ c 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 0 d 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 
𝑆𝑛قيمة المجموع   -19 = 1 −

1

2
−
1

4
−
1

8
−

1

16
−⋯−

1

2𝑛
 تساوي:  

a 1

2𝑛
  b 1

2𝑛+1
 c 1

2𝑛−1
 d 1 −

1

2𝑛
 

𝑢𝑛نهاية المتتالية التي حدها العام   -20 =
1

2𝑛
 تساوي:  

a +∞    b 0 c 1   d  غير موجودة 
𝑢𝑛إذا كانت  -21 = 1 −

1

2
−

1

22
−

1

23
−⋯−

1

2𝑛
 تساوي:  𝑢𝑛+1فإن  

a 1

2
− 𝑢𝑛 b 1

2
+ 𝑢𝑛 c 1

2
𝑢𝑛  d 𝑢𝑛 −

1

2
   

𝑢𝑛بفرض   -22 = 𝑛ξ𝑛 أ فإن صغر عدد طبيعي𝑛0   يحقق الشرط )إذا كان𝑛 > 𝑛0  كان𝑢𝑛 > 10
 ( هو   3

a 10 b 100 c 1000 d 10000 
𝑢𝑛بفرض   -23 = 5 −

1

𝑛2
 :   𝑛≥1(𝑢𝑛)أي من الأعداد الآتية يكون راجحاً على   , 

a 5 b 4    c 4.9 d   4.99 
 

 
1 B 7 A 13 A 19 A 
2 D 8 D 14 A 20 C 
3 A 9 B 15 C 21 D 
4 C 10 A 16 A 22 A 
5 A 11 B 17 D 23 B 
6 C 12 C 18 D   



 

 

 

  

  السادس الدرس  6

 المتتاليتان المتجاورتان

 الوقت هو

 أثمن ما 

تملك،  

فاستغله 

 .بحكمة
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,𝑥𝑛نقول عن متتاليتين  𝑦𝑛  إنهما متجاورتين إذا
  الشرطان:تحقق 

 إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة 

lim
𝑛→+∞

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 0    

ين ) تمر  ( 1ال

 المتتاليتين:أثبت أن 
𝑠𝑛 =

1

𝑛 + 1
   , 𝑡𝑛 =

−1

2𝑛 + 4
 

 متجاورتين 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... ....... 

ين ) تمر  ( 2ال

,𝑠𝑛أثبت أن المتتاليتين   𝑡𝑛  : متجاورتين حيث 

𝑠𝑛 = 1 +
1

𝑛2
    , 𝑡𝑛 =

𝑛 − 1

𝑛
 

 الحل 

........................ ..............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................... ................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ............... 
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ين ) تمر  ( 3ال

 𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)أثبت أن المتتاليتين  
 متجاورتين 

𝑥𝑛 =
1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2 
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 +
1

𝑛
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................... ...
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 4ال

 متجاورتين 𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)أثبت أن المتتاليتين 

𝑥𝑛 =
1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+ ⋯ +

1

2𝑛 − 1
 

𝑦𝑛 =
1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

 الحل 

 ......................................................................................
......................... .............................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................... ..................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................. .....................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
............ ..........................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
......................................................................................  

ت  ين )ال  ( 5مر

 𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)أثبت أن المتتاليتين  
 متجاورتين

𝑥𝑛 = 1 +
1

22
+

1

32
+ ⋯ +

1

𝑛2
 

𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 +
1

𝑛
 

 الحل 

 ......................................................................................
.............................................................. ........................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................... ................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.................................................... ..................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................  

ين ) تمر  وظيفة                                                    (6ال

 أثبت أن المتتاليتين : 

𝑢𝑛 = 2 −
1

𝑛 
     ,   𝑣𝑛 = 2 +

1

𝑛2
 

 متجاورتين .

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................

......................................................................................
...................................................................................... 

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 7ال

, المعرفتين  𝑛≥0(𝑠𝑛)و  𝑛≥0(𝑡𝑛)نتأمل المتتاليتين 
 تدريجياً بالشكل:

𝑠𝑛+1 =
𝑡𝑛 + 3𝑠𝑛

4
 , 𝑠0 = 12 

𝑡𝑛+1 =
𝑡𝑛 + 2𝑠𝑛

3
 , 𝑡0 = 1 

𝑣𝑛أثبت أن المتتالية  = 𝑠𝑛 − 𝑡𝑛  ،هندسية
 واحسب نهايتها.

 متجاورتان. 𝑛≥0(𝑠𝑛)و  𝑛≥0(𝑡𝑛)لمتتاليتين أثبت ان ا

𝑢𝑛المعرفة وفق  𝑛≥0(𝑢𝑛)أثبت أن المتتالية  =

3𝑡𝑛 + 8𝑠𝑛 .ثابتة 

و  𝑛≥0(𝑡𝑛)ماذا تستنتج بما يتعلق في المتتاليتين 
(𝑠𝑛)𝑛≥0؟ 

 الحل 

 ......................................................................................
............................................. .........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

..................................... .................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ...................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................ ......................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................... ...........................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

........................ ..............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................... ................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................... ...................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............. ........................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

........... ...........................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

......... .............................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

...... ................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

. .....................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
معرفة تدريجياً  𝑛≥0(𝑢𝑛)إذا كان لدينا متتالية  

 بالشكل :  

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 
 على مجال مناسب  𝑓ندرس التغيرات  -1
𝑓(𝑥)نحل المعادلة  -2 = 𝑥   و ليكن حلها𝑙 
𝑦نرسم المستقيم   -3 = 𝑥  منصف الربع الأول و

 الثالث 
𝑥)سيتقاطعان عند  𝑐𝑓و نرسم   = 𝑙   ) 

 على  محور الفواصل  𝑢0نحدد  -4
فتتعين   𝑐𝑓بيانياً باستخدام الخط  𝑓(𝑢0)نوجد  -5

𝑢1   على محور التراتيب 
فيتقاطع مع  𝑢1نرسم مستقيماً أفقياً عند  -6

𝑦المستقيم  = 𝑥  في نقطة تكون فاصلتها
   𝑢1هي هي 

 على محور الفواصل  𝑢1فنكون هنا قد مثلنا  

باستخدام   𝑓وفق  𝑢1نعيد الكرّة فنصور   -7
على محور  𝑢2فنحصل على  𝑐𝑓الخط البياني 

 التراتيب  
فيقطع   𝑢2نرسم مستقيماً أفقياً من  -8

𝑦المستقيم  = 𝑥  في نقطة تكون فاصلتها
على محور  𝑢2فنكون قد مثلنا  𝑢2هي هي 
 الفواصل 

 و هكذا ....  

 و المسألة التالية توضح ما سبق : 
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 مسألة   

المعرفة تدريجياً بالشكل  𝑛≥0(𝑢𝑛)ية نتأمل المتتال
 : 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2
+

1

𝑢𝑛
     ,   𝑢0 = 2 

 و المطلوب : 

 أولًا : 

f(x)المعرف بالشكل  𝑓ادرس تغيرات التابع  =

x

2
+

1

𝑥
,0[على المجال    و نظم جدولًا بها ]∞+

:dأثبت أن المستقيم  y =
1

2
𝑥  مقارب مائل للخط

cf  و ادرس الوضع النسبي له مع   ∞+في جوار𝑐𝑓  

:Δأوجد نقاط تقاطع المستقيم  𝑦 = 𝑥  مع الخط
cf  

 cfم ارسم ث Δو  dارسم 

 ثانياً : 

مستفيداً مما سبق مثل الحدود 
𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 على محور الفواصل دون حسابها

 مباشرةٌ 

أيمكن أن تلاحظ من التمثيل السابق عنصر راجح 
 و عنصر قاصر عنه unعلى 

 𝑛≥0(un)أيمكن أن تتوقع جهة اطراد 

 ثالثاً : 

 أثبت مستعملًا البرهان بالتدريج صحة الخاصة : 

𝐸(𝑛): ≪ ξ2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 ≫ 
متقاربة و عين  𝑛≥0(𝑢𝑛)استنتج أن المتتالية 

 نهايتها

 الحل 

 ......................................................................................
............................................... .......................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... .................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................. .........................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.......................... ............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................... .................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.................. ....................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................ ......................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............. .........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

..... .................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

... ...................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
...................................................................................... 
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................ ..........................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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ياني لحدود   يل الب تمث الخلاصة: خطوات ال
ية على محور  تتال    الفواصل:م

المحقق للعلاقة   fرسم منحني التابع   -1
𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

:Δنرسم المستقيم السحري   -2 y = x  علماً أن(
هي حل المعادلة  𝐶𝑓نقطة تقاطعه مع  

𝑓(𝑥) = 𝑥 ( 
 على محور الفواصل  u0نحدد  -3
ثم نسقط نقطة   𝐶𝑓نرفع منه عموداً إلى   -4

 𝑢1التقاطع على محور التراتيب فنحصل على  
 اتيب  على محور التر

نسقط هذه النقطة أفقياً على المستقيم   -5
السحري ثم نسقط نقطة التقاطع على محور 

على محور  𝑢1الفواصل فنحصل على 
 الفواصل 

 و هكذا .... 

ين   تمر

في كل من الحالات الآتية : مثّل الحدود الأولى 
المشار إليه و خمّن جهة  𝑛≥0(un)للمتتالية 

 اطرادها و ما هي نهايتها المحتملة 

un+1 = 2𝑢𝑛 − 1   , 𝑢0 = 1 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... .................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................. .........................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.......................... ............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................ ..............................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

..................... .................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2 − 1   , 𝑢0 = 1 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................ ..........................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ...............................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
 ......................................................................................

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2 − 1   , 𝑢0 = 0  

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

..... .................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

... ...................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
...................................................................................... 

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
𝑢𝑛+1 =

1

𝑢𝑛+2
  , 𝑢0 = 1 

...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... ..................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................. .....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

......................... .............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................... ...............................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................... ..................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
 ......................................................................................

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2    , 𝑢0 = 1 

 ......................................................................................
................................................................... ...................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................. ........................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

........................................................... ...........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

...................................................... ................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................. .....................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

1- 𝑢𝑛 = 1 +
1

2
+

1

22 +
1

33 + ⋯ +
1

2𝑛     , 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

5𝑛   
 :𝑢𝑛ان المتتالية 

a   متزايدة b  متناقصة c  متناقصة تماما d   غير مطردة 
 : 𝑣𝑛ان المتتالية  -2

a  متزايدة b متناقصة c  متناقصة تماما d  غير مطردة 
limان  -3

𝑛→+∞
𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 : 

a +∞ b −∞ c  حالة عدم تعيين d 0 
,𝑢𝑛ان المتتاليتين  -4 𝑣𝑛 : 

a  متجاورتين b  متباعدتين معا c  aوd  d  متقاربتين معا 
 ان النهاية المشتركة للمتتاليتين السابقتين: -5

a 5 b 4 c 3 d 2 
6- 𝑢𝑛 =

1

𝑛(𝑛+1)
𝑢𝑛ليكون  𝑏 و 𝑎ان قيمة العددين    =

𝑎

𝑛
+

𝑏

𝑛+1
 : 

a 𝑎 = 2 , 𝑏 = 3 b 𝑎 = 1 , 𝑏 = −1 c 𝑎 = 3 , 𝑏 = 2 d 𝑎 = −1 , 𝑏 = 1 
𝑠𝑛ان قيمة المجموع  -7 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + : 

a 1 −
1

𝑛 + 1
 b 1 +

1

𝑛 + 1
 c 1

𝑛 + 1
 d 1

𝑛 − 1
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 : 𝑠𝑛المتتالية  -8

a  0متقاربة من b  1متقاربة من c  2متقاربة من d متباعدة 
9- 𝑢𝑛 =

1

𝑛
+

1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
 أي من العبارات الاتية صحيحة:  

a 2

𝑛 + 2
≤ 𝑢𝑛 ≤

2

𝑛
 b 3

𝑛 + 2
≤ 𝑢𝑛 ≤

3

𝑛
 c 2

𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

2

𝑛 + 2
 d 

4

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛

≤
4

𝑛 + 2
 

 :𝑢𝑛المتتالية  -10

a   متزايدة b   غير مطردة c  متناقصة تماما d  متزايدة تماما 
11- 𝑥𝑛 =

𝑛2+𝑛+1

𝑛2−𝑛+1
 أي من القضايا الاتية صحيحة:  

a 𝑢𝑛 ≥ 3 b 𝑢𝑛 ≤ 3 c 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 d −3 ≤ 𝑢𝑛 ≤ −1 
 هي: 𝑥𝑛ان هي  -12

a   متزايدة b   غير مطردة c  متناقصة تماما d  متزايدة تماما 
 : 𝑥𝑛المتتالية  -13

a  متباعدة b  3متقاربة من c  0متقاربة من d  1متقاربة من 
𝑣𝑛ان نهاية المتتالية  -14 =

𝑛2

𝑛2+1
+

𝑛2

𝑛2+2
+

𝑛2

𝑛2+3
+ ⋯ +

𝑛2

𝑛2+𝑛
 تساوي: 

a +∞ b 1 c 2 d −∞ 
𝑢𝑛معرفة وفق: 𝑛≥2(𝑢𝑛)المتتالية  -15 =

3𝑛+1

𝑛−1
  3هي  ∞+ونعلم ان نهاية متتالية عند  

𝑢𝑛يحقق  𝑛0والمطلوب: جد عددا طبيعيا    𝑛0اكبر تماما من  𝑛عند كل  ]2.98,3.02[∋

a 201 b 25 c 50 d 100 
𝑢𝑛معرفة وفق:  𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  -16 = 𝑛ξ𝑛  هي ∞+ونعلم ان نهاية المتتالية عند+∞  

𝑢𝑛يجعل  𝑛0والمطلوب: جد عددا طبيعيا  >   𝑛0ماما من اكبر ت 𝑛عند كل  106

a 102 b 104 c 103 d 10 
 المعرفتين وفق:  𝑛0≥0(𝑡𝑛)و  𝑛≥0(𝑠𝑛)لتكن المتتاليتين  -17

𝑆𝑛+1 =
𝑡𝑛 + 3𝑠𝑛

4
    , 𝑠0 = 12    , 𝑡𝑛+1 =

𝑡𝑛 + 2𝑠𝑛

3
     , 𝑡0 = 1 

𝑢𝑛المعرفة وفق:  𝑛≥0(𝑢𝑛)عندئذٍ تكون المتتالية  = 3𝑡𝑛 + 8𝑠𝑛  

a متناقصة b  ثابتة c مطردة  غير d  متزايدة 
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 المعرفتين وفق:  𝑛0≥0(𝑡𝑛)و  𝑛≥0(𝑠𝑛)لتكن المتتاليتين  -18
𝑆𝑛+1 =

𝑡𝑛 + 3𝑠𝑛

4
    , 𝑠0 = 12    , 𝑡𝑛+1 =

𝑡𝑛 + 2𝑠𝑛

3
     , 𝑡0 = 1 

𝑣𝑛المعرفة وفق  𝑛≥0(𝑣𝑛)عندئذٍ تكون المتتالية  = 𝑠𝑛 − 𝑡𝑛  

a   هندسية أساسها
1

2
 b ندسية أساسها  ه

1

12
            c   هندسية أساسها

−
1

12
 d   هندسية أساسها

12 
σنرمز بالرمز  -19 𝑢𝑘

𝑛
𝑘=1  إلى مجموع الحدود𝑢𝑘  بدءاً من𝑘 = 𝑘وحتى  1 = 𝑛   

𝑢𝑛وليكن   =
1

𝑛((𝑛+1)
𝑛من أجل كل عدد طبيعي    ≥  . نضع  1

𝑆𝑛 = ෍ 𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 :  𝑛≥1(𝑆𝑛)عندئذٍ المتتالية 

a   1−متقاربة من        b متباعدة c              متقاربة من الصغر d  متقاربة من الواحد 
𝑢𝑛متتالية متزايدة تماماً وتحقق أنّ  𝑛≥0(𝑢𝑛)بفرض  -20 ≤ 2 −

1

𝑛
 عندئذٍ يمكن استنتاج أنّ  

a 𝑢𝑛 متباعدة b  نهاية𝑢𝑛  غير
لا تتجاوز  𝑢𝑛نهاية  c موجودة

2                d  نهاية𝑢𝑛  2تساوي               

𝑢𝑛بفرض  -21 =
1

ξ𝑛2+1
+

1

ξ𝑛2+2
+ ⋯ +

1

ξ𝑛2+𝑛
 عندئذٍ أي من المتراجحات الآتية صحيحة:  

a 1

ξ𝑛2 + 𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

ξ𝑛2 + 1
  b 𝑛

ξ𝑛2 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

𝑛

ξ𝑛2 + 𝑛
 

c 1

ξ𝑛2 + 𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

ξ𝑛2 + 1
  d 𝑛

ξ𝑛2 + 𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

𝑛

ξ𝑛2 + 1
 

 

 
1 A 8 B 15 A 
2 B 9 B 16 B 
3 D 10 C 17 C 
4 C 11 C 18 D 
5 D 12 C 19 B 
6 B 13 D 20 A 
7 A 14 A 21 C 
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 الملف الأخير 7

 مسائل الوحدة

 هذا الملف

ص بأسئلةخا  

 الوحدة 

تاليةلنهاية مت  
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 السؤال الأول 

𝑢𝑛معرفة وفق   𝑛≥1(𝑢𝑛)تالية تالم =
1

𝑛!
   . 

 احسب الحدود الستة الأولى منها.  -1
0تيقّن أن   -2 < 𝑢𝑛 <

1

𝑛
 . 𝑛≥1(𝑢𝑛)ثم استنتج نهاية   

............................................................................................................................. ...............................................................
.......................................................................................................................................................................................... ..

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................... .......................................................

............................................................................ ................................................................................................................ 

............................................................................................................................................... .............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................... ........................................ 

.......................................................................................... ..................................................................................................
.............................................................................................................................................................. ..............................
............................................................................................................................. ............................................................... 

.................................................................................................................................................................. ..........................
......................................................................................................... ...................................................................................

............................................................................................................................................................................. ............... 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................................................................. ...........

............................................................................................................................................................................................ 
........................................................................................................................................................................................... .
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................... ......................................................................................................................... 
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...................................................................................................................................... ......................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................... ................................................. 

................................................................................. ...........................................................................................................
..................................................................................................................................................... .......................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................ ............................................................................................................................. ...................................
................................................................................................ ............................................................................................

.................................................................................................................................................................... ........................ 

 السؤال الثاني 

𝑢𝑛معرفة وفق   𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  = (
𝑛

10
− 1)

𝑛  . 

 . 𝑢11حتى  𝑢1أعط قيماً تقريبية لحدودها الأولى من  -1
𝑢𝑛، تحقق  𝑢31أثبت أن جميع حدودها، بدءاً من الحد  -2 ≥ 2𝑛  استنتج نهاية .(𝑢𝑛)𝑛≥1 . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 
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................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الثالث 

𝑢𝑛رفة وفق  مع 𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  =
𝑛3

𝑛!
  . 

 احسب حدودها الستة الأولى . -1
2-  

a-    أثبت أن𝑛! ≥ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 𝑛، أياً يكن   (3 ≥ 4  . 
b-   استنتج نهاية(𝑢𝑛)𝑛≥1 . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 
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 السؤال الرابع 

 المعرفة وفق:  𝑛≥1(𝑡𝑛)و  𝑛≥1(𝑤𝑛)و  𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)تاليات أوجد نهاية كل من المت

𝑥𝑛 =
𝑛2 + 1

𝑛 + 1
,       𝑦𝑛 =

𝑥𝑛

𝑛
,        𝑤𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑛,        𝑡𝑛 =

𝑦𝑛 − 1

𝑤𝑛 − 1
 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 
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........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 السؤال الخامس 

 المعرفة وفق:  𝑛≥1(𝑡𝑛)و  𝑛≥1(𝑤𝑛)و  𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)أوجد نهاية كل من المتتاليات 

𝑥𝑛 =
√𝑛

𝑛 + 1
,       𝑦𝑛 = 𝑥𝑛√𝑛,       𝑤𝑛 = 𝑥𝑛 −

1

√𝑛
,       𝑡𝑛 =

𝑦𝑛

𝑤𝑛
 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................
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............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

 السؤال السادس 

 المعرفة وفق: 𝑛≥1(𝑢𝑛)و   𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)أوجد نهاية كل من المتتاليات 

𝑥𝑛 =
3𝑛2 − 4

𝑛 + 1
,         𝑦𝑛 =

𝑥𝑛

𝑛
,         𝑢𝑛 = 𝑥𝑛 − 3𝑛 

.................................................................................................... ........................................................................................
........................................................................................................................................................................ ....................
............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................................................ ................
................................................................................................................... .........................................................................

....................................................................................................................................................................................... ..... 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................... .

.................................................................................................................................. .......................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
...................................................................................................................................... ......................................................

............................................................................. ............................................................................................................... 

................................................................................................................................................ ............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
..................................................................................................................................................... ....................................... 

........................................................................................... .................................................................................................
............................................................................................................................................................... .............................
............................................................................................................................................................................................ 
............................................................................................................................. ...............................................................

.................................................................... ........................................................................................................................
........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال السابع 

𝑢𝑛معررفة بالصيغة   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = √𝑛 + 1 − √𝑛 . 

0أثبت أن   -1 ≤ 𝑢𝑛 ≤  . 𝑛، أياً يكن   1
2-  

a-    أثبت أنه إذا كان𝑛 > 0، كان   104 < 𝑢𝑛 < 10−2 . 
b-   أثبت أنه إذا كان𝑛 > 0، كان   108 < 𝑢𝑛 < 10−4 . 



125 

 

125 
 

 

 

c-   كيف نختار𝑛  كي نحصل على𝑢𝑛 <  ؟ 10−8
 ؟ 𝑛≥0(𝑢𝑛)ما نهاية   -3

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 
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........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

 السؤال الثامن 

𝑥𝑛معرفتان وفق :  𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)المتتاليتان  =
1

√𝑛2+1
𝑦𝑛و    =

1

𝑛
 . 

 . 𝑛≥1(𝑥𝑛)راجح على   1أثبت أن العدد  -1
𝑥𝑛أثبت أن   -2 ≤ 𝑦𝑛   أياً يكن ،𝑛 ≥ 1 . 
 أي النتيجتين السابقتين أكثر إثارة للاهتمام ؟  -3

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................... ........................................

............................................................................................................................................................................................ 
.............................................................................................................................................................. ..............................
............................................................................................................................. ...............................................................

................................................................................................................................................................... ......................... 

......................................................................................................... ...................................................................................
............................................................................................................................................................................. ...............
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................................. ...........
........................................................................................................................ ....................................................................

............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................... .........................................................................................................................

....................................................................................................................................... ..................................................... 
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............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................... .................................................

............................................................................................................................................................................................ 
..................................................................................................................................................... .......................................
............................................................................................................................. ...............................................................

.......................................................................................................................................................... .................................. 

................................................................................................ ............................................................................................
.................................................................................................................................................................... ........................
............................................................................................................................. ............................................................... 

........................................................................................................................................................................ ....................
............................................................................................................... .............................................................................

................................................................................................................................................................................... ......... 

............................................................................................................................. ...............................................................
....................................................................................................................................................................................... .....

.............................................................................................................................. .............................................................. 

تاسع   السؤال ال

𝑥𝑛معرفتان وفق :  𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)المتتاليتان  =
2𝑛2+5𝑛+3

2𝑛+1
𝑦𝑛و    = 5𝑛 . 

𝑥𝑛أثبت أن   -1 ≤ 𝑦𝑛   أياً يكن ،𝑛 ≥ 1 . 
𝑥𝑛أثبت أن   -2 ≥

1

5
𝑦𝑛   أياً يكن ،𝑛 ≥ 1 . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 
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...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 السؤال العاش 

𝑢𝑛معرفة وفق   𝑛≥4(𝑢𝑛)المتتالية  =
1

𝑛2−5𝑛+6
1. أثبت أنها محدودة من الأعلى بالعدد  

2
 . 
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.......................................................................................................................................... ..................................................

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................................ 

..................................................................................... .......................................................................................................
............................................................................................................................. ............................ ...................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

............................................................................................................................................................. ...............................
.................................................................................................... ........................................................................................

........................................................................................................................................................................ .................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................................................ ................

................................................................................................................... ......................................................................... 

...................................................................................................................................................................................... ......

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................... . 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 
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......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

 السؤال الحادي عش 

 عندما تفرض المناقشة نفسها

𝑎عددين يحققان  𝑏و  𝑎ليكن  > 𝑏 > 𝑢𝑛متتالية معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)ولتكن  0 =
𝑎𝑛−𝑏𝑛

𝑎𝑛+𝑏𝑛 . 
 ادرس تقارب هذه المتتالية .

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................
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 السؤال الثاني عش 

𝑢𝑛+1دراسة متتالية من النمط  = 𝑓(𝑢𝑛)  

بالرمز   10الذي طول ضلعه  𝐴0𝐵0𝐶0𝐷0نرمز إلى المربع 
𝑆0   وإلى المربع ،𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1  الذي تقع رؤوسه على

حيث  𝑆1) كما يشير الشكل المرافق ( بالرمز   𝑆0أضلاع  
𝐴0𝐴1 =  𝑆0انطلاقاً من   𝑆1ها  . بالطريقة التي رسمنا في 1

ونقبل إمكانية الاستمرار بهذا   𝑆1انطلاقاً من   𝑆2، نرسم  
الرسم عدداً غير منتهِ من المرات . نرمز إلى طول ضلع 

 𝑛≥0(𝑙𝑛). نهدف إلى دراسة المتتالية  𝑙𝑛بالرمز  𝑆𝑛المربع  
 وتعيين نهايتها . 
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 السؤال الثالث عش 

 مجموع عدد غير منتهِ من الحدود 

𝑢𝑛ليكن  =
1

𝑛(𝑛+1)
 . وليكن  𝑛في حالة عدد طبيعي غير معدوم  

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛 = ∑ 𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 . 𝑛≥1(𝑆𝑛)ادرس المتتالية 
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 السؤال الرابع عش 

 دراسة متتاليتين في آن معاً  

0عددين يحققان  𝑏و  𝑎ليكن  < 𝑎 < 𝑏  ولنتأمل المتتاليتين .(𝑥𝑛)𝑛≥0  و(𝑦𝑛)𝑛≥0  المعرفتين وفق
𝑥0 = 𝑎  و𝑦0 = 𝑏   وعند كل عدد طبيعي𝑛 : 

𝑥𝑛+1 =
2𝑥𝑛𝑦𝑛

𝑥𝑛+𝑦𝑛
𝑦𝑛+1و   =

𝑥𝑛+𝑦𝑛

2
  

 في آن معاً .  𝑛≥0(𝑦𝑛)و   𝑛≥0(𝑥𝑛)نهدف إلى دراسة المتتاليتين  
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............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الخامس عش 

 المتتاليتين :ادرس تقارب كل من 

1- 𝑥𝑛 =
3𝑛−2𝑛

3𝑛−1
 

2- 𝑦𝑛 =
10𝑛−1

10𝑛+1
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 السؤال السادس عش 

𝑢0معرفة وفق :  𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  =
3

2
𝑛وعند كل   ∈ ℕ  ،𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛

2 − 2𝑢𝑛 + 2 . 

1أثبت، مستعملًا البرهان بالتدريج ، أن   -1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑛أياً يكن  2 ∈ ℕ . 
2-  

a-   أثبت أن𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑢𝑛 − 2)(𝑢𝑛 − 𝑛أياً يكن  (1 ∈ ℕ . 
b-   استنتج أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  . متناقصة 

 أهي متقاربة ؟  -3
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 السؤال السابع عش 

𝑛معرفة عند كل  𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  ≥ 𝑢𝑛وفق  1 = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ ⋯ +

1

𝑛!
 . 

1ان بالتدرج ، أن هأثبت ، مستعملًا البر -1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1 . 
 . 𝑛≥0(𝑢𝑛)راجح على لمتتالية  3استنتج أن العدد  -2
 متقاربة .  𝑛≥0(𝑢𝑛)أثبت أن   -3
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 السؤال الثامن عش 

𝑙تحقق الشرط التي : يوجد عدد حقيقي  𝑛≥0(𝑢𝑛)نتأمل المتتالية  >  العلاقة   𝑛د كل يحقق عن 0

0 ≤ 𝑢𝑛+1 − 𝑙 ≤
2

3
(𝑢𝑛 − 𝑙) 

𝑢0. بافتراض أن  𝑙متقاربة إلى  𝑛≥0(𝑢𝑛)أثبت أن المتتالية   =  يحقق  𝑁عيّن عدداً حقيقياً   1
𝑢𝑛 ∈]𝑙 − 10−3, 𝑙 + 𝑛عند كل  ]10−3 ≥ 𝑁 . 
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تاسع عش   السؤال ال

𝑢𝑛معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = √𝑛 + 1 − √𝑛  . 

𝑢𝑛أثبت أن   -1 =
1

√𝑛+1+√𝑛
 متقاربة نحو الصفر .  𝑛≥0(𝑢𝑛)ثم استنتج أن   

𝑛معرفة عند كل  𝑛≥1(𝑣𝑛)المتتالية  -2 ≥  وفق : 1
𝑣𝑛 = 1 +

1

1 + √2
+

1

√2 + √3
+ ⋯ +

1

√𝑛 − 1 + √𝑛
 

a-   استفد من عبارة𝑢𝑛   بصيغتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد𝑣𝑛  بدلالة𝑛 . 
b-  استنتج نهاية المتتالية(𝑣𝑛)𝑛≥1 . 
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 السؤال العشون 

 ي كل حالة .ما العبارات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما يأتي ؟ تحقق من إجابتك ف 

متتالية ليس لها نهاية   𝑛≥0(𝑣𝑛)وكانت   𝑙متتالية متقاربة من عدد حقيقي  𝑛≥0(𝑢𝑛)إذا كانت  -1
𝑢𝑛)حقيقية ، عندئذ ليس للمتتالية  + 𝑣𝑛)𝑛≥0  . نهاية حقيقية 

متتالية ليس لها نهاية   𝑛≥0(𝑣𝑛)وكانت   𝑙متتالية متقاربة من عدد حقيقي  𝑛≥0(𝑢𝑛)إذا كانت  -2
 نهاية حقيقية .  𝑛≥0(𝑢𝑛𝑣𝑛)ئذ ليس للمتتالية حقيقية ، عند 

limإذا كان   -3
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 𝑣𝑛 = 𝑙   وlim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim، كان   ∞+
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 0 . 
 إذا كان لمتتالية عنصر قاصر عنها ، كان لها عنصر راجح عليها . -4
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 السؤال الواحد والعشون 

𝑛معرفة عند كل  𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  ≥ 𝑢𝑛وفق  1 =
1

12 +
1

22 + ⋯ +
1

𝑛2 . 

 متزايدة .  𝑛≥1(𝑢𝑛)أثبت ان المتتالية   -1
2-  

a- ، مستعملًا البرهان بالتدريج ، أن   أثبت𝑢𝑛 ≤ 2 −
1

𝑛
𝑛أياً يكن   ≥ 1 . 

b-   ماذا يمكنك أن تستنتج بالنسبة إلى المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥1  . 
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 السؤال الثاني والعشون 

𝑛  ،𝑢𝑛ليكن عند كل عدد طبيعي  =
1

(2𝑛−1)(2𝑛+1)
 . 

𝑛  ،𝑢𝑛يحققان عند كل عدد طبيعي  𝑏و  𝑎أوجد عددين حقيقيين   -1 =
1

2𝑛−1
+

𝑏

2𝑛+1
 . 

𝑛  ،𝑆𝑛ليكن ، في حالة عدد طبيعي  -2 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  عبّر عن .𝑆𝑛  بدلالة𝑛   واستنتج نهاية
 . 𝑛≥0(𝑆𝑛)المتتالية 
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 السؤال الثالث والعشون 

𝑛  ،𝑢𝑛لنضع في حالة عدد طبيعي موجب تماماً   = 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
 . 

 متزايدة .  𝑛≥1(𝑢𝑛)أثبت أن المتتالية   -1
𝑢2𝑛اكتب   -2 − 𝑢𝑛   واستنتج أن𝑢2𝑛 − 𝑢𝑛 ≥

1

2
 . 

𝑢2𝑛أثبت ، مستعملًا البرهان بالتدريج ، أن   -3 ≥
𝑛

2
 غير المعدوم .  𝑛، أياً يكن العدد الطبيعي  

 نهاية حقيقية ؟  𝑛≥1(𝑢𝑛)هل للمتتالية   -4
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 السؤال الرابع والعشون 

𝑛معرفة عند كا عدد طبيعي  𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  ≥  وفق : 1

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛2 + 1
+

𝑛

𝑛2 + 2
+

𝑛

𝑛2 + 3
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2 + 𝑛
 

𝑛2أثبت أن   -1

𝑛2+𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

𝑛2

𝑛2+𝑛
𝑛، أياً يكن    ≥ 1 . 

 . ما نهايتها ؟ 𝑛≥1(𝑢𝑛)استنتج تقارب المتتالية   -2
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 السؤال الخامس والعشون

𝑛معرفة عند كل عدد طبيعي  𝑛≥1(𝑢𝑛)المتتالية  ≥  وفق : 1

𝑢𝑛 =
1

√𝑛2 + 1
+

1

√𝑛2 + 2
+ ⋯ +

1

√𝑛2 + 𝑛
 

𝑛أثبت أن   -1

√𝑛2+𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

𝑛

√𝑛2+1
𝑛، أياً يكن    ≥ 1 . 

 . ما نهايتها ؟ 𝑛≥1(𝑢𝑛)استنتج تقارب المتتالية   -2
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................................................................................................................... .........................................................................
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............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

.................................................................................................................................................................................... ........ 

 السؤال السادس والعشون

 الآتيتين متجاورتان  𝑛≥1(𝑦𝑛)و  𝑛≥1(𝑥𝑛)بيّن أن المتتاليتين 

𝑥𝑛 =
1

√1
+

1

√2
+ ⋯ +

1

√𝑛
− 2√𝑛 + 𝑦𝑛و         1 =

1

√1
+

1

√2
+ ⋯ +

1

√𝑛
− 2√𝑛  
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........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

 السؤال السابع والعشون 

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = 𝑛  :𝑢𝑛+1وعند كل عدد طبيعي  3 =
2

𝑢𝑛+1
  . 

𝑢𝑛أثبت أن   -1 >  . 𝑛، أياً يكن   0
𝑡𝑛وفق  𝑛معرفة عند كل عدد طبيعي  𝑛≥0(𝑡𝑛)المتتالية  -2 =

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+2
 𝑛≥0(𝑡𝑛). أثبت أن المتتالية  

 متتالية هندسية واحسب نهاستها . 
 متقاربة واحسب نهايتها . 𝑛≥0(𝑢𝑛)استنتج أن المتتالية   -3
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تاسع والعشون   السؤال ال

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  = 𝑛   :𝑢𝑛+1وعند  كل عدد طبيعي  2 =
𝑢𝑛

2
+

1

𝑢𝑛
 . 

𝑢𝑛أثبت أن   -1 >  . 𝑛، ، أياً يكنك   0
𝑢𝑛+1المتتالية معرفة بصيغة من النمط  -2 = 𝑓(𝑢𝑛)  عيّن التابع ،𝑓  0[المعرف على, +∞[ . 

a-    ادرس تغييرات التابع𝑓   وارسم خطه البياني𝐶𝑓  ومقارباته ، وارسم على الشكل نفسه
𝑦الذي معادلته  𝑑المستقيم  = 𝑥  بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع ،𝑑  مع𝐶𝑓 . 

b-   بيّن أن ما سبق يفيد في إثبات أن𝑓   2√]متزايد على المجال, 𝑓(𝑥)وأن   ]∞+ ≤ 𝑥  على
 هذا المجال .

استفد من الرسم لتنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة . أتجدها مطّردة ؟ ما جهة  -3
السابق  𝑏اطرادها ؟ أهي محدودة ؟ ثم برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من الطلب 

2√لتبرهن بالتدريج أن :   ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛  مهما كان العدد𝑛 . 
 متقاربة واحسب نهايتها . 𝑛≥0(𝑢𝑛)استنتج أن المتتالية   -4
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 السؤال الثلاثون 

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  =
1

2
𝑛  :𝑢𝑛+1وعند كل عدد طبيعي   = −

1

3
𝑢𝑛

2 + 2𝑢𝑛  . 

 . 𝑢5و   𝑢4و  𝑢3و  𝑢2و   𝑢1احسب   -1
𝑓(𝑥)وفق  ℝإلى التابع المعرف على  𝑓نرمز بالرمز   -2 = −

1

3
𝑥2 + 2𝑥 . 

a-   ادرس تغيرات𝑓  . ونظّم جدولًا بها 
b-   أثبت أنه إذا انتمى𝑥  انتمى   [0,3]إلى المجال ،𝑓(𝑥)  [0,3]إلى المجال . 

 استنتج من السؤال السابق أن : -3
a-  عنصر راجح على المتتالية  3العدد(𝑢𝑛)𝑛≥0 . 
b-  المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  . متزايدة 

𝑢𝑛+1متقاربة واحسب نهايتها مع ملاحظة أن  𝑛≥0(𝑢𝑛)استنتج أن المتتالية   -4 = 𝑓(𝑢𝑛) . 
 

𝑢0معرفة وفق   𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية  .1 > −
4

3
𝑢𝑛+1و    = √4 + 3𝑢𝑛  عند كل عدد طبيعي𝑛  نجد في .

−]المعرف على المجال   𝑓للتابع  𝐶الشكل أدناه ، الخط البياني  
4

3
, 𝑓(𝑥)وفق   ]∞+ = √4 + 3𝑥  .

𝑦الذي المعادلة  𝑑والمستقيم  = 𝑥 . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ؟ 𝑑والمستقيم   𝐶ما إحداثيتا نقطة تقاطع الخط  -1
𝑢0نفترض في هذا السؤال أن   -2 = 6 . 

a-   أثبت أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0 . محدودة من الأدنى 
b-  ادرس اطراد المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0 . 
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c-   استنتج أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  . متقاربة وأوجد نهايتها 
3-  

a-   أثبت أن هذه النتيجة صحيحة أياً يكن𝑢0 > 4  . 
b-   هل هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما−

4

3
< 𝑢0,  ؟ 4
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ية   من النماذج الوزار

 السؤال الأول 

 نتأمل المتتاليتين : 

𝑥𝑛 = 1 +
1

22
+

1

32
+ ⋯ +

1

𝑛2
      ,    𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 +

1

𝑛
 

,(𝑥𝑛)أثبت أن   (𝑦𝑛)  متجاورتين 
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 الثاني السؤال 

𝑢𝑛المعرفة وفق :   𝑛≥1(𝑢𝑛)لتكن  =
3𝑛−2𝑛

5𝑛+2𝑛    احسب نهاية .𝑢𝑛 
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 الثالث السؤال 

𝑎من أجل  > 𝑏 > unنضع  0 = (
𝑏

𝑎
)

𝑛 المطلوب :   و 

limاحسب   -1
𝑛→+∞

𝑢𝑛   
𝑣𝑛بفرض   -2 =

𝑎𝑛−𝑏𝑛

𝑎𝑛+𝑏𝑛    أثبت أن .vn =
1−𝑢𝑛 

1+𝑢𝑛
 vnثم استنتج نهاية   
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 ع السؤال الراب

 المعرفتان وفق:  𝑛≥0(𝑦𝑛)و  𝑛≥0(𝑥𝑛)لتكن لدينا المتتاليتان 

{
𝑦0 = 0

𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛
  ,    {

𝑥0 = 3
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 2

 

 حسابية وعين أساسها وحدها العام.  𝑥𝑛أثبت أن المتتالية   -1
 .𝑦𝑛ادرس اطراد المتتالية  -2
 أثبت أن:  -3

𝑦𝑛+1 = 𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 
 متقاربة أم متباعدة؟ ولماذا؟ 𝑦𝑛, هل المتتالية  𝑛بدلالة  𝑦𝑛استنتج عبارة   -4
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   الخامس السؤال

 المعرفة وفق :  𝑛≥0(𝑢𝑛)لتكن المتتالية 
𝑢0 = 2  
𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 − 3𝑛 + 4 

ية متتالية  𝑛≥0(𝑡𝑛)و لتكن المتتالية  𝑡𝑛+1تحقق أن   حساب = 2𝑡𝑛 − 3𝑛 + 4  

  𝑛بدلالة  𝑡𝑛جد  -1
𝑣𝑛أثبت أن المتتالية   -2 = 𝑢𝑛 − 𝑡𝑛  هندسية ثم اكتب𝑣𝑛  بدلالة𝑛  
 و أثبت أنها متباعدة  𝑛بدلالة  𝑢𝑛استنتج   -3
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   السادس السؤال

𝐼التابع المعرف على المجال   𝑓ليكن  = 𝑓(𝑥)وفق :  [0,1] =
7𝑥+2

𝑥+8
  : 

 𝑓(𝐼)ثم جد   𝑓ادرس تغيرات   -1
𝑢0وفق  𝑛≥0(𝑢𝑛)نعرف المتتالية   -2 = 1 , 𝑢𝑛+1 =

7𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+8
  

0برهن أنّ   -أ ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑛من أجل  1 ≥ 0  
,𝑢1احسب   -ب  𝑢2   ثم ادرس اطراد𝑢𝑛 

 أهي متقاربة ؟ جد نهايتها في حالة الإيجاب  -3
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   السابع السؤال

 المعرفة وفق: 𝑛≥0(𝑢𝑛)لتكن المتتالية 

{

𝑢0 = 1  , 𝑢1 = 5

𝑢𝑛+1 =
5

2
𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 ; 𝑛 ≥ 1

 

 المعرفة وفق: 𝑣𝑛ولتكن المتتالية 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 

𝑣𝑛هندسية واستنتج أن   𝑣𝑛أثبت أن المتتالية   -1 = 3 (
1

2
)

𝑛. 
𝑆𝑛المجموع  𝑛اكتب بدلالة  -2 = 𝑣2 + 𝑣4 + ⋯ + 𝑣2𝑛  واستنتج عنصراً راجحاً على المتتالية(𝑆𝑛)𝑛≥1. 
 وبين أنها متقاربة.  𝑛≥1(𝑆𝑛)ادرس اطراد المتتالية  -3
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   الثامن السؤال

 نتأمل المتتالية 

 𝑢𝑛 =
1

2
+

1

4
+

1

8
+ ⋯ +

1

2𝑛 

,𝑎بين أنه يوجد عددين  -1 𝑏  يحققان أن𝑢𝑛 = 𝑎 + 𝑏 (
1

2
)

𝑛  
𝑡𝑛نضع  -2 = 1 +

1

𝑛
,(𝑢𝑛)أثبت أن    (𝑡𝑛) متجاورتان 
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