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 𝑎قابل للاشتقاق عند النقطة  𝑓نقول إن التابع  

 إذا كانت النهاية 

قابل   𝑓موجودة ومحدودة ووحيدة وندعو ذلك )
 (𝑎اشتقاقي عند  𝑎 أو 𝑓للاشتقاق عند 

 فالخطوات :  

 نعرف تابعاً مساعداً :  -1

𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

0نبسط المقدار للتخلص من   -2

0
  

  𝑎عند   𝑔(𝑥)نحسب نهاية   -3

فإذا كانت النهاية موجودة و محدودة و وحيدة 
و رمزنا لقيمة   𝑎قابل للاشتقاق عند  𝑓قلنا أن 
  𝑓′(𝑎)النهاية  

ين ) تمر  ( 1ال

𝑓(𝑥)اثبت ان التابع   = √𝑥 + قابل للاشتقاق  1
𝑎عند  = 0 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 2ال

𝑓(𝑥)اثبت ان التابع   = 2√2𝑥 + قابل للاشتقاق  1
𝑎عند  = 2 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 3ال

𝑓(𝑥)أثبت أن التابع   = 𝑥|𝑥|  اشتقاقي عند𝑎 = 0  

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 

ين ) تمر  ( 4ال

𝑓(𝑥)ادرس قابلية اشتقاق التابع   = √𝑥 عند 
 𝑎 = 0 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 5ال

 قابلية اشتقاق التابع ادرس 

 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 + 3𝑥 − 𝑎عند   4 = 1  
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 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 6ال

𝑓(𝑥)ادرس قابلية اشتقاق التابع   =
𝑥+1

𝑥2+2
 عند 

 𝑎 = 0  
 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 7ال

𝑓(𝑥)ادرس قابلية اشتقاق التابع   =
|𝑥|+2

𝑥2+1
 عند 

 𝑎 = 0  
 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 8ال

 ادرس قابلية اشتقاق التابع 

 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)√3 − 𝑥  عند𝑎 = 0 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 9ال

 ادرس قابلية اشتقاق التابع 

 𝑓(𝑥) = 𝑥√3 − 𝑥  عند𝑎 = 3 

 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

ين ) تمر  ( 10ال

 ادرس قابلية اشتقاق التابع 

 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3√𝑥 − 𝑎عند  3 = 3 

 الحل 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

يد:    تمه

   بالشكل:إن معادلة أي مستقيم تكتب 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
يمكن أن نأخذ شكلًا آخر للمعادلة فإذا كان   ولكن

d  مستقياً مار من النقطة𝐴(𝑥0, 𝑦0)  وميله 𝑚 
  تصبح:فإن معادلة المستقيم 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 
ين ) تمر  ( 1ال

أوجد معادلة المستقيم المار من النقطة 
𝑨(𝟏, 𝒎 وميله (𝟑 = 𝟐    

 الحل 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

𝑦 − 3 = 2(𝑥 − 1) 

𝑦 − 3 = 2𝑥 − 2 

𝑦 = 2𝑥 − 2 + 3 

𝑦 = 2𝑥 + 1 
تقيم   𝑥لاحظ أن أمثال   يل المس  هي نفسها م

 ( 1مثال )

𝑦إن ميل المستقيم  = 3𝑥 −   3هو  4

 
 

 ( 2)مثال 

  التالية:حدد ميل المستقيم في الحالات 

1- 𝑦 − 2𝑥 = 1  
 نصلح شكل المعادلة: 

𝑦 = 2𝑥 + 1 
𝑚  وبالتالي = 2   

2- 2𝑦 − 4𝑥 = 0  
2𝑦نصلح شكل المعادلة  = 4𝑥 

𝑦 = 2𝑥 
𝑚  وبالتالي = 2 

3- 𝑥 + 2𝑦 = 5  
  نصلح:

2𝑦 = −𝑥 + 5 

𝑦 = −
1

2
𝑥 +

5

2
 

𝑚  وبالتالي −
1

2
 

المعرف والمستمر   𝑓الخط البياني للتابع  𝑐𝑓ليكن 
   𝑎من جوار ما لـ  𝑥و ليكن  𝑎عند  والاشتقاقي

في  𝑐𝑓المستقيم القاطع للخط البياني  𝑇 وليكن
 النقطتين:  

(𝑎, 𝑓(𝑎)   , (𝑥, 𝑓(𝑥)) 
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يساوي  𝑇ميل المستقيم   𝑚أن  -تعريفاً -نعلم 
𝑡𝑎𝑛(𝜃)  حيث𝜃   الزاوية التي يصنعها𝑇  مع محور

 الفواصل 

تك هنا:    ضع رسم

 

 

 

 

 نلاحظ أن: 

𝑓(𝑥)المقابل =  − 𝑓(𝑎)  

𝑥المجاور =  − 𝑎  

 ولما كان: 

𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 =
المقابل 
المجاور

 

𝑚 =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑥ولكن عندما  → 𝑎  يسعى المستقيم𝑇   ليكون
 𝑎في النقطة التي فاصلتها  𝐶𝑓مماساً للخط  

 وبالتالي يكون ميل هذا المماس: 

𝑚 = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑓′(𝑎) 

تك هنا:    ضع رسم

 

 

 

 

 
ويمر من النقطة   𝑚نعلم أن أي مستقيم ميله  

𝐴(𝑥0, 𝑦0)   :تعطى بالشكل 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 
فإذا كان المستقيم المطلوب هو المماس في  

 فيكون: ,   𝑎النقطة التي فاصلتها  

  𝑎فاصلة نقطة التماس  

𝑦0تراتيب نقطة التماس   = 𝑓(𝑎)  

𝑚وميل المماس  = 𝑓′(𝑎) 

 نعوض:  

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

𝑦 = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)  

 إذن: لإيجاد معادلة المماس:  

  𝑎نحدد الفواصل  -1
  𝑓(𝑎)نحدد التراتيب   -2
𝑚نوجد الميل   -3 = 𝑓′(𝑎)   
 نعوض في القانون   -4
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ين ) تمر  ( 1ال

𝑓(𝑥)أثبت أن التابع   = 𝑥2 + 3𝑥 + 1   

𝑎قابل للاشتقاق عند  = 2  

ثم استنتج معادلة المماس في النقطة التي  
𝑎فاصلتها  = 2  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................. ....

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ............................................ ...... 

 (1)مثال 

𝑥عند 𝑐𝑓 أوجد ميل المماس للخط  =  :حيث 1

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 4𝑥 + 1 
 الحل 

 𝑓   اشتقاقي على𝑅  : 

𝑓′(𝑥) = 4𝑥 − 4 

𝑚 = 𝑓′(1) = 4 − 4 = 0 
تقيم  يل يساوي الصفر فالمس  أفقي إذا كان الم

 (2)مثال 

 أوجد ميل المماس للتابع 
 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥  في النقطة التي فاصلتها𝜋

3
  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................
......................................................................................  

 (3)مثال 

 وفق: ℝالمعرف على  𝑓ليكن التابع  

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 
اكتب معادلة 

المماس في النقطة  
𝑥التي فاصلتها  = 0. 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................. ....

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ............................................ ...... 
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 (4)مثال 

,  𝐶خطه البياني   ℝ\{1}تابع معرف على   𝑓ليكن 
كما هو   𝐶مماس للخط البياني  Δوالمماس 

 موضح في الشكل المجاور:

 .Δ عين معادلة المماس

 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

إن العدد المشتق )في حال وجوده(  الخلاصة:
 !! لكن 𝑎يمثل ميل المماس في النقطة 

ما هو التفسير الهندسي في حال كون تابع غير  
 اشتقاقي؟؟؟؟!  

 الحالة الأولى:  

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= ∞ 

tanتعلمناه سابقاً إن  فهذا يعني حسب ما 𝜃 =

وبالتالي المماس في هذه النقطة شاقولي   ∞
ته   𝒙معادل = 𝒂   تعلمنا في صفوف سابقة أن(

 المستقيم الشاقولي ميله غير معرف( 

ين ) تمر  ( 1ال

𝑓(𝑥)ادرس قابلية اشتقاق التابع   = √2𝑥 − 4 
𝑥عند النقطة التي فاصلتها   = التأويل  و أعط   2

 الهندسي للنتيجة 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................... .................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ...................................................................................... 
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ية:   الحالة الثان
limلدى حساب النهاية  

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
قد نحتاج  

  )غالباً لدراسة النهاية من اليمين ومن اليسار 
 بوجود قيمة مطلقة( نصطلح الرموز الآتية: 

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑓′(𝑎+) 

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑓′(𝑎−) 

𝑓′(𝑎+)فإذا كان  ≠ 𝑓′(𝑎−)  فهو غير قابل
  𝑎للاشتقاق عند 

يقبل نصفي  𝑐𝑓الخط  الهندسي:التفسير 
𝑥مماسين عند النقطة منه التي فاصلتها  = 𝑎  

  اليمين:معادلة نصف المماس من 

𝑦 = 𝑓′(𝑎+)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 
  اليسار:ومعادلة نصف المماس من 

𝑦 = 𝑓′(𝑎−)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 
ين ) تمر  ( 2ال

 المعرف بالشكل :   𝑓الخط البياني للتابع  𝑐𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) =
|𝑥| + 2

𝑥2 + 1
 

𝑎عند  𝑓ادرس قابلية اشتقاق التابع   = واشرح  0
 التأويل الهندسي 

 الحل 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

𝑎عند  𝑓ادرس قابلية اشتقاق التابع   = 1   

𝑓(𝑥) =
𝑥

|𝑥 − 1| + 1
 

 وفسر النتيجة هندسياً 

 الحل 

....................................................................... ...............
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................ 

ير ناقد: ما الذي نحصل عليه إذا قمنا بإجراء  تفك
ℎتغيير المتحول  = 𝑥 − 𝑎  في تعريف العدد

 المشتق؟؟ 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .
.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
.................................................. ................................... .  
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تر الإجابة ا  يأتي: لسؤال الأول: اخ يحة في كل مما   الصح

𝑓(𝑥)إن التابع   -1 = 2√𝑥 + 𝑥 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 0 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 1 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -2 = √2 − 𝑥 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 0 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 2 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -3 = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 0 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 0 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -4 = (2𝑥 − 4)√𝑥 − 2 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 0 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 2 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2 ′(2) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -5 = 2𝑥2 − 3 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2√ ′(√2) = √2 b   غير قابل للاشتقاق عند𝑎 = √2 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2√ ′(√2) = 2√2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   2√ ′(√2) = 4√2 

𝑓(𝑥)إن التابع   -6 = 𝑥2 + 𝑥 + 1: 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 0 b   غير قابل للاشتقاق عند𝑎 = 1 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -7 = √𝑥2 + 𝑥 + 1 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) =
√3

2
 b   غير قابل للاشتقاق عند𝑎 = 1 . 
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c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 3 
𝑓(𝑥)إن التابع   -8 = (𝑥 − 1)|𝑥 − 1| : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 1 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 1 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 0 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1 ′(1) = 3 

𝑓(𝑥)إن التابع   -9 = 3𝑥2 − 𝑥 : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1− ′(−1) = 22 b   غير قابل للاشتقاق عند𝑎 = −1 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1− ′(−1) = −2 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   1− ′(−1) = −7 
𝑓(𝑥)إن التابع   -10 = 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) : 

a   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 2 b   غير قابل للاشتقاق عندa = 0 . 
c   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 0 d   قابل للاشتقاق عند𝑎 = fو   0 ′(0) = 3 
𝑓(𝑥)إن التابع   -11 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 +

3

𝑥−1
 : 

a   معرف على المجال] − ∞,  واشتقاقي عليه ℝ\{2}معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+
c   معرف علىℝ\{1} واشتقاقي عليه d   معرف على المجالℝ\{−1} واشتقاقي عليه 
𝑓(𝑥)إن التابع   -12 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + √𝑥 : 

a   معرف على المجال] − ∞, ,0]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+

c   معرف علىℝ\{1} واشتقاقي عليه d   0]معرف على المجال, واشتقاقي على   ]∞+
]0, +∞[ 

𝑓(𝑥)إن التابع   -13 = (4 − 2𝑥)√𝑥 − 2 : 

a   4[معرف على المجال, ,2]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+
c   معرف علىℝ\{4} واشتقاقي عليه d   2[معرف على المجال,  واشتقاقي عليه ]∞+
𝑓(𝑥)إن التابع   -14 = (3 − 𝑥)√3 − 𝑥 : 

a   3[معرف على المجال, [معرف على المجال   b واشتقاقي عليه  ]∞+ − ∞, [واشتقاقي على   [3 − ∞, 3[ 
c   3]معرف على, [معرف على المجال   d واشتقاقي عليه  ]∞+ − ∞,  واشتقاقي عليه  [3
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𝑓(𝑥)إن التابع   -15 = 2𝑥√𝑥 : 

a   معرف على المجال] − ∞, ,0]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+

c   معرف علىℝ\{0} واشتقاقي عليه d   0]معرف على المجال, واشتقاقي على   ]∞+
]0, +∞[ 

𝑓(𝑥)إن التابع   -16 = √𝑥2 − 2𝑥 : 

a   معرف على المجال] − ∞, 0] ∪ [2,  واشتقاقي عليه  ℝ\{2}معرف على المجال   b واشتقاقي عليه  ]∞+
c   اشتقاقي على المجال] − ∞, 0[∪]2, +∞[ d   معرف على المجال] − ∞, 0[∪]2,  واشتقاقي عليه  ]∞+

 

 
1 C 
2 B 
3 C 
4 A 
5 B 
6 B 
7 A 
8 C 
9 D 

10 C 
11 C 
12 D 
13 B 
14 D 
15 B 
16 C 



 

  

  الثانيالدرس  2

 قواعد الاشتقاق

 لا تستسلم،

 فكل عقبة  

 تتخطاها

 تقربك من 

 .النجاح 
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تق العدد  •    الثابت:مش

𝑓(𝑥) = 𝑘 → 𝑓′(𝑥) = 0 
  مثلًا:

𝑓(𝑥) = 3 → 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥) = √2 → 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥) = 𝜋 → 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥) = −
1

2
→ 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥) =
3

4
→ 𝑓′(𝑥) = 0 

تق   •  :  𝒌𝒙مش
𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 𝑘 

 : مثلاً 

𝑓(𝑥) = 3𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 3 

𝑓(𝑥) = 5𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 5 

𝑓(𝑥) = 𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 1 

𝑓(𝑥) = −𝑥 → 𝑓′(𝑥) = −1 

𝑓(𝑥) =
𝑥

3
→ 𝑓′(𝑥) =

1

3
 

𝑓(𝑥) =
2𝑥

3
→ 𝑓′(𝑥) =

2

3
 

تق القوة   •  :   𝒙𝒏مش
𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 → 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 

 خفّض   –نزّل 

 مثلًا  :

𝑓(𝑥) = 𝑥3 → 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 → 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑥5 → 𝑓′(𝑥) = 5𝑥4 

𝑓(𝑥) = 𝑥−3 → 𝑓′(𝑥) = −3𝑥−4 

𝑓(𝑥) = 𝑥−2 → 𝑓′(𝑥) = −2𝑥−3 

𝑓(𝑥) = 𝑥−1 → 𝑓′(𝑥) = −𝑥−2 

  مثلًا:

𝑓(𝑥) =
1

𝑥3
= 𝑥−3 → 𝑓′(𝑥) = −3𝑥−4 = −

3

𝑥4
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
= 𝑥−2 → 𝑓′(𝑥) = −2𝑥−3 = −

2

𝑥3
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
= 𝑥−1 → 𝑓′(𝑥) = −1𝑥−2 = −

1

𝑥2
 

𝑓(𝑥)      للحفظ =
1

𝑥
→ 𝑓′(𝑥) = −

1

𝑥2 

توابع   • تق ال ية:مش    المثلث
𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 → 𝑓′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛𝑥 → 𝑓′(𝑥) = 1 + tan2 𝑥 =
1

cos2 𝑥
 

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑡𝑥 → 𝑓′(𝑥) 
= −(1 + cot2 𝑥) = −

1

sin2 𝑥 
 

 ...............................................................................
 ...............................................................................

.................................................. .............................
 ...............................................................................
 ...............................................................................

..................................................................... ..........
 ...............................................................................
 ............................................................................... 

تق الجذر •  :مش
𝑓(𝑥) = √𝑥 → 𝑓′(𝑥) =

1

2√𝑥
 

 مثلًا: 
𝑓(𝑥) = √2𝑥 → 𝑓′(𝑥) =

2

2√2𝑥
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𝑓(𝑥) = √𝑥2 → 𝑓′(𝑥) =
2𝑥

2√𝑥2
 

يع لكل ما سبق:  • يص سر  تلخ

 

 

 
 أمثلة 

 :اوجد مشتق كلًا من التوابع التالية

1- 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  

 

2- 𝑓(𝑥) = 3√𝑥 +
1

𝑥
 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .  

3- 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 + 1 
.................................................................... ..................

.................................................. ................................... .  
4- 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 + 2𝑥2 − 5 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  
5- 𝑓(𝑥) = −𝑥2 +

2

3
𝑥3 + √𝑥 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .  

6- 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥 +
3

𝑥
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

................................................................................... ...
.................................................. ................................... .  

7- 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  
8- 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
................................................................................... ...

.................................................. ................................... .  
9- 𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  
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10- 𝑓(𝑥) =
1+𝑥

2𝑥
 

.............................................. ........................................
.................................................. .................................... 

................................................................................... ...
.................................................. ................................... .  

11- 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

2𝑥−3
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

........................ ..............................................................
.................................................. ................................... .  

12- 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑥+1
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .  

13- 𝑓(𝑥) =
𝑥2−2

2𝑥
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

......................................................................... .............
.................................................. ................................... .  

14- 𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

................................................................................... ...
.................................................. ................................... .  

15- 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑥+1

𝑥−1
 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... .  

 

  𝑅كل تابع صحيح اشتقاقي على  •
𝑥التابعان   • ↦ 𝑠𝑖𝑛𝑥  و𝑥 ⟼ 𝑐𝑜𝑠𝑥   اشتقاقيان

  𝑅على 
𝑥التابع   • ↦ √𝑥   0[اشتقاقي على, +∞[  
ما عدا القيم   𝑅التابع الكسري اشتقاقي على  •

 التي تعدم مقامه  
هو  𝐼مجموع وفرق تابعين اشتقاقين على  •

 𝐼اشتقاقي على 

 
إن أي تابع جذري معرف على مجال من النمط  

[𝑎, [أو  ]∞+ − ∞, 𝑎]  اشتقاقي حتماً على
,𝑎[المجال  [أو  ]∞+ − ∞, 𝑎[  ثم ندرس قابلية

فإذا كان قابلًا   𝑎الاشتقاق عند الطرف  
 . للاشتقاق. نغلق مجال الاشتقاقية

ين    تمر

أوجد مجال اشتقاقية كلًا من التوابع التالية ثم  
 :𝑓′(𝑥)أوجد 

1- 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

2- 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ............................... 

 ...................................................................................... 

3- 𝑓(𝑥) = √2𝑥 − 4 
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... ..................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................... .......................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................. .........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................... ...........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................... .............................................................
 ...................................................................................... 

4- 𝑓(𝑥) = 𝑥√2 − 𝑥 
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...... ................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
.... ..................................................................................

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
. .....................................................................................

 ......................................................................................
..................................................................................... .
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................... ...
 ...................................................................................... 

5- 𝑓(𝑥) = √9 − 𝑥2 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

6- 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥 
............................................................ ..........................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........ 

7- 𝑓(𝑥) = (3 − 𝑥)√3 − 𝑥 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
........................................................... ...........................

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

........................................................ ..............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................... ................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
ين:  إحدى صفات القطع المكافئ   تمر

𝑓(𝑥)القطع المكافئ الذي معادلته  𝑃ليكن  =

𝑥2  ولتكن𝐴  و𝐵  نقطتين منه فاصلتاهما𝑢  و𝑣  
 (𝑢 ≠ 𝑣  ولتكن )𝐷   النقطة من𝑃  التي فاصلتها

𝑢+𝑣

2
 𝑃للقطع  𝐷المار بالنقطة  𝑇أثبت أن المماس   

 .(𝐴𝐵)يوازي المستقيم  

 

 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

ي سؤال    تم

اعط مثال على تابعين احدهما غير اشتقاقي عند 
نقطة ما الا أن جداءهما تابعاً اشتقاقياً عند 

 نفس النقطة. 
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 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
......................................................................................  

ين )  ( 1تمر

. اكتب   𝑓هو الخط البياني للتابع  𝐶𝑓فيما يأتي  
التي  𝐶𝑓من  𝐴في النقطة  𝐶𝑓معادلة لمماس 

 . 4فاصلتها 

1- 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
  

2- 𝑓(𝑥) = 𝑥2 
3- 𝑓(𝑥) = √2𝑥 + 1 
4- 𝑓(𝑥) =

1

𝑥+1
  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
......................................................................................  

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
......................................................................................  

........................................................................ ..............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................  

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
......................................................................................  

ين )  ( 2تمر

 𝑓هو الخط البياني لتابع  𝐶𝑓في الشكل المرافق ،  
  . تأمل الشكل وأجب عن الأسئلة الآتية :

  𝑓′(0)و  𝑓(−1)و  𝑓(2)و  𝑓(0)عيّن كلًا من  -1
 .  𝑓′(−1)و  𝑓′(2)و 
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𝑓(𝑥)ما عدد حلول المعادلة   -2 = ؟ أعطِ  0
عددين صحيحين متتاليين يحصران كلًا من 

𝑓(𝑥)حلول المعادلة  = 0 . 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
......................................................................................  

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
......................................................................................  

........................................................................ ..............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................  

 

 

 

ين )  ( 3تمر

مبيّناً  𝑓فيما يأتي ، احسب التابع المشتق للتابع 
 المجموعة التي تحسب المشتق عليها .

1- 𝑓(𝑥) =
2

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 𝑥 −

√2

3
 

2- 𝑓(𝑥) =
𝑥2+3𝑥−1

4
 

3- 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥√𝑥 
4- 𝑓(𝑥) =

2

𝑥+1
− 𝑥 

5- 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥2−4
 

6- 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

√𝑥
 

7- 𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
8- 𝑓(𝑥) =

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
 

9- 𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
 

10- 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
11- 𝑓(𝑥) =

𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥−1
 

12- 𝑓(𝑥) =
1+𝑠𝑖𝑛 𝑥

2+𝑐𝑜𝑠 𝑥
 

 الحل 

 

 ......................................................................................
........................................................................... ...........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
......................................................................................  
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 ......................................................................................
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑓(𝑥)إن التابع   -1 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 +
3

𝑥−1
 : 

a   معرف على المجال] − ∞,  واشتقاقي عليه ℝ\{2}معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+
c   معرف علىℝ\{1} واشتقاقي عليه d   معرف على المجالℝ\{−1} واشتقاقي عليه 

𝑓(𝑥)إن التابع   -2 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + √𝑥 : 

a   معرف على المجال] − ∞, ,0]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+

c   معرف علىℝ\{1} واشتقاقي عليه d   0]معرف على المجال, واشتقاقي على   ]∞+
]0, +∞[ 

𝑓(𝑥)إن التابع   -3 = (4 − 2𝑥)√𝑥 − 2 : 

a   4[معرف على المجال, ,2]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+
c   معرف علىℝ\{4} واشتقاقي عليه d   2[معرف على المجال,  واشتقاقي عليه ]∞+

𝑓(𝑥)إن التابع   -4 = (3 − 𝑥)√3 − 𝑥 : 

a   3[معرف على المجال, [معرف على المجال   b واشتقاقي عليه  ]∞+ − ∞, [واشتقاقي على   [3 − ∞, 3[ 
c   3]معرف على, [معرف على المجال   d واشتقاقي عليه  ]∞+ − ∞,  واشتقاقي عليه  [3

𝑓(𝑥)إن التابع   -5 = 2𝑥√𝑥 

a   معرف على المجال] − ∞, ,0]معرف على المجال   b واشتقاقي عليه ]∞+  واشتقاقي عليه ]∞+

c   معرف علىℝ\{0} واشتقاقي عليه d   0]معرف على المجال, واشتقاقي على   ]∞+
]0, +∞[ 

𝑓(𝑥)إن التابع   -6 = √𝑥2 − 2𝑥 : 

a   معرف على المجال] − ∞, 0] ∪ [2,  واشتقاقي عليه  ℝ\{2}معرف على المجال   b واشتقاقي عليه  ]∞+
c   اشتقاقي على المجال] − ∞, 0[∪]2, +∞[ d   معرف على المجال] − ∞, 0[∪]2,  واشتقاقي عليه  ]∞+

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -7 = 6𝑥2 − 4𝑥 + 3: 

a 12𝑥 − 4 b −12𝑥 − 4 c 12𝑥 + 4 d غير ذلك 
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𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -8 =
2𝑥−1

𝑥+1
: 

a 3

(𝑥 − 1)2 b 3

(𝑥 + 1)2 c −3

(𝑥 + 1)2 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -9 =

𝑥

𝑥2+3
: 

a −𝑥2 + 3

(𝑥2 + 3)2 b −𝑥2 − 3

(𝑥2 + 3)2 c 𝑥2 + 3

(𝑥2 + 3)2 d −𝑥2 + 3

(𝑥2 − 3)2 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -10 =

𝑥+4

3
: 

a 3 b 3𝑥 − 1 c 1

3
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -11 =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
: 

a −𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2
 b 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2
 c 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥4
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -12 = 𝑥2 + 𝑥 − 1 −
1

𝑥
: 

a 2𝑥 + 1 +
1

𝑥2 b 2𝑥 − 1 +
1

𝑥2 c 2𝑥 + 1 −
1

𝑥2 d −2𝑥 + 1 +
1

𝑥2 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -13 =

𝑥2−7𝑥+6

(𝑥−1)2: 

a −23𝑥2 + 18𝑥 + 5

(𝑥 + 1)4  b −23𝑥2 − 18𝑥 + 5

(𝑥 − 1)4  c −23𝑥2 + 18𝑥 + 5

(𝑥 − 1)4  d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -14 = √𝑥

3
− 5: 

a −1

3
𝑥−

2
3 b 1

3
𝑥+

2
3 c −1

3
𝑥

2
3 d 1

3
𝑥−

2
3 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -15 = √𝑥23
+ √𝑥: 

a 2

3
𝑥−

1
3 +

1

2√𝑥
 b 2

3
𝑥−

1
3 −

1

2√𝑥
 c 2

−3
𝑥−

1
3 +

1

2√𝑥
 d 2

3
𝑥−

1
3 +

−1

2√𝑥
 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -16 =
1

√𝑥
: 

a 1

2𝑥√𝑥
 b 1

2𝑥2√𝑥
 c −

1

2𝑥√𝑥
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -17 = 𝑥2 𝑐𝑜𝑠(𝑥): 

a 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 b −2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 c 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -18 = √𝑥(𝑥2 + 2𝑥 − 1): 

a 5𝑥2 − 6𝑥 − 1

2√𝑥
 b 5𝑥2 + 6𝑥 − 1

−2√𝑥
 c −5𝑥2 + 6𝑥 − 1

2√𝑥
 d 5𝑥2 + 6𝑥 − 1

2√𝑥
 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -19 =
𝑥2+6

𝑥2−1
: 

a 14𝑥

(𝑥2 − 1)2
 b −14𝑥

(𝑥2 + 4)2
 c −14𝑥

(𝑥2 − 1)2
 d غير ذلك 
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𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -20 =
𝑥+3

3√𝑥
: 

a 3𝑥 − 9

18𝑥√𝑥
 b −3𝑥 − 9

18𝑥√𝑥
 c 3𝑥 + 9

18𝑥√𝑥
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -21 = 𝑥2√𝑥: 

a −5𝑥√𝑥

2
 b 5𝑥√𝑥

2
 c 5𝑥√𝑥

−2
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -22 =
𝑥2+1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
: 

a 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

sin2 𝑥
 b 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

sin2 𝑥
 c 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

sin2 𝑥
 d 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

sin2 𝑥
 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -23 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥): 

a − sin2 𝑥 + cos2 𝑥 b − sin2 𝑥 − cos2 𝑥 c sin2 𝑥 + cos2 𝑥 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -24 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥: 

a 𝑥 tan2 𝑥 b tan2 𝑥 + 1 c tan2 𝑥 − 1 d tan2 𝑥 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -25 =

𝑥

𝑥2+1
: 

a −𝑥 − 1

(𝑥2 + 1)2
 b −𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)2
 c −𝑥 + 1

(𝑥2 − 1)2
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -26 =
𝑥+1

(2𝑥−1)2
: 

a −4𝑥2 − 8𝑥 + 5

(2𝑥 − 1)4  b −4𝑥2 + 8𝑥 + 5

(2𝑥 − 1)4  c −4𝑥2 − 8𝑥 − 5

(2𝑥 − 1)4  d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -27 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥2): 

a 2𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑥2) b −2𝑥 cos(𝑥2) c 2𝑥 cos(𝑥2) d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -28 = (𝑥2 + 4𝑥)3: 

a 6(𝑥5 − 10𝑥4

+ 32𝑥3 + 32𝑥2) b 6(𝑥5 + 10𝑥4

+ 32𝑥3 + 32𝑥2) c 6(𝑥5 + 10𝑥4

− 32𝑥3 + 32𝑥2) d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -29 = 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥): 

a −𝑠𝑖𝑛𝑥. −𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠𝑥) b −𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛𝑥) c 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠𝑥) d −𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠𝑥) 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -30 = 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
): 

a 
−

cos (
1
𝑥)

𝑥4
 b cos (

1
𝑥)

𝑥2
 c 

−
cos (

1
𝑥)

𝑥2
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -31 = 𝑐𝑜𝑠3(𝑥): 

a −3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 b 3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 c −3𝑠𝑖𝑛𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑥 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -32 = 𝑡𝑎𝑛(3𝑥): 

a 3 − 3 tan2 3𝑥 b 3 + 3 tan2 3𝑥 c 3 + 3 tan3 3𝑥 d غير ذلك 
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𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -33 = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) − 𝑠𝑖𝑛(2𝑥): 

a 3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 b −3𝑠𝑖𝑛𝑥
+ 2𝑐𝑜𝑠𝑥 c −3𝑠𝑖𝑛𝑥

− 2𝑐𝑜𝑠𝑥 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -34 = 3 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) − 5 𝑐𝑜𝑠3(2𝑥): 

a 6𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥
+ 30 cos2 2𝑥 . sin 2𝑥 b −6𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥

+ 30 cos2 2𝑥 . sin 2𝑥 c 6𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥
− 30 cos2 2𝑥 . sin 2𝑥 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)إن مشتق التابع   -35 = √
𝑥+1

𝑥−1
: 

a 
−1

(−𝑥 − 1)2√𝑥 + 1
𝑥 − 1

 b 
−1

(𝑥 + 1)2√𝑥 + 1
𝑥 − 1

 c 
1

(𝑥 − 1)2√𝑥 + 1
𝑥 − 1

 d 
−1

(𝑥 − 1)2√𝑥 + 1
𝑥 − 1

 

 

 
1 C 19 C 
2 D 20 A 
3 B 21 B 
4 D 22 D 
5 B 23 A 
6 C 24 D 
7 A 25 B 
8 B 26 A 
9 A 27 C 

10 C 28 B 
11 D 29 D 
12 A 30 C 
13 C 31 A 
14 D 32 B 
15 A 33 C 
16 C 34 A 
17 A 35 D 
18 D 36 C 



 

 

 

  

  الثالثالدرس  3

 حالات المماس وتطبيقاته

 لا تقارن

 نفسك بالآخرين، 

 بل قارن 

 نفسك بنفسك 

 .بالأمس 
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 الفواصل معلومة الحالة الأولى:  •
 ولكن: وهي ما تدربنا عليه سابقاً 

 
أوجد معادلة المماس  بالشكل:قد يرد السؤال  

للخط البياني في نقطة تقاطعه مع محور 
 التراتيب 

 لإيجاد نقطة التقاطع مع محور التراتيب  

𝑥نضع  = فتكون نقطة   𝑓(0)أي نحسب   0
,0)التماس  𝑓(0)) 

 مثال

 𝑓أوجد معادلة لمماس الخط البياني للتابع 
 المعرف بالشكل 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + في نقطة تقاطعه مع   4
 محور التراتيب  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ية: •  : 𝑏التراتيب معلومة   الحالة الثان
𝑓(𝑥)نضع  -1 = 𝑏  
𝑎بحل المعادلة نحصل على الفواصل  -2 = 1  
 نشتق   -3
𝑚نوجد الميل   -4 = 𝑓′(𝑎)   
 نعوض في القانون   -5

ين ) تمر  ( 1ال

المعرف وفق   𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 
𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥+1
في  𝐶. جد معادلة المماس للخط   

3النقطة التي ترتيبها  

4
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ...................................................................................... 
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ين ) تمر  ( 2ال

 المعرف وفق  𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 

 𝑓(𝑥) =
1

𝑥+2
في  𝐶. جد معادلة المماس للخط   

  1−النقطة التي ترتيبها  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
..................................................................................... 

 
ين ) تمر  ( 3ال

 المعرف وفق  𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥   جد معادلة المماس للخط .𝐶 
  2−في النقطة التي ترتيبها  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
...................................................................................... 

 
في حال كان الطلب إيجاد معادلة المماس في 

نقطة التقاطع مع محور الفواصل عندئذٍ لإيجاد 
𝑦نقطة التماس نضع   = 0   

𝑓(𝑥)أي  = ونحل المعادلة للوصول إلى   0
𝑥فواصل نقطة التماس  = 𝑎  

ين ) تمر  ( 13ال

 𝑓أوجد معادلة لمماس الخط البياني للتابع 
  بالشكل:المعرف 

𝑓(𝑥) = √2𝑥 − 4 − 1  
 الفواصل. في نقطة تقاطعه مع محور  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. .........................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
........................................... ...........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... .............................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
...................................... ................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... ..................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................ ......................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

 :   𝑚الميل معلوم  الحالة الثالثة: •
 نشتق   -1
𝑓′(𝑥)نضع  -2 = 𝑚  
  𝑎نحل المعادلة فنحصل على الفواصل  -3
 𝑓(𝑎)نوجد التراتيب   -4
 نعوض في القانون   -5

ين ) تمر  ( 4ال

 المعرف وفق  𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥   جد معادلة المماس للخط .𝐶 
  2الذي ميله 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 5ال

المعرف وفق   𝑓اخط البياني للتابع   𝑐ليكن 
𝑓(𝑥) =

2+𝑥

𝑥
الذي  𝐶. جد معادلة المماس للخط   

−ميله 
1

2
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... .................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ...................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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................................. .....................................................
 ...................................................................................... 

 مستقيم موازي  الحالة الرابعة: •
𝑦نكتب معادلة المستقيم بالشكل   -1 = 𝑚𝑥 +

𝑝  
 نشتق   -2
𝑓′(𝑥)نضع  -3 = 𝑚  
 تُرد إلى الحالة السابقة   -4

ين ) تمر  ( 6ال

المعرف وفق   𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 +  𝐶. جد معادلة المماس للخط   5

 الموازي للمستقيم الذي معادلته
 𝑦 − 2𝑥 = 0 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ...... 

 مماسٌ أفقي  الحالة الخامسة: •
 نشتق   -1
𝑚بما أن المماس أفقي فإن ميله  -2 = 0  

𝑓′(𝑥)فنضع  = 0  
 نكمل كما الحالة السابقة  -3

ين ) تمر  ( 7ال

المعرف وفق   𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 6𝑥 الأفقي  . جد معادلة المماس

  𝐶للخط  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 

...................................................................................... 

............................................ .......................................... 

 لدينا تابع ومماس معامد:  الحالة السادسة: •
 نكتب معادلة المماس بالشكل القانوني   -1

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
  ′𝑚نرمز لميل المستقيم المعطى  -2
.𝑚شرط التعامد   -3 𝑚′ = −1 
𝑓(𝑥)نشتق ثم نضع   -4 = −

1

𝑚′ 
𝑥فنحصل على الفواصل  𝑥ثم نعزل  = 𝑎   

 سابقاً. نوجد معادلة المماس كما تعلمنا  -5
ين ) تمر  ( 8ال

   𝑓أوجد معادلة المماس للخط البياني للتابع  
  بالشكل:المعرف 

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 4𝑥 + 3 
𝑦و المعامد للمستقيم   +

𝑥

4
= 1 
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 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ...........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... .............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ .......................................... 

ين ) تمر  ( 9ال

المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝑐ليكن 
𝑅  \{−1}  وفق𝑓(𝑥) =

𝑥2−3𝑥+1

𝑥+1
 

في النقطة التي    𝐶اكتب معادلة لمماس  -1
  1تساوي فاصلتها  

ياً للمستقيممماساً  𝐶هل يقبل   -2 الذي   مواز
𝑦معادلته  = −4𝑥  

ياً للمستقيم الذي   𝐶هل يقبل   -3 مماساً مواز
3𝑥معادلته  − 2𝑦 = 0  

 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... ............. 

ين ) تمر  ( 10ال

 𝑅المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن 
𝑓(𝑥)وفق  =

𝑥

𝑥2+2
  

في النقطة التي    𝐶أعطِ معادلة لمماس  -1
 1تساوي فاصلتها  

ياً للمستقيم الذي   𝐶هل يقبل   -2 مماساً مواز
 معادلته

 4𝑦 + 𝑥 = 0 
ياً للمستقيم الذي   𝐶هل يقبل   -3 مماساً مواز

 معادلته
 4𝑥 − 𝑦 = 0  
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 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ........................... 

ين ) تمر  ( 11ال

𝑓(𝑥)وفق   𝑅المعرف على  𝑓ليكن لدينا التابع   =

√𝑥2 + 5   
في   𝑓اكتب معادلة لمماس الخط البياني للتابع 

𝑥النقطة التي فاصلتها   = −2  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
 الحالة الأولى:  •

 : 𝒂إذا علمنا فاصلة  
 الترتيب  𝑓(𝑎)نوجد  -1
 الميل  𝑓′(𝑎)نوجد  -2
 نعوض في قانون معادلة المماس -3

ية:  •  الحالة الثان
ترتيب    :𝒇(𝒂)إذا علمنا 

𝑓(𝑥)نضع  -1 = 𝑓(𝑎) 
 )الفاصلة( 𝑥نوجد قيمة   -2
 𝑓′(𝑎)نوجد  -3
 نعوض في القانون  -4

 

 الحالة الثالثة:  •
يل    :𝒇′(𝒂)إذا علمنا م

𝑓′(𝑥)نضع  -1 = 𝑓′(𝑎) 
 )الفاصلة( 𝑥نوجد قيمة   -2
 𝑓(𝑎)نوجد  -3
 القانون نعوض في   -4

 الحالة الرابعة:  •
يوازي  تقيم  إذا علمنا فاصلة ومعادلة مس

 المماس: 
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑝 

 𝑚نسرق الميل   -1
𝑓′(𝑥)نضع  -2 = 𝑚 
 )الفاصلة( 𝑥نوجد قيمة   -3
 𝑓(𝑎)نوجد  -4
 نعوض في القانون  -5

 الحالة الخامسة:  •
تقيم معامد   إذا علمنا فاصلة ومعادلة مس

 للمماس: 
𝑦 = 𝑚′𝑥 + 𝑝′ 

 نوجد ميل المماس من القانون  -1

𝑚 = −
1

𝑚′. 
𝑓′(𝑥)نضع  -2 = 𝑚 
 )الفاصلة( 𝑥نوجد قيمة   -3
 𝑓(𝑎)نوجد  -4
 نعوض في القانون  -5

 
𝑥 ⇐التقاطع مع محور التراتيب   - = 0 
𝑦  ⇐التقاطع مع محور الفواصل   - = 0 
المماس الأفقي أو المماس الموازي  -

𝑚 ⇐لمحور الفواصل  = 0. 
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أحياناً يكون السؤال أوجد معادلة   :ملاحظة 
في النقطة التي  𝑓المماس للخط البياني للتابع 

 تعدم مشتقه الثاني  

  عندئذٍ:

 𝑓′(𝑥)نحسب  -1
𝑓′′(𝑥)نحسب  -2 = (𝑓′(𝑥))

′  
𝑓′′(𝑥)نعدم المشتق الثاني  -3 = فنحصل  0

𝑥على فواصل نقطة التماس   = 𝑎   
,𝑓(𝑎)نحسب  -4 𝑓′(𝑎)   القانون.و نعوض في 

ين ) تمر  ( 14ال

 𝑓أوجد معادلة المماس للخط البياني للتابع  
𝑓(𝑥)المعرف بالشكل  = 3𝑥2 − 𝑥3  في النقطة

 الثاني. التي تعدم مشتقه 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
...................................................................................... 

 
 مقدمة:  

 ......................................................................................
................................................................. .....................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................... ...........................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 

𝑓(𝑎لإيجاد قيمة تقريبية للعدد   + ℎ)   باستخدام
 لفي : التقريب التآ

 نفرق المضمون إلى مجموع عددين: -1
 سهل الحساب  𝑎الأول: 

  ℎالباقي : 
  𝑓نشتق التابع   -2
 نعوض في القانون:   -3

 
 (1)مثال 

𝑓(𝑥)ليكن   =
𝑥

𝑥+1
, جد قيمة تقريبية للعدد  

𝑓(1.1)  
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
.............................................................................. ........ 

 

 

 (2)مثال 

𝑓(𝑥)ليكن   = 𝑥2 − 3𝑥 + 1  

  𝑓(1.9)جد قيمة تقريبية للعدد  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................................
.............................................................................. 

 (3)مثال 

  9.2√جد قيمة تقريبية للعدد  

 الحل  .

 ......................................................................................
.......................................... ............................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................... ................................................
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 ......................................................................................
............................................................................. ........ 

 
 (4)مثال 

𝑓(𝑥)ليكن  = 𝑥 +
1

𝑥
 . 

جد معادلة المماس عند النقطة التي   -1
  1فاصلتها 

 𝑓(1.1)جد قيمة تقريبية للعدد   -2
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
................................................................................... ...

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.......................................................................... ............

 ......................................................................................
................................................................................... 

 (5)مثال 

 𝑠𝑖𝑛(0.24)جد قيمة تقريبية لـ  

 الحل 

.............................. ........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................... ............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
............................................................................. ........ 
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 (6)مثال 

 10√  جد قيمة تقريبية لـ

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
..................................................................................... 

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................

............................................................................. ........ 

 (7)مثال 

 𝑠𝑖𝑛(29𝑜) جد قيمة تقريبية لـ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
............................................................................. ........ 

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................

............................................................................. ........ 

........................................................................ ..............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. ........ 
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يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -1 = 𝑥2 + 𝑎عند  2 =  هي: 1

a 𝑦 = −2𝑥 − 1 b 𝑦 = 2𝑥 − 1 c 𝑦 = −2𝑥 + 1 d 𝑦 = 2𝑥 + 1 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -2 = √2𝑥 + 𝑎عند  1 =  هي: 2

a 
𝑦

= −
1

√5
𝑥 −

7

√5
 b 𝑦 =

1

√5
𝑥 +

7

√5
 c 𝑦 =

1

√5
𝑥 −

7

√5
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -3 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)  عند𝑎 =
𝜋

2
 هي: 

a 𝑦 = 1 b 𝑦 = 0 c 𝑦 = −1 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -4 =

𝑥

𝑥+1
𝑎عند   =  هي: 0

a 𝑦 = −𝑥 b 𝑦 = 𝑥 c 𝑦 = 𝑥 + 1 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -5 = 𝑥2 +

1

𝑥
𝑎عند   =  هي: 1

a 𝑦 = −3𝑥 − 3 b 𝑦 = −3𝑥 + 3 c 𝑦 = 3𝑥 − 3 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -6 = 1 −

3

𝑥
𝑎عند   =  هي: 1−

a 𝑦 = 3𝑥 − 5 b 𝑦 = −3𝑥 − 5 c 𝑦 = 3𝑥 + 5 d غير ذلك 
𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -7 = 𝑡𝑎𝑛(𝑥)  عند𝑎 =

𝜋

4
 هي: 

a 2𝑥 +
𝜋 + 2

2
 b 2𝑥 −

𝜋 − 2

2
 c −2𝑥 −

𝜋 + 2

2
 d 2𝑥 −

𝜋 + 2

2
 

𝑓(𝑥)المعرف وفق   𝑓للتابع  𝐶إن معادلة المماس للخط البياني   -8 = 2𝑥 − 𝑥2  هي: 4الذي ميله يساوي 

a 𝑦 = −4𝑥 b 𝑦 = 4𝑥 + 8 c 𝑦 = 4𝑥 − 8 d 𝑦 = 4𝑥 
𝑓(𝑥)للتابع   1−إن فواصل المماسات الموجودة في النقطة التي ترتيبها   -9 = 𝑥2 − 5𝑥 +  هي: 5

a 𝑎 = −3, 𝑎 = −2 b 𝑎 = 2 , 𝑎 = −3 c 𝑎 = 2, 𝑎 = 3 d 𝑎 = −2, 𝑎 = 3 
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𝑓(𝑥)إن معادلة المماس في نقطة تقاطع الخط البياني للتابع مع محور الفواصل للتابع  -10 =
𝑥+1

𝑥−1
 هي: 

a 𝑦 = −
1

2
𝑥 −

1

2
 b 𝑦 =

1

2
𝑥 −

1

2
 c 𝑦 = −

1

2
𝑥 +

1

2
 d غير ذلك 

𝑓(𝑥)في النقطة التي يتقاطع فيها مع محور التراتيب علماً أن   𝑓إن معادلة المماس للخط البياني للتابع  -11 =
1

𝑥−1
 هي: 

a 𝑦 = −
1

4
𝑥 + 1 b 𝑦 = −

1

4
𝑥 − 1 c 𝑦 =

1

4
𝑥 − 1 d غير ذلك 

𝑥إن معادلة المماس الموازي للمستقيم  -12 + 𝑦 = 𝑓(𝑥)للتابع   1 = 3𝑥 − 𝑥2 :هي 

a 𝑦 = −𝑥 − 4 b 𝑦 = 𝑥 + 4 c 𝑦 = −𝑥 + 4 d غير ذلك 
−إن معادلتي المماس المعامد للمستقيم   -13

𝑥

4
+ 𝑦 = 𝑓(𝑥)للتابع  0 =

𝑥+1

𝑥
 هي: 

a 𝑦1 == −4𝑥 + 1 
𝑦2 = −4𝑥 − 3 b 𝑦1 == −4𝑥 + 1 

𝑦2 = 4𝑥 − 3 c 𝑦1 == 4𝑥 + 1 
𝑦2 = −4𝑥 − 3 d غير ذلك 

 

 

 
1 D 
2 C 
3 A 
4 B 
5 C 
6 A 
7 D 
8 D 
9 C 

10 A 
11 B 
12 C 



 

  

  لرابعالدرس ا 4

 تطبيقات الاشتقاق

 كلما زادت

 صعوبة 

 المهمة،  

 زادت قيمة

 .تحقيقها 

 



1 

 

1 

 

 

 

يستخدم الاشتقاق في دراسة سلوك تابع  
 ومعرفة مجالات تزايده وتناقصه 

 :ولذلك سنبدأ بأول التطبيقات 

 
 مبرهنات:  

𝑓′(𝑥)إذا كان   • >  𝑓فإن  𝐼على المجال   0
 𝐼متزايد تماماً على  

𝑓′(𝑥)إذا كان   • <  𝑓فإن  𝐼على المجال   0
  𝐼متناقص تماماً على  

ياً: ◼  القيم الحدية محل

 𝐼تابع معرف واشتقاقي على مجالٍ  𝑓ليكن 
𝑎ولتكن   ∈ 𝐼: 

إنها قيمة صغرى  𝑓(𝑎)نقول عن   -1
إذا وفقط إذا وجد   𝑓محلياً للتابع  

 بحيث يتحقق الشرط: 𝐽مجال 
∀𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) 

 

 

 

 

 

إنها قيمة كبرى  𝑓(𝑎)نقول عن   -2
إذا وفقط إذا وجد   𝑓محلياً للتابع  

 بحيث يتحقق الشرط: 𝐽مجال 
∀𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

 

 

 

 

تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  𝑓ليكن   مبرهنة:
 :𝐼نقطة من  𝐶ولتكن   𝐼مفتوحٍ 

قيمة محلية كان  𝑓(𝐶)إذا كانت   -1
𝑓′(𝐶) = 0 

اشارته  ′𝑓وغير  𝐶عند  ′𝑓إذا نعدم   -2
 قيمة محلية 𝑓(𝐶)عندها تكون  

 
 مثال

𝑓(𝑥) = 𝑥3 
 ...............................................................................
 ...............................................................................
...............................................................................  

.................. .............................................................
 ...............................................................................
 ............................................................................... 
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 ...............................................................................
 ............................................................................... 
 ...............................................................................
 ...............................................................................
 ............................................................................... 

.................. .............................................................
 ...............................................................................
 ............................................................................... 

.................................... ...........................................
 ...............................................................................
 ............................................................................... 

...................................................... .........................
 ...............................................................................
 ............................................................................... 

........................................................................ .......
 ...............................................................................
 ............................................................................... 
 ...............................................................................

........... ....................................................................
 ............................................................................... 
 ...............................................................................

............................. ..................................................
 ............................................................................... 
 ...............................................................................

............................................... ................................
 ............................................................................... 

 ...............................................................................
................................................................. ..............

 ............................................................................... 

 

 

𝑓(𝑥)دلة عندما نقول أن للمعا = 𝜆  حل , أي أن
𝑦المستقيم الأفقي  = 𝜆  يقطع منحني التابع𝑓 

 في نقطة 

وقد يكون للمعادلة أكثر من حل وقد لا يكون 
 , تأمل الحالات الآتية:مستحيلة " لها حلول " 

 الحالة الأولى: •

, 1]مستمر على المجال  𝑓هنا نلاحظ أن  5]  
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 ما هي جهة اطراد التابع؟
......................................................................................
..................................................................................... 

 ؟[1,5]ما هي صورة المجال 
......................................................................................

..................................................................................... 
f(x)استنتج لماذا يكون للمعادلة  = حلًا وحيداً  3

 .[1,5]على المجال 
لأن  الحل موجود:

......................................................................................
..................................................................................... 

 الحل وحيد :
......................................................................................

..................................................................................... 
 الحالة الثانية:  •

𝑓(𝑥)المعادلة  =  حل وحيد هو 3
 𝑥 = , 1]على المجال   4 7]  

لأن  الحل موجود:
......................................................................................
..................................................................................... 

 لأن وحيد:الحل 
......................................................................................
..................................................................................... 

𝑓(𝑥)المعادلة  = λمستحيلة الحل لأن   1 = 1 ∉

𝑓([1 , 7]) = [2 , 10] 
 

 

 

 الحالة الثالثة: •

𝑓(𝑥)المعادلة  =  غير مستمر 𝑓مستحيلة لأن   50
𝑥عند  = فلا يوجد نقطة بحيث المستقيم  1000

𝑦 =  يقطع التابع . 50

 الحالة الرابعة: •
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𝑓(𝑥)المعادلة  = 𝑥حلان هما   2 =
1

2
𝑥و    = 2 

, 0]على  مستمر 𝑓لأن  الحل موجود:  و [3

 2 ∈ 𝑓([0 , 3]) = [0 , 3]    
غير مطرد على المجال  𝑓لأن  الحل غير وحيد :

[0 , 3] 
 

 
,𝑎]مستمر على المجال  𝑓نثبت أن  • 𝑏]  
𝜆نثبت أن   • ∈ 𝑓([𝑎, 𝑏])   فنضمن بذلك "

 وجود الحل" 
ونثبت أن  𝑓′(𝑥)لإثبات وحدانية الحل نحسب  •

𝑓  مطرد على المجال 
,𝒇([𝒂سؤال كيف نوجد  ◼ 𝒃])  
 متزايد فإن 𝑓إذا كان  •

  𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]  
دى تصوير مجال وفق تابع متزايد أي ل

 نحافظ على الترتيب
 متناقص فإن 𝑓إذا كان  •

  𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)]  

أي لدى تصوير مجال وفق تابع متناقص 
 نغير الترتيب 

 إذا كان غير مطرد نشكل جدول  •
 :مثلًا 

 
𝑓([−3,1]) = ⋯ … … … … … 
𝑓([1,2]) = ⋯ … … … … … 
𝑓([2,3]) = ⋯ … … … … …. 

𝑓([−3,3]) = ⋯ … … … … . .. 
ين ) تمر  ( 1ال

 التابع المعرف بالشكل 𝑓ليكن 

  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 − 1  
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة  = حل وحيد ضمن    3

 [1,2]المجال 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

𝑓(𝑥)التابع المعرف بالشكل   𝑓ليكن  = 𝑥3 −

3𝑥2 + 1  
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة  + 1 = ثلاث حلول    0

 فقط 

 الحل 

 ......................................................................................
........ ..............................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...... ................................................................................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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ين ) تمر  ( 3ال

في كل من الحالات الآتية, أوجد عدد حلول 
 المعادلة:

1- 𝑥4 −
1

2
𝑥 + 1 = 0 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

...................................................... ................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................... ..................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
................................................. .....................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... ....................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ ..........................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

......................................... .............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ...............................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................... ..................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. .................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................... .......................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

............................ ..........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................... ............................................................
 ...................................................................................... 

2- 𝑥5 − 𝑥3 + 𝑥 − 5 = 0 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............................... .......................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................. .........................................................
 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
.......................... ............................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................ .............................................................. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................... .................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................. ....................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................ ......................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............. .........................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........... ........................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

3- 𝑥(2𝑥 + 1)2 = 5 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................... ..
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................... .......................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. ......................... 
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4- 
1

5
𝑥5 −

1

3
𝑥3 + 1 = 0 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... ....................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................ ..........................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

......................................................... .............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ...............................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.................................................... ..................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

............................................ ..........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................... ............................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
....................................... ...............................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................... ................................................. 

ين  تمر  (  4) ال

 وفق 𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

  :𝑓(𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑥 −
1

2
  

,𝑓(−1)احسب  -1 𝑓 ቀ−
1

2
ቁ , 𝑓(0), 𝑓(1)  

ثم نظم جدول تغيرات للتابع  𝑓′(𝑥)احسب  -2
𝑓  

𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة  -3 = ثلاثة جذور  0
نتمي كل واحد منها إلى واحد فقط ي

 من المجالات 
[−2, −1], [−1,1] , [1,2]  

 الحل 

 ......................................................................................
......................................................................... .............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
.................................................................... ..................

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

ين  تمر  (  5) ال

 وفق:(  ℝالمعرف على   𝑓نتأمل التابع  

𝑓(𝑥) = 𝑥 − cos 𝑥 

)fو   f(0)احسب   -1
π

2
واستنتج أنه يوجد عدد   (

𝑓(𝛼)يحقق أن  αحقيقي   = 0. 
f(x)اشرح لماذا حل المعادلة  -2 = يجب أن  0

 .[1,1−]ينتمي للمجال 
f(x)استنتج أن كل حل للمعادلة  -3 = يجب  0

 .[1,1−]أن ينتمي للمجال 
متزايد تمامً على المجال  fبرهن أن التابع   -4

f(x), واستنتج أن للمعادلة ]0,1[ = حل  0
 .]0,1[ينتمي للمجال  αحقيقي وحيد  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين  تمر  (  6) ال

الخط البياني  𝐶𝑚عدداً حقيقياً, وليكن   𝑚ليكن 
 وفق: ℝلمعرف على  ا 𝑓𝑚للتابع 

𝑓𝑚(𝑥) = 𝑥3 + 𝑚𝑥2 − 8𝑥 − 𝑚 
1- a أثبت أن الخطين البيانيين .𝐶0  و𝐶1 

. أوجد إحداثيات  𝐵و  𝐴يتقاطعان في نقطتين  
 هاتين النقطتين. 

b  استنتج أن جميع الخطوط البياني .𝐶𝑚 
 .𝐵و  𝐴تمر بالنقطتين  

 .∞−و   ∞+عند  𝑓𝑚اوجد نهاية التابع   -2
𝑓𝑚(𝑥)استنتج مما سبق أن للمعادلة  -3 = 0 

 .𝑚, أيا يكن العدد  ℝثلاثة حلول متمايزة في  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. .... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. ......... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... .................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................... ................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................ ......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
تابع المركب: ,𝑔ليكن   ال 𝑓  تابعان بحيث𝑓   معرف

𝑔(𝑥)و  𝐷𝑓على  ∈ 𝐷𝑓   مهما يكن𝑥 ∈ 𝐷𝑔 

هو التابع المعرف   𝑓𝑜𝑔عندئذٍ التابع المركب  
 بالشكل: 

𝒙 ⟼ (𝒇𝒐𝒈) = 𝒇(𝒈(𝒙)) 

تابع المركب:  تقاق ال  اش

(𝒇(𝒖(𝒙))
′

= 𝒇′(𝒖(𝒙)). 𝒖′(𝒙) 
ين ) تمر  ( 1ال

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏
 

 𝑫𝒇عين  -1
ثم استنتج مشتق التابع   𝒇′(𝒙)احسب   -2

𝒈(𝒙) = 𝒇(√𝒙)   , 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

𝒍(𝒙) = 𝒇(𝒙𝟒) 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

𝒇(𝒙)ليكن لدينا التابع   =
𝒙𝟐+𝟏

𝒙−𝟏
     , 

𝑫 = 𝑹\{𝟏} 
 احسب مشتقه  -1
 استنتج مشتق التابع  -2

𝒈(𝒙) =
𝒙 + 𝟏

√𝒙 − 𝟏
 

𝒉(𝒙)مشتق: استنتج  -3 =
𝒙𝟒+𝟏

𝒙𝟐−𝟏
 

𝒌(𝒙)استنتج مشتق   -4 =
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙+𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙−𝟏
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................... ................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
.................................................... ..................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................. ....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................. .........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ...........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................... .............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 3ال

𝒇(𝒙)لدينا التابع   =
𝒙+𝟏

𝒙
 

 𝒇′(𝒙)احسب   -1
 𝒇(𝒇(𝒙))استنتج مشتق التابع   -2
ومشتقه ثم   𝒇(𝒇(𝒙))احسب بشكل مباشر   -3

 استنتج تطابق الحلين. 

 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ...................................................................................... 
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... .................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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ين ) تمر  ( 4ال

𝒇(𝒙)لدينا التابع   =
𝒙+𝟏

𝒙
 

 𝒇′(𝒙)احسب   -1
 𝒇(𝒇(𝒙))استنتج مشتق التابع   -2
ومشتقه ثم   𝒇(𝒇(𝒙))احسب بشكل مباشر   -3

 استنتج تطابق الحلين. 

 الحل 

 ......................................................................................
..................................................................................... .
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................... ...
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

تابع مركب:  ◼ تقاقية   مجال اش
تابع   𝑢و  𝐽تابعاً اشتقاقياً على مجال   𝑔ليكن 

𝑥وبفرض أنه أياً كان  𝐼اشتقاقي على مجال  ∈ 𝐼 
𝑢(𝑥)فإن  ∈ 𝐽   عندئذٍ يكون التابع𝑓: 𝑥 ↦

𝑔(𝑢(𝑥))   اشتقاقي على𝐼  

 

 

 

ين ) تمر  ( 1ال

𝑓(𝑥)وفق   𝑅\{1}المعرف على  𝑓ليكن التابع   =

2𝑥+3

𝑥−1
  

   𝑓′(𝑥)عين  -1
 للتابع المعرف على  𝑔نرمز بالرمز   -2

 𝐼 =] −
𝜋

2
,

𝜋

2
𝑔(𝑥)وفق   ] = 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥)  أثبت .

  𝐼على  𝑔′(𝑥)ثم احسب   𝐼اشتقاقي على  𝑔أن 
𝐽للتابع المعرف على  ℎنرمز بالرمز   -3 =]1, +∞[ 

ℎ(𝑥)وفق  = 𝑓(√𝑥)  
 ℎ′(𝑥)ثم أوجد  𝐽اشتقاقي على   ℎأثبت أن   -4

 𝐽على 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................ ......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 1ال

𝐼التابع المعرف على  𝑓ليكن  =]0, 𝜋[ :وفق 
𝑓(𝑥) = sin(𝑥) 

𝐽التابع المعرف على   𝑔و  =]0,  وفق: ]∞+
𝑔(𝑥) = √𝑥 

  𝐼قابل للاشتقاق على المجال  𝑔𝑜𝑓أثبت أن التابع  
 .′(𝑔𝑜𝑓)ثم استنتج  

ين ) تمر  ( 1ال

 وفق: ℝ\{1}التابع المعرف على  𝑓ليكن 
𝑓(𝑥) =

𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

𝐽التابع المعرف على   𝑔و  =]0,
𝜋

2
 وفق: ]

𝑔(𝑥) = cos(𝑥) 

  𝐽قابل للاشتقاق على المجال   𝑓𝑜𝑔أثبت أن التابع 
 .′(𝑓𝑜𝑔)ثم استنتج  

  
تق  -1    القوة:مش

𝑓′(𝑥) 𝑓(𝑥) 
𝑛 𝑢𝑛−1(𝑥) 𝒖′(𝒙) 𝑢𝑛(𝑥) 

 أمثلة: 
𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 1)3 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 3(2𝑥 + 1)(2) 

= 6(2𝑥 + 1) 
𝑓(𝑥) = (

1

𝑥
)

4

⇒ 𝑓′(𝑥) = 4 (
1

𝑥
)

3

. (−
1

𝑥2
) 

ية :  -2 توابع المثلث تق ال  مش
𝑓′(𝑥) 𝑓(𝑥) 

 𝒖′(𝒙) 𝑐𝑜𝑠(𝑢(𝑥)) sin (𝑢(𝑥)) 
− 𝒖′(𝒙) 𝑠𝑖𝑛(𝑢(𝑥)) cos(𝑢(𝑥)) 

 𝒖′(𝒙) [1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑢(𝑥)] tan(𝑢(𝑥)) 
− 𝒖′(𝒙) [1
+ 𝑐𝑜𝑡2(𝑢(𝑥)] 

cot(𝑢(𝑥)) 

 أمثلة: 
𝑓(𝑥) = cos(5𝑥) ⇒ 𝑓′(𝑥) = −5 sin(5𝑥) 
𝑓(𝑥) = sin(𝑥2) ⇒ 𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥2) 

تابع الجذري  -3 تق ال  :مش
𝑓′(𝑥) 𝑓(𝑥) 
𝑢′(𝑥)

2√𝑢(𝑥)
 √𝑢(𝑥) 

 :أمثلة 

𝑓(𝑥) = √𝑠𝑖𝑛𝑥 ⇒ 𝑓′(𝑥) =
cos(𝑥)

2√sin 𝑥
 

𝑓(𝑥) = √
1

𝑥
⇒ 𝑓′(𝑥) =

−
1

𝑥2

2√1
𝑥

 

 
 

ين ) تمر  ( 1ال

 اوجد مشتقات كل من التوابع التالية:
1- 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 3𝑥 + 1)4 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

................................................................................... ...
.................................................. ................................... .  

2- 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) − 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  

3- 𝑓(𝑥) =
𝑥+3

(𝑥2−1)2 
................................... ...................................................

.................................................. .................................... 
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 ......................................................................................
.................................................. ................................... .  

4- 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥
 

 ......................................................................................
.................................................. ................................... 

.................... ..................................................................
.................................................. ................................... .  

5- 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥2) 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  

6- 𝑓(𝑥) = sin (3𝑥 + 1) 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
................................................................................... ...

.................................................. ................................... .  

7- 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
........................................................... ...........................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

.................................................... ..................................
.................................................. ................................... .  

8- 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)3 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
................................. .....................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .  

9- 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 3𝑥 − 1 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
................................................................................... ...

.................................................. ................................... .  

10- 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. .................................... 
................................................................. .....................

.................................................. ................................... .  

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

 ......................................................................................
.................................................. .................................... 

.......................................................... ............................
.................................................. .................................  



 

 

 

  

  الخامس الدرس  5

(2) تطبيقات الاشتقاق  

 من كانت

 له بداية

 محرقة

 كانت له

بداية مشرقة   
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تهدف دراسة تغيرات تابع لمراقبة سلوك تابع  

 ومراقبة فترات تزايده وتناقصه وقيمه الحدية 

 وأعلى قيمة يبلغها التابع أو أصغر قيمة  

تالي:  يرات هي كال تغ  وخطوات دراسة ال

نوجد مجموعة التعريف ونكتبها على شكل   -1
 مجال أو اجتماع مجالات  

نوجد نهايات التابع عند أطراف المجالات  -2
المفتوحة والصور عند أطراف المجالات 

 المغلقة  
نذكر ما له من مقاربات ونتوقع جهة التقارب   -3

 )إضافي( 
4- 𝑓  :.....................اشتقاقي على 
  𝑓′(𝑥)نشتق التابع لنوجد   -5
𝑓′(𝑥)عدم المشتق أي نضع  ن -6 = 0 
في حال وجود قيم تعدم المشتق فإننا نوجد   -7

صور هذه النقاط فقط في حال انتمت  
لمجموعة التعريف وإلا لا نصورها ولا  

 نستخدمها  
ننظم جدول التغيرات الذي يأخذ الشكل   -8

 التالي: 

 

يزة في الجداول:   اشكال مم

في حال كان التابع غير معرف  الشكل الاول:  
 عند نقطة فقط )يستثني نقطة( مثل

 𝐷𝑓 =] − ∞, 1[∪]1, عندئذٍ يكون الجدول   ]∞+
 من الشكل:  

 
غير  𝑓يعني أن   ′𝑓حيث أن مرور        من حقل 

 اشتقاقي عن النقطة المقابلة 

غير معرف   𝑓يعني أن  𝑓و متابعته للوصول لحقل 
 عند هذه النقطة  

 الجدول:أما إذا كان شكل   الشكل الثاني:

 
 𝑓اي   𝑅فهذا يعني أن مجموعة التعريف هي  

 𝑓(𝑥)ليس لديه    في حقل  𝑓) لأن    1معرف عند 
(   و بالتالي لا يعاني مشكلة فهو معرف عند  

𝑥 =  و ليس اشتقاقي عندها 1

 وهذه الحالة نصادفها في التابع الجذري غالباً  

))هذا يعطينا معلومة في غاية الأهمية و هي 
غير معرف عند نقطة فهو حتماً غير   𝑓ان  إذا ك

 اشتقاقي عندها((
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إذا كانت مجموعة التعريف  الشكل الثالث:
𝐷𝑓تستثني مجالًا مثلًا   =] − ∞, 0[∪]4, +∞[  

   فهنا يأخذ المجال الشكل:

 
   4هذا يعني أن التابع غير موجود بين الصفر والـ

 التابع يستثني نقطتين: مثلًا:  الشكل الرابع:

𝐷𝑓 =] − ∞, 1[∪]1,3[∪]3, +∞[  

 فيكون شكل الجدول عندئذٍ: 

 
 دراسة القطع المكافئ  

 إن الصيغة العامة لتابع القطع المكافئ هي:

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ; 𝑎 ≠ 0 
مفتوح نحو الأعلى في ويكون منحني القطع 

𝑎حالة  > 0. 

ويكون منحني القطع مفتوح نحو الأسفل في 
𝑎حالة  < 0. 

ودائماً يملك قيمة حدية وحيدة ندعوها "ذروة 
.  القطع المكافئ"

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 1 

 الحل 

............................................................................. .........
 ......................................................................................

 ......................................................................................
........................................................................... ...........

...................................................................................... 
 ......................................................................................

........................................................................ ..............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................... ...................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................ ......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................. ........................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑥2 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............ ..........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
....... ...............................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين   تمر

 وفق: ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 
 .𝑎تبعاً لقيم  𝑓ناقش جهة اطراد 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............ ..........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

....... ...............................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

توابع الدرجة الثالثة    دراسة 

 الثالثة له الصيغة العامة:التابع من الدرجة 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 
 والآن لندرس بعض التوابع:

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 2𝑥 − 1 
 الحل 

............................... .......................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................. .........................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 
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𝑓(𝑥) =
𝑥3

3
−

5

2
𝑥2 + 6𝑥 + 1 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
...................................................................................... 

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
...................................................................................... 
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... .................. 

تابع الهوموغرافي    دراسة ال

 هو كل تابع من النمط:
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 ;

𝑎

𝑐
≠

𝑏

𝑑
 

التابع الهوموغرافي مؤلف من اجتماع خطين 
𝑥بيانيين يقبلان المستقيم  = −

𝑑

𝑐
مقارب  

𝑦شاقولي والمستقيم  =
𝑎

𝑐
مقارب أفقي  

𝐴وتكون النقطة  ቀ−
𝑑

𝑐
,

𝑎

𝑐
ቁ  مركز تناظر للخط

 البياني وهي نقطة تقاطع مقاربيه.

 لندرس بعض التوابع:

 

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

3 − 3𝑥
 

 الحل 

 ......................................................................................
............................................ ..........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................... ...............................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.................................... ..................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................. ....................................................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) =
5𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

 الحل 

 ......................................................................................
........................................................ ..............................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ................................................... ...................................
 ......................................................................................
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...................................................................................... 
................................................ ......................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ...................................................................................... 

توابع مع مقاربات مائلة   دراسة 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 3

𝑥 − 1
 

 عين مجموعة تعريف التابع -1
 ادرس النهايات عند الأطراف المفتوحة -2
جد معادلة المقارب المائل ثم ادرس الوضع  -3

 النسبي.
 ونظم جدولًا بها 𝑓ع ادرس تغيرات التاب -4
الخط البياني  𝐶ارسم المقاربات ثم ارسم  -5

 .𝑓 للتابع

 الحل 

............................. .........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................... ...........................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

........................ ..............................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................... ...................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

................ ......................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............. ........................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

........... ...........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...... ................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

... ...................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

. .....................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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ت  ية  دراسة ال  وابع الجذر

𝑓(𝑥) = ξ2𝑥 − 2 
 الحل 

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

................................................................................... ...
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
...................................................................................... 

........................................................................... ...........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) = 𝑥ξ3 − 𝑥 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
...................................................................................... 
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 4)൫ξ2 − 𝑥൯ 

 الحل 
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 ......................................................................................
..... .................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
...................................................................................... 
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ............... 

 

 

 

 

تلطة   توابع المخ  دراسة ال

𝑓(𝑥) =
1

𝑥 − 1
− ξ𝑥 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................. ....................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

............... .......................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............. .........................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................
...................................................................................... 

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 لدراسة زوجية وفردية التابع: ◼

 تين يجب أن يتحقق الشرط الآتي: في كلتا الحال

𝒙 ∈ 𝑫𝒇    ⇒ −𝒙 ∈ 𝑫𝒇 

 ثم نقول بما يلي: 

  𝑓(−𝑥)نحسب  -1
 (  𝑥−بـ  𝑥) وذلك بأن نستبدل كل 

 نميز الحالات الآتية:  -2
𝑓(−𝑥)إذا كان  -أ = 𝑓(𝑥)  ٍعندئذ𝑓  زوجي 

𝑓(−𝑥)إذا كان  -ب = −𝑓(𝑥)  فإن𝑓 فردي 
فهو  𝑓(𝑥)إذا لم نصل إلى شكل بدلالة  -ت

 ليس فردياً وليس زوجياً.
 الصفات التناظرية:  ◼
 التابع الزوجي متناظر بالنسبة لمحور التراتيب -

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. .........................................
 ......................................................................................
......................................................................................  

 التابع الفردي متناظر بالنسبة للمبدأ -
.......... ............................................................................

.................................................. ................................... .

.................................................. ................................... .

.................................................. ................................... .

.................................................. .................................... 
 ......................................................................................

.................................................. ................................... .

.................................................. ................................... .  

 أمثلة 

الات الآتية ادرس زوجية أو فردية في كل من الح
 التابع على مجموعة تعريفه .

𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥2 + 1   , 𝐷𝑓 = 𝑅 

 ......................................................................................
........................................................ ..............................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................... ................................ 

𝑓(𝑥) =
𝑥

2
+

1

𝑥
     ,     𝐷𝑓 = 𝑅∗ 

.............. ........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............ ..........................................................................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) = 𝑥ඥ𝑥2 + 1     , 𝐷𝑓 = 𝑅 

 ......................................................................................
........................ ..............................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................... ................................................................ 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥      , 𝐷𝑓 = 𝑅 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................... ..................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥     ,   𝐷𝑓 = 𝑅 

................................................. .....................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................... .......................................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛𝑥    , 𝐷𝑓 =] −
𝜋

2
,
𝜋

2
[ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

𝑓(𝑥) =
 𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥2 + 4
    ,   𝐷𝑓 =] −

𝜋

2
,
𝜋

2
[   

.......... ............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ...................................................................................... 

 مسألة  

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑥

ξ𝑥2 + 1
 

 اثبت انه فردي  -1
:𝑑أثبت أن  -2 𝑦 = 𝑥 − مقارب مائل عند  1

 و ادرس الوضع النسبي  ∞−
:′𝑑أثبت أن  -3 𝑦 = 𝑥 + مقارب مائل عند  1

 و ادرس الوضع النسبي  ∞+
  𝑓ادرس تغيرات  -4
,𝑑ارسم  -5 𝑑′  و ارسم𝑐𝑓  

 الحل 

...................... ................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................... ..................................................................
 ...................................................................................... 

.................................. ....................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................ ......................................................
 ...................................................................................... 

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................ ..........................................
 ...................................................................................... 

.......................................................... ............................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ...................................................................................... 

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ...................................................................................... 

.................................................................................. ....
 ......................................................................................



68 

 

68 

 

 

 

 ......................................................................................
................................................................................ ......

 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 
ولتكن النقطة  𝑐𝑓تابعاً خطه البياني  𝑓ليكن 

𝐼(𝑎, 𝑏)  من المستوي, نقول ان𝐼  مركز تناظر
 اذا حققت الشرطين التاليين: 𝑐𝑓للخط البياني 

1- 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟹ 𝟐𝒂 − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 
2- 𝒇(𝟐𝒂 − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒃 
 ( 1) مثال 

𝑓(𝑥) =
2𝑥2 + 𝑥 + 7

𝑥 + 1
 

 𝐷𝑓عين  -1
مجموعة  أطرافعند  𝑓ادرس نهايات  -2

 تعريفه.
𝑦اثبت ان  -3 = 2𝑥 −  𝑐𝑓مقارب مائل للخط  1
 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات  -4
,𝐼(−1اثبت ان  -5  مركز تناظر. (3−
 𝑐𝑓ارسم  -6

 الحل 

 ......................................................................................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
 ......................................................................................

. .....................................................................................
 ......................................................................................
..................................................................................... . 

 ( 2)مثال 

 المعرف بالشكل: 𝑓ليكن التابع 

𝑓(𝑥) =
𝑥

2
+

1

𝑥
 

 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات  -1
اوجد معادلة المقارب المائل و ادرس الوضع  -2

 النسبي 
 فردي  𝑓أثبت أن  -3
  𝑐𝑓ارسم المقارب المائل وارسم  -4

 الحل 
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 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 ( 3)مثال 

المعرف وفق   𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن 
𝑓(𝑥) =

𝑥2+3

𝑥+1
 

عند أطراف مجموعة  𝑓احسب نهاية   -1
 تعريفه و اكتب ما تجده من مقاربات  

عند  𝐶جد معادلة المقارب المائل للخط   -2
  ∞−و  ∞+

مع  𝐶ادرس الوضع النسبي للخط   -3
 المقارب المائل 

 و نظم جدولًا بها  𝑓ادرس تغيرات   -4
في  𝐶للخط   𝑇اكتب معادلة المماس  -5

 نقطة تقاطعه مع محور التراتيب  
هي مركز   𝐴(−1,2)أثبت أن النقطة   -6

  𝐶تناظر للخط 
 𝑇ارسم ما وجدته من مقاربات و ارسم   -7

  𝐶ثم ارسم  
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المعرف  𝑔استنتج الخط البياني للتابع   -8
 وفق : 

𝑔(𝑥) =
𝑥2 + 3

𝑥 − 1
 

 الحل 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 ( 4مثال )

 المعرف بالشكل: 𝑓ليكن التابع 

𝑓(𝑥) =
2𝑥 − 3

𝑥 + 1
 

 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات  -1
 .𝑐𝑓هي مركز تناظر لـ  𝐴(−1,2)أثبت أن  -2
  𝑐𝑓ارسم المقارب المائل وارسم  -3

 الحل 
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إذا تحقق  𝑇إنه دوري و دوره  𝑓نقول عن التابع 

 أن: 

∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇   ∶ 𝒇(𝒙 + 𝑻) = 𝒇(𝒙) 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

  شهيرة:وابع دورية ت

𝑥 ⟼ 𝑠𝑖𝑛𝑥  2دوري و دوره𝜋  : ذلك أن 

∀𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 2𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 
𝑥 ⟼ 𝑐𝑜𝑠𝑥  2دوري و دوره𝜋  : ذلك أن 

∀𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 2𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 
𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛𝑥  دوري و دوره𝜋  : ذلك أن 

∀𝑥 ∈ 𝑅\ ቄ
𝜋

2
+ 𝜋𝑘ቅ  ∶ 

𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 𝜋) =
𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝜋)

𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝜋)
=

−𝑠𝑖𝑛𝑥

−𝑐𝑜𝑠𝑥
= 𝑡𝑎𝑛𝑥 

 
 

 

  هامة:ملاحظات 

 ......................................................................................
............................................. .........................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ........................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

تابع مثلث   (1) مسألة دراسة 

 وفق: ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = 3 sin2 𝑥 + 4 cos3 𝑥 
𝑓(𝑥و  𝑓(−𝑥)احسب كل من  -1 + 2𝜋) 

وتيقن أنه يكفي دراسة التابع على 
,0]المجال  𝜋]. 

 أثبت أن -2
 𝑓′(𝑥) = 6 cos(𝑥) . sin(𝑥) (1 − 2 cos(𝑥)) 

,0]على  𝑓ادرس تغيرات التابع  -3 𝜋] 
,2𝜋−]على المجال  𝑓ارسم التابع  -4 2𝜋]. 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................

 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

تابع مثلث   (2)   مسألة دراسة 

 وفق: ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓(𝑥) = 4 sin3 𝑥 + 3 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
𝑓(𝑥أثبت أن  -1 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥)  أياً كان𝑥 ∈

ℝ. 
 أثبت أن -2

 𝑓′(𝑥) = 3 sin(𝑥) (2 sin(2𝑥) − 1) 
مجال طوله على  𝑓ادرس تغيرات التابع  -3

2𝜋. 
,2𝜋−]على المجال  𝑓ع ارسم التاب -4 2𝜋]. 

 الحل 
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 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 

 
 

تابع مثلث   (2)   مسألة دراسة 

𝐼التابع المعرف على  𝑓ليكن  = [0,
𝜋

2
 وفق: ]

𝑓(𝑥) = 4𝑥 − tan2 𝑥 
 , ضع𝑓′(𝑥)احسب التابع المشتق  -1

 𝑡 = tan(𝑥) :ثم استنتج أن 

𝑓′(𝑥) = 2(1 − 𝑡)(𝑡2 + 𝑡 + 2) 
 .𝐼على المجال  𝑓استنتج جدولًا بتغيرات التابع  -2
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة  -3 =  𝐼في المجال , 1−

 .𝛼 حلًا وحيداً 

 الحل 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................
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.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
تمر   ( 1ين )ال

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 3
 

ونظم جدولًا بها, ثم ارسم  𝑓ادرس تغيرات التابع 
 الخط البياني للتابع.

 الحل 
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 ......................................................................................
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ين ) تمر  ( 2ال

𝐼التابع المعرف على  𝑓ليكن  = وفق  [0,3]
𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 3. 

 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات التابع  -1
𝑓(𝑥)التي تحقق  𝑥استنتج قيم  -2 = 0. 
 .𝑓([0,3[)عين  -3

 الحل 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

تم ين )ال  ( 3ر

 𝑓ع هو الخط البياني للتاب 𝐶في معلم متجانس, 
,0]المعرف على  𝜋]  وفق𝑓(𝑥) = sin(𝑥). 

𝑦ته هو المستقيم الذي معادل 𝑑و  =
1

2
𝑥. 

1- a ارسم كلًا من .𝐶  و𝑑. 
b يبدو أن للمعادلة .sin(𝑥) =

1

2
𝑥  ًحلًا وحيدا

𝛼  0[في المجال, 𝜋] استفد من الرسم لإيجاد .
 .𝛼مجال صغير ينتمي إليه 

,0]إلى التابع المعرف على  𝑔نرمز بالرمز  -2 𝜋] 
𝑔(𝑥)وفق  = sin(𝑥) −

1

2
𝑥. 

a.  احسب𝑔′(𝑥)  وأثبت أن𝑔′(𝑥)  ينعدم
𝑎عند  =

𝜋

3
. 

b.  نظم جدولًا بتغيرات𝑔. 
sin(𝑥)استنتج مما سبق أن المعادلة  -3 =

1

2
𝑥 

,0[في المجال  𝛼تقبل حلًا وحيداً  𝜋]. 

 الحل 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 

 

 

 

ين ) تمر  ( 4ال

𝐷𝑓المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  =

ℝ\ሼ−1, +1ሽ :وفق 
𝑓(𝑥) = ȁ𝑥 + 1ȁ +

𝑥

𝑥2 − 1
 

1- a اكتب .𝑓(𝑥) .بصيغة لا تحوي قيمة مطلقة 
b ادرس نهاية .𝑓  عند حدود مجالات𝐷𝑓 ثم .

وادرس إشارته على كل من  𝑓′(𝑥)أوجد 
 .𝐷𝑓مجالات 

 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات  -2
3- a تحقق من أن المستقيمين اللذين .

𝑦معادلتاهما  = 𝑥 + 𝑦و  1 = −𝑥 − هما,  1
عند  𝐶بالترتيب , مقاربان مائلان للخط البياني 

بالنسبة إلى هذين  𝐶. ادرس وضع ∞−و  ∞+
 المقاربين.
b أوجد معادلة للمماس .𝑇  للخط

منه علماً أن  𝐴في النقطة  𝐶البياني 
 تساوي الصفر. 𝐴فاصلة 

c ارسم .𝑇  ومقاربي𝐶  ثم ارسم𝐶. 
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة  -4 = في  𝛼حلًا وحيداً  0

[المجال  −  1−10وأوجد مجالًا طوله  ]1,1
 .𝛼تنتمي إليه 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
...................................................................................... 
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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...................................................................................... 
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

...................................................................................... 
 ......................................................................................

.............. ........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............ .......................................................................... 

 
 

لو طُلب معرفة المستقر الفعلي فإنه من جدول  
التغيرات يمكن أن نقول إن المستقر الفعلي  

على شكل مجال بدايته   𝑓(𝑥)يؤخذ من حقل  
أكبر قيمة   ونهايتهأصغر قيمة في هذا الحقل  

 من هذا الحقل 

 𝑥الأطراف إذا كانت تقابل أعداداً في حقل   وهذه
 فنأخذها مجالات مغلقة   𝐷𝑓من

فنضع  𝐷𝑓أما إذا كانت تقابل قيماً لا تنتمي إلى  
 الأقواس مفتوحة 

 

 

 

 



79 

 

79 

 

 

 

 
 

يأتي: ا  يحة في كل مما  تر الإجابة الصح  لسؤال الأول: اخ

𝑓(𝑥) الخط البياني للتابع 𝐶𝑓ليكن  =
𝑥2+3

𝑥+1
 : 

 هي: 𝑓إن مجموعة تعريف   -1

a ℝ\ሼ−1ሽ b ℝ c ℝ∗ d غير ذلك 
 هي: ∞+عند  𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -2

a −∞ b 1 c +∞ d 2 
 هي: ∞−عند  𝑓(𝑥)إن نهاية التابع   -3

a −∞ b 1 c +∞ d 2 
 :+(1−)عند  𝑓(𝑥)إن نهاية   -4

a −∞ b 1 c +∞ d 2 
 :−(1−)عند  𝑓(𝑥)إن نهاية   -5

a −∞ b 1 c +∞ d 2 
 :بالشكل 𝑓يمكن كتابة التابع  -6

a 𝑥 − 1 +
4

𝑥 − 1
 b 𝑥 − 1 +

4

𝑥 + 1
 c 𝑥 + 1 +

4

𝑥 + 1
 d غير ذلك 

 هي: 𝐶𝑓للخط   Δإن معادلة المقارب المائل   -7

a 𝑦 = 𝑥 − 1 b 𝑦 = 𝑥 + 1 c 𝑦 = 3𝑥 d 𝑦 = 3𝑥 − 1 
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 على المجال:  Δفوق   𝐶𝑓يكون  -8

a ℝ b ] − ∞, −1[ c ] − 1, +∞[ d ]1, +∞[ 
 يساوي:  𝑓′(𝑥)إن  -9

 هو:   𝑓إن جدول تغيرات التابع   -10

f(−2إن  -11 − x)  :تساوي 

a 𝑥2 + 4𝑥 − 7

𝑥 + 1
 b 𝑥2 + 4𝑥 − 7

−𝑥 − 1
 c 𝑥2 + 4𝑥 + 7

−𝑥 − 1
 d غير ذلك 

 يمثل المركز التناظر للخط البياني للتابع: الآتيةأي من النقاط  -12

a 𝐼(1, −2) b 𝐼(−1,2) c 𝐼(1,2) d 𝐼(−1, −2) 
𝑎إن معادلة المماس في النقطة التي فاصلتها   -13 =  هي: 0

a 𝑦 = 3𝑥 + 3 b 𝑦 = −3𝑥 − 3 c 𝑦 = −3𝑥 + 3 d 𝑦 = 3𝑥 − 3 
 هو:  𝐶𝑓إن الخط البياني الذي يمثل التابع   -14

𝑓(𝑥)الخط البياني للتابع   𝐶𝑓ليكن  = 𝑥 +
𝑥

ξ𝑥2+1
 :ℝالمعرف على  

 متناظر بالنسبة:  𝐶𝑓إن  -15

a المبدأ b  التراتيبمحور c محور الفواصل d غير ذلك 
 :∞+عند  𝑓(𝑥)إن نهاية   -16

a −∞ b 1 c +∞ d 2 
 :∞−عند  𝑓(𝑥)إن نهاية   -17

a −∞ b 1 c +∞ d 2 

a −𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2  b 𝑥2 + 2𝑥 + 3

(𝑥 + 1)2  c 𝑥2 − 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2  d 𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2  

a 
 

b 
 

c 
 

a 

 

b 

 

c 
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f(x)  إن نهاية -18 − x  تساوي:  ∞+عند 

A −∞ b 1 c +∞ d 2 
 هي:  ∞+إن معادلة المقارب المائل عند   -19

a 𝑦 = −𝑥 + 1 b 𝑦 = 𝑥 − 1 c 𝑦 = 𝑥 + 1 d 𝑦 = 3𝑥 − 3 
𝑓(𝑥)إن نهاية   -20

𝑥
 هي: ∞−عند  

a 1 b −1 c +∞ d 2 
𝑓(𝑥)إن نهاية   -21 − 𝑥  هي: ∞−عند 

a 2 b 0 c 1 d −1 
 هي: ∞−إن معادلة المقارب المائل للخط البياني للتابع عند  -22

a 𝑦 = −𝑥 + 1 b 𝑦 = 𝑥 + 1 c 𝑦 = 𝑥 − 1 d 𝑦 = 3𝑥 − 3 
𝑓(𝑥)ليكن لدينا التابع   =

𝑥2+𝑥+1

𝑥
 : 

 هو: 𝑓إن مشتق التابع   -23

a 𝑥2 − 1

−𝑥2  b 𝑥2 − 1

𝑥2  c 𝑥2 + 1

𝑥2  d 𝑥2

𝑥2 − 1 
𝑔(𝑥)يكون مشتق التابع المعرف وفق   السابق، بناء على نتيجة الطلب  -24 =

𝑥+ξ𝑥+1

ξ𝑥
 هو: 

a 𝑥 − 1

𝑥
 b 𝑥 − 1

𝑥
൫ξ𝑥൯ c 𝑥 − 1

𝑥
(

1

2ξ𝑥
) d √

𝑥2 − 1

𝑥2
 

𝑓(𝑥)ليكن التابع  = {
𝑥2−1

1−𝑥
 ; 𝑥 ≠ 1

𝑚 ; 𝑥 = 1
: 

 مستمراً عند الواحد هي: 𝑓التي تجعل   𝑚إن قيمة   -25

a −2 b −1 c 1 d 2 
 هو: ℝ\ሼ1ሽعلى   𝑓إن مشتق التابع   -26

a 𝑥2 + 2𝑥 − 1

(1 − 𝑥)2  b −𝑥2 + 2𝑥 + 1

(1 − 𝑥)2  c −𝑥2 + 2𝑥 − 1

(1 − 𝑥)2  d −𝑥2 + 2𝑥 − 1

(1 + 𝑥)2  
 هي: 0.02إن القيمة التقريبية للعدد   -27

a 2.02 b 0.02 c 1.02 d −1.02 
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C 14 A 1 

D 15 C 2 

C 16 A 3 

A 17 C 4 

B 18 A 5 

C 19 B 6 

A 20 A 7 

D 21 C 8 

C 22 D 9 

B 23 C 10 

C 24 B 11 

A 25 D 12 

C 26 C 13 

D 27 

 

 

 

 



 

  

  السادس  الدرس 6

 تعيين الثوابت

 استثمر

 في عقلك، 

 فهو أفضل 

 استثمار 

 .ستقوم به 
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 الحالة الاولى: صيغ متكافئة:  ◼
نعطى صيغتين إحداهما معلومة و الأخرى 

 تعيينها تشتمل على ثوابت يُطلب 

نصلح إحدى الصيغ ) بنشرٍ أو قسمة اقليدية أو 
 توحيد مقامات ( و نطابق الصيغتين

 (1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 3𝑥 + 4

𝑥 + 1
 

,𝑎عين  𝑏 إذا علمت𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
. 

 الحل  

 ......................................................................................
.................................................. ....................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................. .........................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.......................................... ............................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
......................................................................................  

 

 

 

  (2) مثال

𝑓ሺ𝑥ሻبفرض  =
𝑥

ሺ𝑥−1ሻሺ𝑥−2ሻ
  

,𝑎أوجد عددين حقيقين  𝑏  : يحققان أن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎

𝑥 − 1
+

𝑏

𝑥 − 2
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................ ..............................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
..................................................... .................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ................................................... ...................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................ ......................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................. ........................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................... ...........................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
........................................ ..............................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ...................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................. ..................................................... 

 ( 3)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  =
𝑥2

ሺ𝑥−1ሻ2  جد عددين حقيقين ,𝑎, 𝑏 
 يحققان أن : 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎 +
𝑏

𝑥 − 1
+

𝑐

ሺ𝑥 − 1ሻ2
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................. ....................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
............... .......................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............. .........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........ ..............................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
..... .................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................... ...

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................

 ......................................................................................
...................................................................... ................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... ....................... 

 ( 4مثال )

𝑓ሺ𝑥ሻليكن   =
3𝑥2+6𝑥

𝑥2−𝑥−2
,𝑎. جد عددين   𝑏, 𝑐  

 تحقق أن: 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎 +
𝑏

𝑥 + 1
+

𝑐

𝑥 − 2
 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................

 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

الحالة الثانية: معطيات عددها يساوي  ◼
  :عدد المجاهيل

,𝐴ሺ𝑥0الخط البياني يمر من النقطة   (1 𝑦0ሻ  أو
,𝐴ሺ𝑥0النقطة   𝑦0ሻ  تنتمي لـ𝐶𝑓  

 ( 1مثال )

إذا علمت أن الخط البياني  𝑚عين قيمة الثابت  
𝑓ሺ𝑥ሻللتابع  = √𝑥2 + 𝑚 − 1 

   𝐴ሺ1,1ሻيمر من النقطة  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 
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 ( 2مثال )

,𝐴ሺ𝑚لتنتمي النقطة   𝑚عين قيمة الثابت   6ሻ  
𝑓ሺ𝑥ሻلمنحني التابع  = 2√𝑥 − 3 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 
 
 
 
 

𝑥المستقيم  (2 = 𝑥0   مقارب شاقولي 

حتى يكون المستقيم المذكور مقارباً 
limشاقولياً يجب أن تكون النهاية 

𝑥→𝑥0

𝑓ሺ𝑥ሻ =

هي التي  𝑥0و بالتالي غالباً يجب أن تكون   ∞
 تعدم المقام .  

 ( 1مثال )

𝑥ليكون المستقيم   𝑑عين قيمة الثابت   = 2 
المعرف   𝑓مقارباً شاقولياً للخط البياني للتابع 

 وفق : 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 2𝑥 − 1 +
3

2𝑥 − 𝑑
 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
....... ...............................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ( 2)مثال 

 التابع المعرف وفق :  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥 + 𝑎

𝑥 + 𝑏
 

,𝑎عين قيمة الثابتين  𝑏   إذا علمت أن منحني التابع
𝑥يقبل المقارب   = مقارب شاقولي و يمر من   1

  𝐴ሺ2,3ሻالنقطة  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................................... .................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

𝑦المستقيم  (3 = 𝑏  مقارب أفقي للخط𝐶𝑓  
limيجب أن يكون 

𝑥→+∞
𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑏 

 ( 1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  =
2𝑥2+3

𝑏𝑥2+𝑥+1
إذا  𝑏عين قيمة الثابت   

𝑦علمت أن  =
1

2
  𝐶𝑓مقارب أفي للخط  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ( 2)مثال 

 التابع المعرف وفق :  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 4
 

,𝑎جد الأعداد الحقيقية  𝑏, 𝑐  لتتحقق الشروط
 الآتية : 

𝑥المستقيم  • =  𝑐𝑓مقارب شاقولي للخط   2−
𝑦المستقيم  • =  𝑐𝑓مقارب أفقي للخط  2
𝐴النقطة   • (0 ,

1

2
  𝑐𝑓تنتمي للمنحني  (

 الحل 

 ......................................................................................
..... .................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

... ...................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.............................................................................. ........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ...................................................................................... 

 𝑥0يقبل قيمة حدية عند   𝑓التابع   (4

و هذا يعني أن المشتق ينعدم عند هذه 
 (  𝑥0اشتقاقي عند  𝑓النقطة ) 

 نشتق   •
𝑓′ሺ𝑥0ሻنصطنع المعادلة  • = 0  
 نحل المعادلة لإيجاد الثابت المطلوب   •

 ( 1مثال )

 التابع المعرف وفق :  𝑓ليكن 
𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 − 3 

يقبل  𝑓إذا علمت أن التابع  𝑎جد قيمة الثابت  
𝑥قيمة حدية عند  = 1  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2)مثال 

 :التابع المعرف وفق  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥2 + 𝑥 + 𝑎

𝑥 + 1
 

يقبل قيمة   𝑓إذا علمت ان  𝑎جد قيمة الثابت  
𝑥حدية عند  = −3 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................... .................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.................. ....................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................ ......................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............. .........................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........... ...........................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
........ ..............................................................................

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

  𝑥0لمنا أن القيمة الحدية عند إذا ع  (5
  𝑦0هي 

 فهنا لدينا معلومتين : 

𝑓′ሺ𝑥0ሻأي  𝑥0المشتق ينعدم عند  • = 0 
,𝐴ሺ𝑥0التابع يمر من النقطة   • 𝑦0ሻ  : أي 

𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0 
 و بالحل المشترك نوجد الثابتين المطلوبين  

 ( 1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  =
𝑥2+𝑏𝑥+𝑎

𝑥+1
,𝑎عين قيمة الثابتين    𝑏  إذا

𝑥يقبل قيمة حدية عند  𝑓علمت أن التابع  = 0 
 3مساوية لـ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

في   𝐶𝑓ميل المماس للخط   𝑚إذا علمنا أن  (6
  𝑥0نقطة منه  فاصلتها 

ل المماس في النقطة التي فاصلتها إن مي •
𝑥0   هو العدد المشتق عند هذه النقطة

 لذلك نتبع الخطوات الآتية :  
 نشتق   -1
𝑓′ሺ𝑥0ሻنصطنع المعادلة  -2 = 𝑚  
 نحل المعادلة .  -3

 
 ( 1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  = 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 

,𝑎عينن قيمة الثابتين  𝑏   إذا علمت أن منحني التابع
  𝐴ሺ1,3ሻيقبل مماساً أفقياً في النقطة 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............... .......................................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
............ ..........................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......... ............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....... ...............................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

..... .................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.. ....................................................................................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................... ...
 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................ ......

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................................................................. ........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................... ...........
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

......................................................................... .............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................................................... ................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 ( 2)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  = 𝑥2 + 𝑎𝑥 +   𝑎.عين قيمة الثابت   3
يقبل مماساً  𝐶𝑓إذا علمت أن الخط البياني للتابع  

 منه.   1في النقطة التي فاصلتها  4ميله 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................

 ......................................................................................
....................................................................... ...............

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

)هااااامة( إذا علمنا معادلة المماس كاملةً  (7
ሺ𝑇: 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑝ሻ   . 

هنا يجب الانتباه إلى أنه سيعطينا الفاصلة 
يمكننا معرفة تراتيب نقطة و لكن فقط 

التماس بتعويض الفاصلة في معادلة 
 المماس :

𝑦0 = 𝑚𝑥0 + 𝑝 
 ......................................................................................

........................................ ..............................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

...................................... ................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................... ...................................................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................ ......................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.............................. ........................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................... ...........................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
......................... ............................................................. 

,𝐴ሺ𝑥0و من ثم أصبح لدينا نقطة التماس  𝑦0ሻ 

من جهة أخرى الميل معلوم وضوحاً إذ أن ميل 
 في معادلته   𝑥أمثال  𝑚المماس هو 

 فهنا نصطنع معادلتين : 

{
𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0

𝑓′ሺ𝑥0ሻ = 𝑚
 

 ( 1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥2 + 1
 

,𝑎عين  𝑏  لتكون𝑦 = 4𝑥 +  معادلة المماس 3

 .0في النقطة التي فاصلتها 𝐶𝑓للخط  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ......................................................................................

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................

 ......................................................................................
.................................................................... ..................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................
 ......................................................................................

 ......................................................................................
....................................................... ...............................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

..................................................... .................................
 ...................................................................................... 
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إيجاد فاصلة النقطة التي يكون المماس  (8
 عندها مارٌ من المبدأ 

 فكرة:  

يجب التفريق بين المماس عند نقطة و  
 المار من نقطة   المماس

)أو  𝐴فعندما نقول المماس عند النقطة 
( فهنا نقصد أن فاصلة النقطة  𝐴في النقطة  

 هي فاصلة التماس 

أما عندما يكون المماس مارٌ من النقطة 
𝐴  فهنا ليس بالضرورة أن تكون هي نقطة

 التماس 

 𝑎فهنا نفرض نقطة التماس مجهولة  -1
 𝑎نوجد معادلة المماس بدلالة  -2

𝑦 = 𝑓′ሺ𝑎ሻሺ𝑥 − 𝑎ሻ + 𝑓ሺ𝑎ሻ 
 في المعادلة  𝐴نعوض إحداثيات النقطة  -3

𝑦𝐴 = 𝑓′ሺ𝑎ሻሺ𝑥𝐴 − 𝑎ሻ + 𝑓ሺ𝑎ሻ 
  𝑎ثم نعزل 

 ( 1)مثال 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  = 𝑥2 − 2𝑥 + 1  

 نقطة منه المماس عندها يمر من المبدأ   𝑀و 

   𝑀و فاصلتها موجبة تماماً . جد إحداثيات  

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................

 ......................................................................................
................................................................................. .....

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................ ..........
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............
 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................. .........................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................

 



 

 

 

  

  بعالسا  الدرس 7

 تتمات في الاشتقاق

 خطط 

 لوقتك،

ورتب مهامك،  

 وستجد

 أنك أنجزت  

 .الكثير
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  ′𝑓و مشتقه  𝐼تابع اشتقاقي على  𝑓ليكن 

نعرف المشتق  𝐼اشتقاقي على  ′𝑓عندئذٍ إذا كان 
 وفق :  𝑓من المرتبة الثانية للتابع 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ = ൫𝑓′ሺ𝑥ሻ൯
′ 

 𝑛نا نعرف المشتق من المرتبة و هكذا فإن
 بالشكل : 

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ൫𝑓ሺ𝑛−1ሻሺ𝑥ሻ൯
′
 

لا يمثل قوة وإنما عدد مرات  𝑓ሺ𝑛ሻلرمز حيث  أن ا
 𝑛الاشتقاق هو 

ين ) تمر  ( 1ال

 وفق :  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + ඥ1 + 𝑥2 
ξ1تحقق أن  -1 + 𝑥2𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ 
 استنتج أن :  -2

ሺ1 + 𝑥2ሻ𝑓′′ሺ𝑥ሻ + 𝑥𝑓′ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 
 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................. ....................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 2ال

,0[التابع المعرف على  𝑓ليكن   وفق :  ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
 

,𝑓′ሺ𝑥ሻاحسب  -1 𝑓′′ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ3ሻሺ𝑥ሻ  
 أثبت أنّ:  -2

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ =
ሺ−1ሻ𝑛𝑛!

𝑥𝑛+1
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 الحل 

............................................................................... .......
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. .........
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
.......................................................................... ............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

........................................................................ .............. 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

ين ) تمر  ( 3ال

,1[التابع المعرف على  𝑓ليكن   وفق :  ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

1 − 𝑥
 

,𝑓′ሺ𝑥ሻاحسب  -1 𝑓′′ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ3ሻሺ𝑥ሻ  
 𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻاستنتج صيغة  -2

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 
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 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
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 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

.................................................... ..................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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.................................................. ....................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 4ال

,0[التابع المعرف على  𝑓ليكن   وفق :  ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥2 − 1
 

 اللذان يحققان: 𝑏و  𝑎جد العددين  -1

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎

𝑥 − 1
+

𝑏

𝑥 + 1
 

 𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻاستنتج صيغة  -2
 الحل 

 ......................................................................................
......................................................................... .............

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ............... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................... ..................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................. .....................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................... .......................
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................ ..........................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................... ............................ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................... ...............................
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

 

 
ين ) تمر  ( 5ال

 وفق :  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑠𝑖𝑛ሺ3𝑥ሻ 
,𝑓′ሺ𝑥ሻاحسب  -1 𝑓′′ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ3ሻሺ𝑥ሻ  
ثم  𝑛خمّن صيغة المشتق من المرتبة  -2

اثبت صحة تخمينك مستعملًا الإثبات 
 بالتدريج 

 الحل 

... ...................................................................................
 ......................................................................................
 ......................................................................................

. .....................................................................................
 ...................................................................................... 
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.................................................................................... ..
 ......................................................................................
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................... .......

 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................. ......... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  ( 6ال

 وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن 

 :𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 : و المطلوب 

,𝑓′ሺ𝑥ሻاحسب  -1 𝑓′′ሺ𝑥ሻ, 𝑓′′′ሺ𝑥ሻ  
أثبت مستخدماً البرهان بالتدريج أنه  -2

𝑛مهما تكن  ≥  يكون :  1

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = 𝑥𝑐𝑜𝑠 ቀ𝑥 +
𝑛𝜋

2
ቁ

+ 𝑛𝑐𝑜𝑠 ቆ𝑥 +
ሺ𝑛 − 1ሻ𝜋

2
ቇ 

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
............................................................................ ..........

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.......................................................................... ............ 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

....................................................................... ...............
 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

ين ) تمر  (  7ال

 التابع المعرف وفق :  𝑓ليكن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

𝑥2 − 1
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,𝑎جد عددين حقيقين  -1 𝑏  :ّيحققان أن 
𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑎

𝑥 − 1
+

𝑏

𝑥 + 1
 

  𝑓للتابع  𝑛جد المشتق من المرتبة  -2

 الحل 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 ......................................................................................
 ......................................................................................
.................................................................................... ..

 ......................................................................................
 ...................................................................................... 

................................................................................. .....
 ......................................................................................
 ......................................................................................

............................................................................... .......
 ...................................................................................... 

 

 𝐼على مجالٍ   ومطرداً تابعاً مستمراً  𝑓ليكن 
𝑓ሺ𝐼ሻ ولنضع = 𝐽 يكون: وعليه  

يدة   𝑰من   𝒙كل   -1  𝑱في   𝒇ሺ𝒙ሻلها صورة وح
يد   𝑱من   𝒚كل   -2  𝑰في   𝒙لها سلف وح

تقابل   𝑓نقول إن   الشرطين هذينتحقق  وعند
 . يوجد له تابع عكسي وعندئذٍ  𝐽إلى  𝐼من 

وإن إثبات الشروط السابقة يكافئ البرهان على  
 أن ّ: 

تابع   -1 تمر على   𝒇ال   𝑰مس
تابع   -2  𝑰مطرد على   𝒇ال

   معاً:لنرسم 

 

 

 

 

 

سي:  ◼ تابع عك ية إيجاد  يف  ك
𝑦نضع  -1 = 𝑓ሺ𝑥ሻ  
فنحصل على علاقة من   𝑦بدلالة  𝑥نعزل  -2

𝑥الشكل   = 𝑔ሺ𝑦ሻ  
للحفاظ على الشكل المألوف نستبدل الرموز   -3

فنحصل على التابع   𝑥بـ  𝑦 وكل 𝑦بـ   𝑥كل 
  العكسي:

𝑓−1: 𝐽 → 𝐼 

𝑓−1ሺ𝑥ሻ = 𝑔ሺ𝑥ሻ 
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التابع العكسي أو التقابل   𝑓−1ندعو عندئذٍ التابع  
 𝐼على   𝑓العكسي للتابع  

تقابل   •   وتقابلهأهم العلاقات بين ال
سي:    العك

1- 𝑓൫𝑓−1ሺ𝑥ሻ൯ = 𝑥  و𝑓−1൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ = 𝑥 
البياني للتابع  والخط 𝑓الخط البياني للتابع  -2

𝑓−1   متناظران بالنسبة لمنصف الربع الأول
:𝑑  والثالث 𝑦 = 𝑥  

 خلاصة القول:  

تقابلًا وتقابله   𝒈و   𝒇لإثبات أن    • يمثلان 
سي:    العك

  𝐼نثبت أن كل منهما مستمر على  -1
  𝐼نثبت أن كل منهما مطرد على  -2
 نحسب التركيبين:   -3

𝑓൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯  & 𝑔൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 
  𝑥فيجب أن يكون الناتج  

 ( 1)مثال 

 تابعان معرفان على  𝑔و   𝑓ليكن 
 𝐼 = [0,  وفق:  ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥2    ,   𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑥2     
يمثلان تابعاً وتابعه العكسي ثم   𝑔و  𝑓أثبت أن  

 ارسم الخط البياني لكل منهما في شكل واحد. 

 الحل 

 𝐼تابعاً مستمران على   𝑔و  𝑓نلاحظ أن كلًا من  
 وأن 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑥 > 0  ∶ 𝑥 ∈ 𝐼     

𝑔′ሺ𝑥ሻ =
1

2ξ𝑥
> 0   ∶ 𝑥 ∈ 𝐼  

  𝐼فهما متزايدان على    

 

 كما أن:  

𝑓൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ = ൫ξ𝑥൯
2

= 𝑥 

𝑔൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ = ඥ𝑥2 = |𝑥| = 𝑥 ∶ 𝑥 ≥ 0 

 يمثلان تقابلًا وتقابله العكسي  𝑔و  𝑓إذن 

 الرسم: 

 

 

 

سي(    • تقابل العك سي )ال تابع العك لإيجاد ال
تابع    :   𝑰على مجال  𝒇ل

  𝐼مستمر على  𝑓نثبت أن   -1
  𝐼مطرد على  𝑓نثبت أن   -2
𝐷𝑔نحدد مجموعة تعريف التابع العكسي  -3 =

𝑓ሺ𝐼ሻ  
𝑦نضع  -4 = 𝑓ሺ𝑥ሻ   ثم نعزل𝑥  بدلالة𝑦   فنصل

𝑥لعلاقة من الشكل   = 𝑔ሺ𝑦ሻ  
فنحصل على  𝑥بـ   𝑦وكل  𝑦بـ  𝑥نبدل كل   -5

 التابع العكسي المنشود:  
𝐷𝑔المعرف على   = 𝑓ሺ𝐼ሻ   وفق𝑔ሺ𝑥ሻ 

 ( 2)مثال 

,1[التابع المعرف على المجال   𝑓ليكن  +∞[ 
𝑓ሺ𝑥ሻوفق  =

2𝑥+1

𝑥−1
  

 ونظم جدولًا بها  𝑓ادرس تغيرات   -1
 ثم جد تقابله العكسي   𝐼تقابل على   𝑓أثبت أن   -2
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 الحل 

 : 1الطلب 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 2   , lim
𝑥→1+

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑓   اشتقاقي على𝐼  :و 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−3

ሺ𝑥 − 1ሻ2
< 0 

1                                        + ∞ 𝑥 
− − − − − − − − 𝑓′ሺ𝑥ሻ 

+∞                ↘                   2 𝑓ሺ𝑥ሻ 
 :  2الطلب 

فهو مستمر   𝑅\{1}تابع كسري مستمر على  
𝐼على  =]1, +∞[  

 𝐼ومن الجدول نلاحظ أنه متناقص على  
  𝐼تقابل على  𝑓إذاً 

 :  𝑔لنوجد تقابله العكسي  

1- 𝐷𝑔 = 𝑓ሺ𝐼ሻ =]2, +∞[   
𝑦نضع  -2 =

2𝑥+1

𝑥−1
  

𝑦ሺ𝑥 − 1ሻ = 2𝑥 + 1 
𝑦𝑥 − 𝑦 = 2𝑥 + 1 

𝑦𝑥 − 2𝑥 = 𝑦 + 1 

𝑥ሺ𝑦 − 2ሻ = 𝑦 + 1 

𝑥 =
𝑦 + 1

𝑦 − 2
 

 فنجد:   𝑥بـ   𝑦وكل  𝑦بـ  𝑥نبدل كل   -3
𝑦 =

𝑥 + 1

𝑥 − 2
= 𝑔ሺ𝑥ሻ 

 𝑔هو التابع   𝐼على  𝑓فالتقابل العكسي للتابع  
,2[المعرف على   𝑔ሺ𝑥ሻوفق  ]∞+ =

𝑥+1

𝑥−2
  

 للتحقق: 

…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
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…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
…………………………………………………………………
………………………………………………………………… 

 
 

 

 

 نقول عن التابع :  

𝑔: 𝐷𝑔 → 𝑅 

 إنه مقصور للتابع :  

𝑓: 𝐷𝑓 → 𝑅 

 إذا تحقق شرطان : 

𝐷𝑔 ⊆ 𝐷𝑓 
𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑔ሺ𝑥ሻ  ; ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑔 

هو الجزء من  𝑔يكون منحني التابع   و عليه
  𝐷𝑔على المجموعة  𝑓منحني التابع  

 مثال 

 ......................................................................................
 ......................................................................................

......... .............................................................................
 ......................................................................................

...................................................................................... 
...... ................................................................................

 ......................................................................................
 ......................................................................................

.... ..................................................................................
...................................................................................... 
 ......................................................................................

. .....................................................................................
 ......................................................................................
..................................................................................... .
...................................................................................... 
 ......................................................................................

.................................................................................. ....
 ......................................................................................
 ......................................................................................
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 الملف الأخير 8

 مسائل الوحدة

 في هذا

لديناسيكون   

سمين منق  

 أسئلة الوحدة

 النهايات

 والاشتقاق
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 من مسائل النهايات 

 السؤال الخامس 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن  = 2𝑥3 − 3𝑥2 − خطه  𝐶وليكن  1
 البياني المبين في الشكل المرافق. 

 .∞+وعند   ∞−عند  𝑓ادرس نهاية   -1
 .𝑓وادرس اشارته , ثم نظم جدولًا بتغيرات   𝑓′(𝑥)احسب   -2
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة   -3 = تقبل جذراً واحداً فقط. وإذا رمزنا إلى هذا  0

 .]1.6,1.7[ينتمي للمجال   𝛼, أثبت أن  𝛼الجذر بالرمز  
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............................................................................................................................. ...............................................................
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...................................................................................................................................................................... ......................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................... ................. 
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 السؤال الرابع والعشرون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن  = 𝑥3 + 𝑥 + ثم أثبت وجود عدد حقيقي  𝑓(0)و   𝑓(−1). احسب  1
[من المجال   𝑐وحيد  − 𝑓(𝑐)يحقق   ]1,0 = 0. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

 السؤال الخامس والعشرون

𝑓(𝑥)وفق  ℝ\{−1}التابع المعرف على  𝑓ليكن  =
𝑥3

𝑥+1
. 

−]متزايد تماماً على المجال  𝑓أثبت أن   -1
3

2
, −1[. 

−]ال  على المج  𝑓نظم جدولًا بتغيرات   -2
3

2
, −1[. 

𝑓أوجد  -3 ([−
3

2
, 𝑓(𝑥)وأثبت أن للمعادلة  (]1− = −]حلًا وحيداً في المجال  10

3

2
, −1[. 
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........................................................................................................................................................... ................................. 
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 السؤال السادس والعشرون

𝐼التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 𝑓(𝑥)وفق  [0,3] = 𝑥2 − 2𝑥 − 3. 

 ونظم جدولًا بها.  𝑓ادرس تغيرات التابع   -1
𝑓(𝑥)التي تحقق  𝑥استنتج قيم   -2 = 0. 
 .𝑓([0,3[)عين  -3

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

 السؤال السابع والعشرون 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن  = 1 −
1

𝑥2+1
 .𝑓(ℝ) وعين ℝمستمر على   𝑓. أثبت أن  
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.................................................................................................................................. .......................................................... 
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 السؤال الثاني والثلاثون 

,0]المعرف على  𝑓هو الخط البياني للتابع  𝐶في معلم متجانس,   𝜋]  وفق𝑓(𝑥) = sin(𝑥). 

𝑦هو المستقيم الذي معادلته  𝑑و  =
1

2
𝑥. 

1- a  ارسم كلًا من .𝐶   و𝑑. 
b يبدو أن للمعادلة .sin(𝑥) =

1

2
𝑥  ًحلًا وحيدا𝛼  0[في المجال, 𝜋]  استفد من الرسم لإيجاد مجال .

 .𝛼صغير ينتمي إليه 
,0]إلى التابع المعرف على  𝑔نرمز بالرمز   -2 𝜋] ق وف𝑔(𝑥) = sin(𝑥) −

1

2
𝑥. 

a.   احسب𝑔′(𝑥)  وأثبت أن𝑔′(𝑥)  ينعدم عند𝑎 =
𝜋

3
. 

b.   نظم جدولًا بتغيرات𝑔. 
sin(𝑥)استنتج مما سبق أن المعادلة  -3 =

1

2
𝑥   ًتقبل حلًا وحيدا𝛼  0[في المجال, 𝜋]. 
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............................................................................................................................... ............................................................. 
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............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

 السؤال الثالث والثلاثون 

𝐼تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجال  𝑓ليكن  = 𝑓(𝑥)ويحقق  [0,1] ∈ 𝐼 أياً يكن ,𝑥   من𝐼 . 

ℎ(𝑥)وفق  𝐼إلى التابع المعرف على  𝑘نرمز بالرمز   = 𝑓(𝑥) − 𝑥 بتطبيق مبرهنة القيمة الوسطى على التابع .
𝑘  أثبت وجود عدد حقيقي ,𝑎  من𝐼  يحقق𝑓(𝑎) = 𝑎. 
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 السؤال الرابع والثلاثون 

 وفق: ℝالمعرف على  𝑓𝑚الخط البياني للتابع  𝐶𝑚اً, وليكن  عدداً حقيقي 𝑚ليكن 

𝑓𝑚(𝑥) = 𝑥3 + 𝑚𝑥2 − 8𝑥 − 𝑚 
1- a أثبت أن الخطين البيانيين .𝐶0  و𝐶1  يتقاطعان في نقطتين𝐴  و𝐵.أوجد إحداثيات هاتين النقطتين . 

b  استنتج أن جميع الخطوط البياني .𝐶𝑚   تمر بالنقطتين𝐴   و𝐵. 
 .∞−و   ∞+عند  𝑓𝑚اوجد نهاية التابع   -2
𝑓𝑚(𝑥)استنتج مما سبق أن للمعادلة  -3 =  .𝑚, أيا يكن العدد ℝثلاثة حلول متمايزة في   0
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...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
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 السؤال الخامس والثلاثون

𝐼تابعاً مستمراً واشتقاقياً على المجال  𝑓ليكن  =  ويحقق الشرطين: [0,1]

 .𝐼من  𝑓(𝑥)كان  𝐼من  𝑥أياً كان   •
𝑓′(𝑥)كان  ]0,1[من  𝑥أياً كان   • < 1. 

𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة   = 𝑥 حلًا وحيداً في  𝐼. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................
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 السؤال السادس والثلاثون

𝑓(𝑥)وفق  ℝف على التابع المعر  𝑓ليكن  = √1 + 𝑥2 وليكن .𝐶   خطه البياني في معلم متجانس(𝑂; 𝑖, 𝑗). 
 محور تناظر. 𝐶أثبت أن للخط  -1
 .∞−و  ∞+أدرس نهاية التابع عند  -2
𝑓(𝑥)أثبت أن   -3 − 𝑥 =

1

𝑥+√1+𝑥2
. عين ∞+في جوار  𝑑يقبل مقارباً مائلًا   𝐶. استنتج أن ℝمن  𝑥, أياً يكن  

 .𝑑ومقاربه  𝐶الوضع النسبي للخط  
𝑔(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑔الخط البياني للتابع  ′𝐶ليكن  -4 = −𝑓(𝑥)  وليكن ,𝐻 = 𝐶 ∪ 𝐶′ أثبت أن .

𝑦2هي  𝐻معادلة  − 𝑥2 = 1. 
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;𝑂)نعتمد معلماً جديداً   -5 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗)   حيث𝑢⃗⃗ =
√2

2
(𝑖 + 𝑗)  و𝑣⃗ =

√2

2
(−𝑖 + 𝑗) لتكن .𝑀   نقطة إحداثيتاها

(𝑥, 𝑦)  في المعلم(𝑂; 𝑖, 𝑗)  وإحداثيتاها(𝑋, 𝑌) م  في المعل(𝑂; 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗) أوجد .𝑥  و𝑦  بدلالة𝑋  و𝑌  .
;𝑂)في المعلم   𝐻ارسم الخط  𝑢⃗⃗, 𝑣⃗). 

...................................................................................................................................................................................... ......
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 السؤال السابع والثلاثون 

𝐷𝑓المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  = ℝ\{−1,  وفق:  {1+
𝑓(𝑥) = |𝑥 + 1| +

𝑥

𝑥2 − 1
 

1- a .  اكتب𝑓(𝑥)  .بصيغة لا تحوي قيمة مطلقة 
b .  ادرس نهاية𝑓  عند حدود مجالات𝐷𝑓 ثم أوجد .𝑓′(𝑥)   وادرس إشارته على كل من مجالات

𝐷𝑓. 
 ونظم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات   -2
3- a . تحقق من أن المستقيمين اللذين معادلتاهما𝑦 = 𝑥 + 𝑦و  1 = −𝑥 − هما, بالترتيب ,   1

 بالنسبة إلى هذين المقاربين.  𝐶. ادرس وضع ∞−و  ∞+عند   𝐶مقاربان مائلان للخط البياني 
b . أوجد معادلة للمماس𝑇  للخط البياني𝐶   في النقطة𝐴   منه علماً أن فاصلة𝐴   تساوي

 الصفر. 
c .  ارسم𝑇  ومقاربي𝐶   ثم ارسم𝐶. 

𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة   -4 = [في المجال  𝛼داً حلًا وحي 0 − تنتمي  1−10وأوجد مجالًا طوله  ]1,1
 .𝛼إليه 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................
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تقاق   مسائل في الاش

 السؤال الأول 

 . 𝑎في النقطة التي فاصلتها   𝑓اكتب معادلة المماس للخط البياني للتابع المعطى  

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥   , 𝑎 = 0 
2) 𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥2+1
  , 𝑎 = 0 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥  , 𝑎 = 1 
4) 𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥−1
  , 𝑎 = 0 

5) 𝑓(𝑥) = cos 𝑥   , 𝑎 = 0 
6) 𝑓(𝑥) = 𝑥 cos 𝑥   , 𝑎 =

𝜋

4
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 السؤال الثاني 

𝑅المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  ∖ 𝑓(𝑥)وفق  {1−} =
𝑥2−3𝑥+1

𝑥+1
 . 

 . 1في النقطة التي تساوي فاصلتها  𝐶اكتب معادلة لمماس  (1
ياً للمستقيم الذي معادلته  𝐶هل يقبل   (2 𝑦مماساً مواز = −4𝑥 ؟ 
ياً للمستقيم الذي معادلته  𝐶هل يقبل   (3 3𝑥مماساً مواز − 2𝑦 =  ؟ 0
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............................................................................................................................. ...............................................................
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.................................................................................................................................................................................. .......... 

............................................................................................................................. ...............................................................
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 السؤال الثالث 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  =
𝑥

𝑥2+2
 . 

 . 1في النقطة التي تساوي فاصلتها  𝐶معادلة لمماس اعط  (1
ياً للمستقيم الذي معادلته  𝐶هل يقبل   (2 𝑦مماساً مواز = −

1

4
𝑥 ؟ 

ياً للمستقيم الذي معادلته  𝐶هل يقبل   (3 4𝑥مماساً مواز − 𝑦 =  ؟ 0
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 السؤال الرابع 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓 ليكن  = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 . 

 ونظّم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات   (1
𝑓(𝑥)تحقق أن للمعادلة  (2 =  . 1−10ثلاثة جذور. واحصر كلًا منها في مجال لا يزيد طوله على  0
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 السؤال الخامس 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅هو التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 +
1

2
 . 

 ونظّم جدولًا بها.  𝑓ادرس تغيرات التابع   (1
𝑓(𝑥)ما عدد حلول المعادلة   (2 =  ؟ 0
 . 1−10احصر كل منها في المجال لا يزيد طوله على  (3
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 السؤال السادس 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 3𝑥4 + 4𝑥3 − 12𝑥2 + 4 . 

 ونظّم جدولًا بها.  𝑓ادرس تغيرات التابع   (1
𝑓(𝑥)ما عدد حلول المعادلة   (2 =  ؟ 0
 . 1−10احصر كل منها في المجال لا يزيد طوله على  (3
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 السؤال السابع 

المعرف بالعلاقة   𝑓للتابع  3و   2و  1في كل حالة من الحالات الآتية، احسب المشتقات من المراتب  
 حسب عليها المشتق. المشار إليها. وحدد في كل حالة المجموعة التي ت

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 −
1

2
𝑥2 + 𝑥 − 1  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥  
3) 𝑓(𝑥) =

1

𝑥−1
  

4) 𝑓(𝑥) = cos(2𝑥) + sin(2𝑥) 
5) 𝑓(𝑥) =

1

cos 𝑥
  

6) 𝑓(𝑥) =
1

sin 𝑥
  

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 



120 

 

120 

 

 

 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 السؤال الثامن 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 𝑥 + √1 + 𝑥2 . 

1√تحقق أن   (1 + 𝑥2. 𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  أياً يكن ،𝑥  من𝑅 . 
1)استنتج أن   (2 + 𝑥2)𝑓′′(𝑥) + 𝑥𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥) =  .  𝑅من  𝑥، أياً يكن   0
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تاسع   السؤال ال

 للاشتقاق عند الصفر. 𝑓في كل من الحالات الآتية، ادرس قابلية التابع  

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2√𝑥  
2) 𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥|  
3) 𝑓(𝑥) =

𝑥2+|𝑥|

𝑥2+1
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 السؤال العاش 

𝑓(0) وفق 𝑅معرف على   𝑓التابع   = 𝑓(𝑥)و  0 = 𝑥2 cos (
1

𝑥
𝑥في حالة  ( ≠ 0  . 

 اشتقاقي عند الصفر؟ علل إجابتك.  𝑓هل  (1
 .  ∗𝑅على  𝑓′(𝑥)احسب   (2
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.................................................................................................................................................................................... ........ 

س  لمح        السؤال الحادي عشر    هند

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   ،𝑀   هي النقطة التي إحداثيتاها(𝑚, 0حيث  (0 ≤ 𝑚 ≤ هي النقطة  𝑁، و  3
,0)التي إحداثيتاها   𝑛)  حيث𝑛 ≥ 𝑀𝑁تحققان   𝑁و   𝑀، النقطتان  0 = هي نقطة من القطة   𝐽. أخيراً   3
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𝑀𝐽تحقق  [𝑀𝑁]المستقية   = في  𝑚عندما تتحول   𝐽للنقطة   𝑙. نهدف إلى تعيين المحل الهندسي   2
 ، ورسمه. [0,3]المجال 
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ية        السؤال الثاني عشر    توابع ومجموعات نقط

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)  نرمز بالرمز ،𝜀   إلى مجموعة النقاط𝑀(𝑥, 𝑦)  :التي تحقق 
(∗)     𝑥2 − 2𝑥 + 4𝑦2 = 3 

 . 𝜀ومن ثم رسم  𝑓2و  𝑓1لتابعين  𝐶2و  𝐶1هي اجتماع خطين بيانيين  𝜀نهدف إلى إثبات أن المجموعة 
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تراجحة هويغنز         السؤال الثالث عشر     𝑯𝒖𝒚𝒈𝒆𝒏𝒔م

2نهدف إلى إثبات صحة المتراجحة  sin 𝑥 + tan 𝑥 ≥ 3𝑥   أياً يكن𝑥  من المجال𝐼 = [0,
𝜋

2
[  . 
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.................................................................................................................................................................................... ........ 

 السؤال الرابع عشر 

𝑓(𝑥)وفق  ]0,1]معرف على المجال   𝑓التابع   = √
𝑥3

1−𝑥
 . 

 اشتقاقي عند الصفر؟  𝑓هل  (1
 .  ]0,1[على  𝑓′(𝑥)احسب   (2
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 السؤال الخامس عشر 

𝑅المعرف على   𝑓نتأمل التابع   ∖ 𝑓(𝑥)وفق {1} =
𝑥2+1

𝑥−1
 . 

 .  𝑓احسب التابع المشتق للتابع   (1
 استنتج مشتق كل من التوابع الآتية:  (2

1. 𝑔 ∶ 𝑥 ↦
𝑥+1

√𝑥−1
  

2. ℎ ∶ 𝑥 ↦
𝑥4+1

𝑥2−1
 

3. 𝑙 ∶ 𝑥 ↦ √
𝑥2+1

𝑥−1
  

4. 𝑘 ∶ 𝑥 ↦
sin2 𝑥+1

sin 𝑥−1
  

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 



129 

 

129 

 

 

 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 

 

 



130 

 

130 

 

 

 

 السؤال السادس عشر 

 محدداً المجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق.  𝑓فيما يأتي، أوجد التابع المشتق للتابع 

1) 𝑓(𝑥) = cos2 3𝑥 
2) 𝑓(𝑥) = sin3 2𝑥 
3) 𝑓(𝑥) =

1

sin2 3𝑥
  

4) 𝑓(𝑥) =
1

cos3 2𝑥
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 السؤال السابع عشر 

𝑅المعرف على  𝑓ليكن التابع   ∖ 𝑓(𝑥)وفق  {1} =
2𝑥+3

𝑥−1
 . 

 . 𝑓للتابع  ′𝑓عيّن التابع المشتق  (1
𝐼إلى التابع المعرف على  𝑔نرمز بالرمز   (2 =] −

𝜋

2
 ,

𝜋

2
𝑔(𝑥)وفق  ] = 𝑓(sin 𝑥)   أثبت أن .𝑔 

 . 𝐼على  𝑔′(𝑥)ثم احسب   𝐼اشتقاقي على 
𝐽إلى التابع المعرف على  ℎنرمز بالرمز   (3 =]1, ℎ(𝑥)وفق ]∞+ = 𝑓(√𝑥)   أثبت أن .ℎ   اشتقاقي

 . 𝐽على  ℎ′(𝑥)ثم احسب  𝐽على 
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 السؤال الثامن عشر 

𝑎  و𝑏  عددان حقيقيان، و𝐶  هو الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 :وفق 
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1 

 منه؟ 𝐴(1,2)مماساً أفقياً في النقطة   𝐶لكي يقبل  𝑏و  𝑎هل يمكن تعيين  
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....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

تاسع عشر   السؤال ال

𝑎  و𝑏  عددان حقيقيان، و𝐶  هو الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 :وفق 

𝑓(𝑥) =
3𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥2 + 1
 

𝑦لتكون  𝑏و   𝑎عيّن  = 4𝑥 +  منه؟  0في النقطة التي فاصلتها  𝐶معادلة للمماس للخط   3
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............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

 السؤال العشرون 

𝑎  عدد حقيقي، و𝑓   هو التابع المعرف على𝑅  وفق𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥   هل يمكن تعيين .𝑎  
𝑥قيمة حديّة عند  𝑓ليكون للتابع  =  ؟ 1
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................................................................................... .........................................................................................................
....................................................................................................................................................... .....................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

........................................................................................................................................................... .................................
.................................................................................................. ..........................................................................................

...................................................................................................................................................................... ...................... 

 السؤال الواحد والعشرون 

𝑓   هو تابع معرف على𝑅   :واشتقاقي عليها. إضافة إلى ذلك نفترض أن 

▪ 𝑓′(0) = 1  , 𝑓(0) = 0 . 
▪ 𝑓′  0]متزايد على المجال, [ومتناقص على المجال  ]∞+ − ∞, 0] . 

 . 𝑓يمكن أن يمثل التابع  𝐶ارسم خطاً بيانياً  

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................
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............................................................................................................................. ...............................................................
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............................................................................................................................. ...............................................................
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............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
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........................................................................................................................................................................................ ....
............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................... .........................................................

.......................................................................... .................................................................................................................. 

............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 السؤال الثاني والعشرون 

 المشار إليها. 𝑎عند  𝑓في كل من الحالات الآتية، احسب في حال وجودها نهاية التابع  

1) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥−1

𝑥
   , 𝑎 = 0 

2) 𝑓(𝑥) =
tan 𝑥

𝑥
   , 𝑎 = 0 

3) 𝑓(𝑥) =
√𝑥+1−√2

𝑥−1
   , 𝑎 = 1 

4) 𝑓(𝑥) =
√𝑥2+𝑥+2−2

𝑥−1
   , 𝑎 = 1 
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............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

......................................................................................................................................................................... ...................
................................................................................................................ ............................................................................

............................................................................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................................................ ....

............................................................................................................................... ............................................................. 

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................................................................................................ ................................................

................................................................................... ......................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... ......................................

............................................................................................................................. ...............................................................
........................................................................................................................................................... ................................. 

................................................................................................. ...........................................................................................
..................................................................................................................................................................... .......................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الثالث والعشرون 

ية، أوجد عدد حلول المعادلة، ثم احسب قيمة تقريبية لكل جذر بحيث لا يتعدى  في كل من الحالات الآت
 . 1−10الخطأ في الحساب  
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1) 𝑥5 − 𝑥3 + 𝑥 − 5 = 0  
2) 𝑥(2𝑥 + 1)2 = 5  
3) 𝑥4 −

1

2
+ 1 = 0  

4) 
1

5
𝑥5 −

1

3
𝑥3 + 1 = 0  
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............................................................................................................................................. ...............................................

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................. .......................................... 

........................................................................................ ....................................................................................................
............................................................................................................................................................ ................................
............................................................................................................................. ............................................................... 

 السؤال الرابع والعشرون 

,1]بع المعرف على المجال  التا 𝑓ليكن  𝑓(𝑥)وفق  ]∞+ = 𝑥 + √𝑥 − 1 − 4 . 

𝑓(𝑥). أثبت أن المعادلة  𝑓ادرس تغيرات التابع   (1 = تقبل حلًا وحيداً يطلب حساب قيمة تقريبية  0
 . 1−10لهذا الحل على ألا يتعدى الخطأ في الحساب  

 احسب جبرياً القيمة الحقيقية لذلك الجذر.  (2

............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................
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........................................................................................................................................................................................ ....
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.......................................................................... .................................................................................................................. 
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................... ........................................................................................................................

........................................................................................................................................ .................................................... 

 السؤال الخامس والعشرون

𝐼التابع المعرف على المجال   𝑓ليكن  =]1, 𝑓(𝑥)وفق  ]∞+ =
1

𝑥−1
− √𝑥 . 

 . 𝐼على  𝑓ادرس تغيرات   (1
𝑓(𝑥)استنتج أن للمعادلة  (2 =  . ]1,2[يقع في المجال  𝛼جذراً وحيداً  0
 . 1−10احسب قيمة تقريبية لهذا الجذر على ألا يتعدى الخطأ في الحساب  (3
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 السؤال السادس والعشرون

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   ليكن ،𝐶  الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 :وفق 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 3
 

 . 𝐶وارسم خطه البياني  𝑓ادرس تغيرات   (1
 المارة بالمبدأ، )غير المماس في المبدأ.(  𝐶نريد تعيين المماسات للخط البياني  (2

a-  ليكن𝑎  عدداً حقيقياً . اكتب معادلة للمماس𝑇𝑎  الذي يمس𝐶   في النقطة𝐴(𝑎, 𝑓(𝑎)) . 
b-   فكّر في أن𝑇𝑎 ة لكل يكون أحد المماسات المطلوبة عندما يمر بالمبدأ . ثم جد معادل

 يمر بالمبدأ. 𝐶مماس للخط البياني 
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................................................................................................................................. ...........................................................
........................................................................ ....................................................................................................................

............................................................................................................................................ ................................................ 

............................................................................................................................. ...............................................................
................................................................................................................................................ ............................................

....................................................................................... ..................................................................................................... 



145 

 

145 

 

 

 

.......................................................................................................................................................... ..................................

............................................................................................................................. ...............................................................
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............................................................................................................................. ...............................................................
............................................................... .............................................................................................................................
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.............................................................................. .............................................................................................................. 

................................................................................................................................................. ...........................................

............................................................................................................................. ...............................................................
...................................................................................................................................................... ...................................... 

 السؤال السابع والعشرون 

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   ،𝐶  هو الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 ∖  وفق: {1−}

𝑓(𝑥) =
2𝑥2 + 𝑥 + 7

𝑥 + 1
 

 . ∞−وعند   ∞+عند   𝑓أوجد نهاية   (1
𝑦الذي معادلته   𝑑أثبت أن المستقيم   (2 = 2𝑥 −  .  𝐶مقارب مائل للخط  1
 ؟ 𝐶. ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط  1−عند  𝑓ادرس نهاية   (3
 ونظّم جدولًا بها. 𝑓ادرس تغيرات   (4
;𝐼(−1بت أن النقطة  أث (5  . 𝐶هي مركز تناظر للخط   (3−
 . 𝐶ثم ارسم   𝐶ارسم مقاربات   (6
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................................................................................................................................................................ ............................
....................................................................................................... .....................................................................................

........................................................................................................................................................................... ................. 

 السؤال الثامن والعشرون 

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   ،𝐶  هو الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 ∖  وفق: {1}

𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 3𝑥2 + 10𝑥 − 11

(𝑥 − 1)2
 

 ونظّم جدولًا بها.  𝑓عند حدود مجموعة تعريفه، ثم ادرس تغيرات  𝑓أوجد نهايات   (1
𝑦الذي معادلته   𝑑أثبت أن المستقيم   (2 = 𝑥 −  .  𝐶مقارب مائل للخط  1
 . 𝐶و  𝑑، ثم ارسم كلًا من  𝐶و  𝑑ادرس الوضع النسبي للخطين  (3
𝑥3حدّد هندسياً عدد حلول المعادلة   (4 − (𝑚 + 3)𝑥2 + (2𝑚 + 10)𝑥 − 11 − 𝑚 = 0 . 

....................................................................... .....................................................................................................................
........................................................................................................................................... .................................................
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............................................................................................................................. ...............................................................
.................................................................................................................................................................... ........................ 

.......................................................................................................... ..................................................................................
.............................................................................................................................................................................. ..............
............................................................................................................................. ............................................................... 

تاسع والعشرون   السؤال ال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗)   ليكن ،𝐶  الخط البياني للتابع𝑓  المعرف على𝑅 :وفق 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − √𝑥2 + 8 
 مقارباً أفقياً؟  𝐶. هل يقبل   ∞+وعند  ∞−عند   𝑓احسب نهاية   (1
𝑦الذي معادلته  𝑑تحقق أن المستقيم   (2 = 2𝑥  مقارب للخط𝐶 . 
 . 𝑓نظّم جدولًا بتغيرات   (3
 . 𝐶ثم ارسم   𝐶ارسم مقاربات   (4
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........................................................................................................................................ .................................................... 

 

 

 



150 

 

150 

 

 

 

تابع مثلثاتي         السؤال الثلاثون    دراسة 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 3 sin2 𝑥 + 4 cos2 𝑥 . 
𝑓(𝑥و  𝑓(−𝑥)قارن كلًا من   (1 + 2𝜋)  مع𝑓(𝑥)   استنتج أنه تكفي دراسة ،𝑓  0]على, 𝜋[ . 
𝑓′(𝑥)أثبت أن   (2 = 6 cos 𝑥 × sin 𝑥 (1 − 2 cos 𝑥)  عند كل عدد حقيقي ،𝑥 . 
,0]على  𝑓ادرس تغيرات   (3 𝜋[ . 
,2𝜋−]على  𝑓ارسم الخط البياني للتابع   (4 2𝜋] . 
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تابع مثلثاتي       السؤال الواحد والثلاثون    دراسة 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 4 sin3 𝑥 + 3 cos 𝑥 . 
𝑓(𝑥أثبت أن   (1 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥)  أياً يكن العدد الحقيقي ،𝑥 . 
𝑓′(𝑥)تحقق أن   (2 = 3 sin 𝑥 (2 sin 2𝑥 −  . 𝑥، أياً يكن العدد الحقيقي   (1
,2𝜋−]، وارسم خطه البياني على المجال  2𝜋على مجال طوله   𝑓ادرس  (3 2𝜋] . 
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 السؤال الثاني والثلاثون 

𝐼ف على المجال  التابع المعر  𝑓ليكن  = [0,
𝜋

2
𝑓(𝑥)وفق  ] = 4𝑥 − tan2 𝑥 . 

tan. ضع  𝑓′(𝑥)احسب التابع المشتق  (1 𝑥 = 𝑡   وتحقق أن𝑓′(𝑥) = 2(1 − 𝑡)(𝑡2 + 𝑡 + 2)   
 .  𝐼على المجال  𝑓استنتج جدولًا بتغيرات  (2
𝑓(𝑥)أثبت أن للمعادلة   (3 =  . 𝛼جذراً وحيداً  𝐼، في المجال  1−
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 السؤال الثالث والثلاثون 

𝑓(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  = 𝑥 cos 𝑥 . 

 . 𝑓′′′(𝑥)و  𝑓′′(𝑥)و   𝑅   ،𝑓′(𝑥)من   𝑥احسب عند كل   (1
𝑛أثبت، مستخدماً البرهان بالتدريج، أن مهما تكن   (2 ≥  فلدينا : 1

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑥 cos (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) + 𝑛 cos (𝑐 + (𝑛 − 1) ×

𝜋

2
 . 𝑅من  𝑥أياً يكن  (
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 والثلاثون السؤال الرابع  

𝑅التابع المعرف على  𝑓ليكن  ∖ 𝑓(𝑥)وفق  {1,1−} =
2𝑥

𝑥2−1
 . 

𝑓(𝑥)يحققان   𝑏   و 𝑎أوجد عددين حقيقين   (1 =
𝑎

𝑥−1
+

𝑏

𝑥+1
𝑅، على   ∖ {−1,1} . 

𝑛في حالة  𝑓(𝑛)(𝑥)بالاستفادة مما سبق، أوجد عبارة  (2 ≥ 𝑅من   𝑥و  1 ∖ {−1,1} . 
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تابع           السؤال الخامس والثلاثون   إيجاد 

 واشتقاقي عليها، ويحقق  𝑅معرف على  𝑓نفترض وجود تابع  
𝑓(0) = 𝑓′(𝑥)و  0 =

1

1+𝑥2  عند كل𝑥   من𝑅 . 
 ( .  𝑓(𝑥)خطه البياني في معلم متجانس ) لن نبحث عن عبارة  𝐶  وليكن

𝑔(𝑥)وفق  𝑅التابع المعرف على  𝑔ليكن  -1 = 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) . 
a-   تحقق أن𝑔   اشتقاقي على𝑅   واحسب .𝑔′(𝑥)  . 
b-   احسب𝑔(𝑥)   واستنتج أن التابع𝑓 .فردي 

𝐼التابع المعرف على  ℎليكن  -2 =]0, ℎ(𝑥)وفق  ]∞+ = 𝑓(𝑥) + 𝑓 (
1

𝑥
)  . 

a-  تحقق من أنℎ  اشتقاقي على𝐼   واحسب ،ℎ′(𝑥)  على𝐼  . 
b-   أثبت أنℎ(𝑥) = 2𝑓(1)   أياً يكن ،𝑥  من𝐼  . 
c-   استنتج أن نهاية التابع𝑓   2تساوي  ∞+عند𝑓(1) . 
d-  ماذا تستنتج بشأن الخط البياني𝐶 ؟ 

𝐼التابع المعرف على  𝑘ليكن  -3 =] −
𝜋

2
,

𝜋

2
𝑘(𝑥)وفق  ] = 𝑓(tan 𝑥) − 𝑥 . 

a-   احسب𝑘′(𝑥)   ماذا تستنتج بشأن التابع .𝑘  ؟ 
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b-   احسب𝑓(1)  . 
c-   نظّم جدولًا بتغيرات𝑓  على𝑅 . 
d-  ارسم المستقيمات المقاربة للخط البياني𝐶  وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها

 . 𝐶، ثم ارسم  1و   0و  1−
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