
 نذير تيناويإعداد المدرس:                     رتباط الخطي لثلاث اشعة ال  ملف                 منصة طريقي التعليمية      
 الثالث الثانويالصف:                               شعة ة: الأماد                                    

                     whatsapp/tel:0947050592                                                          WWW.Myway.edu.sy 

 أشعة الارتباط الخطي لثلاثة  ◼

, 𝑢⃗نقول عن الأشعة   𝑣 , 𝑤⃗⃗   الشرطان:إنها ثلاث أشعة مرتبطة خطياً إذا تحقق   

1- 𝑢⃗ , 𝑣    ًغير مرتبطان خطيا 

,𝛼يوجد عددان حقيقيان  -2 𝛽 :يحققان   

𝑤⃗⃗ = 𝛼 𝑢⃗ + 𝛽 𝑣  

 (  1السؤال )

 [𝐹𝐺]منتصف   𝐽و   [𝐸𝐵]منتصف   𝐼في الشكل المجاور مكعب و  

 إثبات أن الأشعة   والمطلوب 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐼𝐽⃗⃗⃗    

ً مرتبطة      . خطيا

 الحل 

............................................................................................................................. ..............................................

..................................................................................... ......................................................................................

............................................................................................................................. ............................................. .

............................................................................................................................. ..............................................

............................ ........................................................ .......................................................................................

......................................................................................................................................................................... ..

............................................................................................................................. ..............................................

............................................................................................. ............................................................................. .

......................................................................................... ....................................................................... ...........

 ......................................................................................... .................................................................................. 

 التفسير الهندسي:  

, 𝑢⃗إذا كان   𝑣 , 𝑤⃗⃗    :ثلاث أشعة مرتبطة خطياً بحيث 

𝑤⃗⃗ = 𝛼𝑢⃗ + 𝛽 𝑣  

,𝑂في الفراغ تجعل النقاط   𝑂عندئذٍ يوجد نقطة   𝐴, 𝐵, 𝐶   :في مستوٍ واحد بحيث 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗    , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑣    ,   𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤⃗⃗  
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 فوائد هامة للارتباط الخطي لثلاثة أشعة:   •

 نقاط في مستوٍ واحد:  4إثبات وقع  -1

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗نثبت أن الشعاعين  •  ⃗, 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  غير مرتبطين   ⃗ 

,𝛼نثبت وجود عددين حقيقين  • 𝛽   : بحيث 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 : (𝐴𝐵𝐶)يوازي المستوي   (𝐸𝐷)إثبات أن المستقيم   -2

(i)  نثبت أن الشعاعين𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتطبين خطياً   ⃗ 

(ii)  نثبت وجود عددين حقيقين𝛼, 𝛽   :يحققان 

𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 (  2السؤال )

𝐴, 𝐵, 𝐶   ثلاث نقاط متمايزة في الفراغ، أتكون الأشعة𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً   ⃗ 

............................................................................................................................. ..............................................

..................................................................................... ...................................................................................... 

نتيجة:  

............................................................................................................................. ..............................................

 ............................................................................ . 

 (  3السؤال )

𝐴, 𝐵, 𝐶  لفراغ.اثلاث نقاط متمايزة في  𝐸   نقطة تحقق𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗نقطة تحقق   𝐹و   ⃗   ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  في مستوٍ واحد .    A,B,C,E,F. أتقع النقاط  ⃗ 

............................................................................................................................. ..............................................

..................................................................................... ......................................................................................

............................................................................................................................. ............................................. .

............................................................................................................................. ..............................................

 .................................................................................... .......................................................................................

......................................................................................................................................................................... .. 

 (  4السؤال )

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻   .مكعب𝐼    منتصف[𝐸𝐹]   و𝐽   منتصف[FG]   

 ؟   (𝐴𝐵𝐼)إلى المستوي   𝐽أتنتمي النقطة   (1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗أتقع الأشعة   (2  ⃗, 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗    في مستوٍ واحد 

 

............................................................................................................................. ..............................................

..................................................................................... ...................................................................................... 

............................................................................................................................. ........................................... ...

............................................................................................................................. .............................................. 
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 الرتباط الخطي لثلاث اشعة:  ◼

, 𝑢⃗نقول عن الاشعة   𝑣 , 𝑤⃗⃗    إنها مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا وجد عددان𝛼, 𝛽  :بحيث 

𝑤⃗⃗ = 𝛼𝑢⃗ + 𝛽𝑣  

, 𝑢⃗و   𝑣    ًغير مرتبطين خطيا 

 معنى الرتباط الخطي لثلاث أشعة: )مطالعة(: 

 أنه يمكن استبدال هذه الاشعة بثلاث أشعة أخرى تشترك في نفس البداية وتقع في مستوٍ واحد. )) لايعني توازي بالضرورة(( 

, 𝑜𝑐⃗⃗⃗⃗تجعل الاشعة   𝑜أي يوجد نقطة   𝑜𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗   

 تقع في مستو واحد حيث 

  𝑤⃗⃗ = 𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢⃗ = 𝑜𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑣 = 𝑜𝐶⃗⃗ ⃗⃗  

 

 فوئد الرتباط الخطي لثلاث أشعة: 

 إثبات وقوع أربع نقاط في مستوٍ واحد.  -1

 إيجاد معادلة مستوِ يمر من ثلاث نقاط.  -2

 الى مستوِ مار بثلاث نقاط.   𝑀إثبات انتماء  -3

 ثم نعوض في الثالثة للتحقق ونميز حالتين:  مشتركاً،فإننا نحل معادلتين منهما حلاً   فقط،أي جملة معادلات مكونة من ثلاث معادلات ومجهولين  انتبه:   

 

 للجملة حل مشترك هو الحل الذي أوجدناه من اول معادلتين. ←كانت المعادلة الثالثة محققة   إذا (1

 اذا كانت المعادلة الثالثة غير محققة فتكون الجملة مستحيلة الحل.  (2

 ( 3التمرين )

,0)نتأمل في معلم:   𝑖  , 𝑗 , 𝑘⃗ )  :النقاط الاتية 

𝐴(0,1,−1)  ,   𝐵(1,0,0)   , 𝐶(−1,2,1)  , 𝐷(0,1,2) 

,𝐴أثبت انتماء النقاط   𝐵, 𝐶, 𝐷   الى مستوِ واحد𝑃 

 الحل 

 نشكل ثلاثة أشعة لها نفس البداية: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,−1,1) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,1,2) 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (0,0,3) 

, AC⃗نثبت ان الاشعة السابقة مرتبطة خطياً أي لنثبت أولاً : أن   𝐴𝐷⃗⃗    غير مرتبطين )و هذا واضح لعدم تناسب مركباتهما حيث
0

1
≠

3

2
وجود    ( ثم لنثبت  

,𝛼عددين  𝛽  :يحققان ان 
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

(
1

−1
1

) = 𝛼 (
−1
1
2

) + 𝛽 (
0
0
3
) 

(
1

−1
1

) = (
−𝛼
𝛼
2𝛼

) + (
0
0
3𝛽

) 

(
1

−1
1

) = (

−𝛼
𝛼

2𝛼 + 3𝛽
) 

1 = −𝛼      (1)
−1 = 𝛼      (2)

1 = 2𝛼 + 3𝛽     (3)
 

⟹ نجد أن      1من  𝛼 = −1 

 :    3نعوض في 

 1 = −2 + 3𝛽 

3 = 3𝛽 ⟹ 𝛽 = 1 

 للتحقق:  2نعوض في 

  −1 =  محققة     1−

 الأولى  2021دورة                                                                                                                                       (3التمرين )

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس   𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑘⃗ )   :النقاط التالية𝐷(6,2,5), ∁(5,0,5), 𝐵(1,−2,1), 𝐴(2,0,1)  :المطلوب ، 

⃗⃗⃗⃗∁𝐴أثبت أن   -1  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين خطياً.  ⃗ 
, 𝛼عين العددين الحقيقيين   -2 β  :بحيث 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴∁⃗⃗⃗⃗ ,𝐷، واستنتج أن النقاط   ⃗  ∁ , 𝐵 , 𝐴   . تقع في مستوٍ واحد 

 الحل 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………… 
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 ( 4التمرين )

   𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻في الشكل المجاور نتأمل مكعباً   

 . و لتكن النقاط  2و طول حرفه 

  𝐼   و𝐽   و𝐾   منتصفات[𝐴𝐷]   و[𝐵𝐶]   و[𝐹𝐺]   ًبالترتيب . نختار معلماً متجانسا(𝐴;
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗    المطلوب: و   . (⃗ 

,𝐼جد إحداثيات الرؤوس و   -1 𝐽, 𝐾   

, HI⃗⃗⃗⃗جد مركبات كلٍ من الأشعة   -2 𝐻𝐽⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   

∗أثبت أن المستوي   -3 (𝐻𝐼𝐽)   يوازي المستقيم(𝐴𝐾) 

 الحل 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ( 5التمرين )

,𝑜)نتأمل في معلم متجانس   𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )   

𝐴(2,0,1), 𝐵(1,−2,1), 𝐶(5,5,0), 𝐷(−3,−5,6), 𝐸(3,1,2) 

,𝐴أثبت انتماء النقاط   𝐵, 𝐶, 𝐷   إلى مستوٍ واحد𝑃   و تبينّ إذا كانت النقطة𝐸   تنتمي إلى المستوي𝑃 

 الحل 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

…............................................................................................................................... ....................................... .

. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .

. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . . 

 ( 6التمرين )

,𝑂)في معلم متجانس   𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )   : نتأمل النقاط 

𝐴(3,2,1), 𝐵(1,2,0), 𝐶(3,1,−2) 

,𝐴أثبت أن النقاط   -1 𝐵, 𝐶   ليست على استقامة واحدة 

,𝑀(𝜆تنتمي النقطة   𝜆عند أي قيمة للوسيط   -2    (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي   (1,3

,xما العلاقة بين  -3 y   لتقع النقاط𝐴, 𝐵, 𝐷(𝑥, 𝑦,  في مستوٍ واحد .   (3

 الحل 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ( 7التمرين )

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط   𝜀لتكن  𝑦, 𝑧)   التي تحقق إحداثياتها العلاقة 

  :𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

,𝐴(7,1,0)أثبت أن النقاط   -1 𝐵(5,0,0), 𝐶(2,0,1) 

  𝜀تنتمي إلى المجموعة  

,𝐴أثبت أن النقاط   -2 𝐵, 𝐶   ًتعين مستوياP 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗أثبت أن مركبات الشعاع   -3  هي   ⃗⃗

  (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗استنتج أن  -4 ⃗⃗ = 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  . ماذا يمكنك أن تستنتج من ذلك .   ⃗ 

,𝑀(𝑥بالعكس أثبت أن أي نقطة   -5 𝑦, 𝑧)   من المستويP   : تحقق المعادلة 

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

 ؟  𝜀ما هي  

 الحل 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 

 كمل لك أمي.. يلا هانت 

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………..………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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