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ين تمر  الأول: ال
 لإثبات أن المتتالية محدودة: 

4(3) < 𝑛2 + 2𝑛 + 4 < 3(𝑛2) 
 :6نقسم على 

2 <
𝑛2 + 2𝑛 + 4

6
<
𝑛2

2
 

 نقلب:
2 >

6

𝑛2 + 2𝑛 + 6
>
2

𝑛2
 

 .2فالمتتالية محدودة من الأعلى بالعدد  
ين تمر  الثاني: ال

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
2 + 4𝑢𝑛 + 2  ;   𝑢0 = −

3

2
 

 :𝐸(𝑛)نرمز للقضية بالرمز   -1
𝐸(𝑛) : − 2 ≤ 𝑢𝑛 ≤ −1 

 :𝐸(0)نثبت صحة القضية 
−2 ≤ −

3

2
≤ −1 

 محققة. 
 :𝐸(𝑛)نفرض صحة القضية  

𝐸(𝑛) : − 2 ≤ 𝑢𝑛 ≤ −1…… .  الفرض 
𝐸(𝑛نثبت صحة العلاقة  + 1): 

𝐸(𝑛 + 1) : − 2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ −1……  الطلب.
 حيث: ]∞+,0]على المجال  𝑓البرهان: نعرف تابعاً  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 + 2 
 :]∞+,0]التابع اشتقاقي على 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 4 ≥ 0 
 فالتابع متزايد.

 نصور أطراف الفرض في التابع: 
𝑓(−2) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(−1) 

−2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ −1 
 فالقضية صحيحة. 

 ننطلق من طرف لنصل إلى آخر: -2
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛

2 + 4𝑢𝑛 + 2 − 𝑢𝑛 
= 𝑢𝑛

2 + 3𝑢𝑛 + 2 = (𝑢𝑛 + 2)(𝑢𝑛 + 1) 
 :نلاحظ من الطلب السابق أن -3

𝑢𝑛 ≤ −1 
𝑢𝑛 + 1 ≤ 0 
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 وأيضاً:
−2 ≤ 𝑢𝑛 
0 ≤ 𝑢𝑛 + 2 

 ن: وإ
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑢𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 2) < 0 

 ة. فهي متقارب 2−دودة من الأدنى بالرقم فالمتتالية متناقصة ومح 
 يجاد نهايتها نحل المعادلة: لإ

𝑓(𝑥) = 𝑥 
𝑥2 + 4𝑥 + 2 = 𝑥 
𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 0 
(𝑥 + 2)(𝑥 + 1) = 0 

 إما:
𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2 

 أو:
𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

 :1−ونرفض  2−لأن المتتالية متناقصة سنقبل  
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −2 
ين الثالث: تمر  ال

𝑢𝑛 = 𝑒 +
𝑒

1!
+
𝑒

2!
+
𝑒

3!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!
 

 :𝐸(𝑛)بالرمز  نرمز للقضية  -1
𝐸(𝑛):

1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

 :𝐸(0)القضية ة ثبت صحن
1 ≤ 2 

 محققة. 
 :𝐸(𝑛)فرض صحة القضية  ن

𝐸(𝑛):
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
……  الفرض 

𝐸(𝑛 قضيةنثبت صحة ال + 1): 
𝐸(𝑛 + 1):

1

(𝑛 + 1)!
≤
1

2𝑛
 الطلب……

 رض:: لدينا من الفانالبره
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

1 بـ نضرب
𝑛+1
 : 

1

(𝑛 + 1)!
≤

1

(𝑛 + 1)2𝑛−1
<
1

2𝑛
 

1

(𝑛 + 1)!
≤
1

2𝑛
 

 يحة. فالقضية صح
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 سابق: نجد من الطلب ال -2
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

 :𝑒ـ  ضرب بن
𝑒

𝑛!
≤

𝑒

2𝑛−1
 

𝑛أجل   من = 1: 
𝑒

1!
≤
𝑒

20
 

𝑛من أجل   = 2: 
𝑒

2!
≤
𝑒

21
 

.

.

.
          

.

.

.
 

𝑛من أجل   = 𝑛: 
𝑒

𝑛!
≤

𝑒

2𝑛−1
 

𝑛نجمع المتراجحات من   = 𝑛إلى  1 = 𝑛 جد: فن 
𝑒

1!
+
𝑒

2!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!
≤
𝑒

20
+
𝑒

21
+⋯+

𝑒

2𝑛−1
 

1دسية أساسها  لية هنمتتامجموع جانب اليميني أن يوجد نلاحظ في ال

2
 :𝑛دد الحدود وع 𝑒وحدها الأول  

𝑒

1!
+
𝑒

2!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!
≤ 𝑒

1 − (
1
2
)
𝑛

1 −
1
2

 

𝑒

1!
+
𝑒

2!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!
≤ 2𝑒 (1 − (

1

2
)
𝑛

)
⏟        

يهمل

< 2𝑒 

 للطرفين: 𝑒نضيف 
𝑒 +

𝑒

1!
+
𝑒

2!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!
< 2𝑒 + 𝑒 

𝑢𝑛 < 3𝑒 
 عنصر راجح على المتتالية.  3𝑒فإن 

 نشكل الفرق: 
𝑢𝑛+1 = 𝑒 +

𝑒

1!
+
𝑒

2!
+ ⋯+

𝑒

𝑛!⏟            
𝑢𝑛

+
𝑒

(𝑛 + 1)!
 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑒

(𝑛 + 1)!
> 0 

 فإنها متقاربة. دودة من الأعلى ية متزايدة ومح فالمتتال
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تم  ين الرابع:ال  ر
𝑢𝑛+1 =

𝑢𝑛
2
+
2

𝑢𝑛
  ;   𝑢0 = 4 

1- 𝑓   2[اشتقاقي على,+∞[: 
𝑓′(𝑥) =

1

2
−
1

𝑥2
=
𝑥2 − 2

2𝑥2
> 0 

 .فالتابع متزايد
:𝐸(𝑛)نعرف القضية   2 ≤ 𝑢𝑛 

 :𝐸(0)ثبت صحة القضية ن
2 ≤ 4 

 محققة 
 :𝐸(𝑛)  فرض صحة القضيةن

𝐸(𝑛):2 ≤ 𝑢𝑛……  الفرض 
𝐸(𝑛 صحة القضيةنثبت  + 1): 

𝐸(𝑛 + 1): 2 ≤ 𝑢𝑛+1……الطلب 
 من الفرض:البرهان: لدينا 

2 ≤ 𝑢𝑛 
 ف في التابع: ور الأطرانص

𝑓(2) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) 
2 ≤ 𝑢𝑛+1 

 صر.قاعنصر  2فالقضية صحيحة والـ  
:𝐸(𝑛)عرف القضية  ن -2 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

 :𝐸(0)القضية نثبت صحة 
𝑢1 ≤ 𝑢0 
5

2
≤ 4 

 محققة. 
 :𝐸(𝑛)نفرض صحة القضية  

𝐸(𝑛): 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛……  الفرض 
𝐸(𝑛نثبت صحة القضية  + 1): 

𝐸(𝑛 + 1): 𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1……الطلب 
 : لدينا من الفرض:البرهان

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 
 : راف في التابعنصور الأط

𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 
 قصة. يحة والمتتالية متناالقضية صحف
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 لة: جاد نهايتها نحل المعادومتناقصة فإنها متقاربة ولإب الأدنىبما انها محدودة من  -3
𝑓(𝑥) = 𝑥 
𝑥

2
+
2

𝑥
= 𝑥 

𝑥2 + 4

2𝑥
= 𝑥 

𝑥2 + 4 = 2𝑥2  
𝑥2 = 4 

𝑥 = , مقبول 2+ 𝑥 = وض مرف 2−  
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 
تمر   ين الخامس:ال

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 4 ; 𝑢0 = 1 
 حساب الحدود:ل -1

𝑢1 = 3 − 4 = −1 
𝑢2 = −3 − 4 = −7 

:𝐸(𝑛)قضية  نعرف ال 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 
 :𝐸(0)نثبت صحة 

𝑢1 ≤ 𝑢0 
−1 ≤ 1 

 قة. محق
 :𝐸(𝑛)ة  القضينفرض صحة 

𝐸(𝑛): 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛……  الفرض 
𝐸(𝑛ضية نثبت صحة الق + 1): 

𝐸(𝑛 + 1): 𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1……الطلب 
 : لدينا من الفرض:برهانال

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 
 :3نضرب بـ  

3𝑢𝑛+1 ≤ 3𝑢𝑛 
 :4رح  نط

3𝑢𝑛+1 − 4 ≤ 3𝑢𝑛 − 4 
𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

 متناقصة.  حيحة والمتتاليةفالقضية ص
 :𝑣𝑛نشكل المتتالية   -2

𝑣𝑛 = 3𝑢𝑛 − 4 − 𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛 − 4 
 :𝑣𝑛+1نشكل  

𝑣𝑛+1 = 2𝑢𝑛+1 − 4 = 2(3𝑢𝑛 − 4) − 4 
= 6𝑢𝑛 − 12 = 3(2𝑢𝑛 − 4) = 3𝑣𝑛 

𝑣𝑛+1 = 3𝑣𝑛 
𝑞سية وأساسها  المتتالية هند  = 𝑣0 ها الأولوحد 3 = 2(1) − 4 = −2. 
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 الحد العام: لكتابة  -3
𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞

𝑛 = −2(3)𝑛 
 ولدينا: 

𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛 − 4 
⇒ 𝑢𝑛 =

𝑣𝑛 + 4

2
=
−2(3)𝑛 + 4

2
= 2 − 3𝑛 

 ية:لحساب النها -4
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 − 3
+∞ = −∞ 

3لأن  >  تباعدة. , المتتالية م1
 لدينا:  -5

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 
𝑞أساسها  هندسية  نلاحظ أنها مجموع متتالية = 𝑣0وحدها الأول  3 = 𝑛حدود د الوعد 2− + 1: 

𝑆𝑛 = −2
1 − 3𝑛+1

1 − 2
= 2(1 − 3𝑛+1) 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 2(1 − 3
+∞) = 2(−∞) = −∞ 

3لأن  > 1. 
تمر   ادس:ين السال

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
 ; 𝑢0 = 2 

 :𝐸(𝑛)لقضية بالرمز  نرمز ل -1
𝐸(𝑛): 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1 > 1 

 :𝐸(0)نثبت صحة القضية 
𝑢0 > 𝑢1 > 1 
2 >

3

2
> 1 

 محققة. 
 :𝐸(𝑛)نفرض صحة القضية  

𝐸(𝑛): 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1 > 1 
𝐸(𝑛نثبت صحة القضية  + 1): 

𝐸(𝑛 + 1): 𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛+2 > 1 
 :]∞+,0]نعرف تابع على المجال هان: البر

𝑓(𝑥) =
2𝑥 − 1

𝑥
 

𝑓   0]اشتقاقي على,+∞[: 
𝑓′(𝑥) =

2𝑥 − 2𝑥 + 1

𝑥
=
1

𝑥
> 0 

 متزايد.
 ض:لدينا من الفر

𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1 > 1 
 : الأطرافنصور 
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𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛+2 > 1 
𝑢𝑛يضاً  منها أونجد  صحيحة، فالقضية  > 𝑢𝑛+1 تقاربة.ي مدودة من الأدنى فهفالمتتالية متناقصة ومح 

 لدينا:  -2
𝑣𝑛 =

1

𝑢𝑛 − 1
 

𝑣𝑛+1 =
1

𝑢𝑛+1 − 1
=

1

2𝑢𝑛 − 1
𝑢𝑛

− 1
=

1

2𝑢𝑛 − 1 − 𝑢𝑛
𝑢𝑛

=
𝑢𝑛

𝑢𝑛 − 1
 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛 − 1
=
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 − 1
= 1 = 𝑟 

𝑣0 =
1

2 − 1
= 1 

 قانون الحد العام:نعوض في  -3
𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛. 𝑟 = 1 + 𝑛 

𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛 − 1
⇒ 𝑢𝑛 =

1

𝑣𝑛
+ 1 =

1 + 𝑣𝑛
𝑣𝑛

=
𝑛 + 2

𝑛 + 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 
 ق: نشكل الفر -4

𝑢𝑛 − 2 =
𝑛 + 2

𝑛 + 1
− 2 =

𝑛 + 2 − 2𝑛 − 2

𝑛 + 1
=

−𝑛

𝑛 + 1
< 0 

𝑢𝑛 − 2 < 0 
𝑢𝑛 < 2 

 , نعم هي محدودة:2نى بالعدد دودة من الأدمح
1 < 𝑢𝑛 < 2 

 ثبات: لإ -5
𝑢𝑛 < 𝑣𝑛 

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 < 0 
𝑛 + 2

𝑛 + 1
− (𝑛 + 1) < 0 

𝑛 + 2 − (𝑛 + 1)2

𝑛 + 1
< 0 

𝑛 + 2 − (𝑛2 + 2𝑛 + 1)

𝑛 + 1
< 0 

𝑛 + 2 − 𝑛2 − 2𝑛 − 1

𝑛 + 1
< 0 

−𝑛2 − 𝑛 + 1

𝑛 + 1
< 0 

−
(𝑛2 + 𝑛 − 1)

𝑛 + 1
< 0 

𝑢𝑛محققة وبالتالي   < 𝑣𝑛. 
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