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  تذكرة وعموميات:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗من الفراغ نقول عن الشعاع  𝐵و  𝐴لتكن لدينا النقطتين  تعريف  𝐵إلى  𝐴أنّه الانسحاب الذي ينقل  ⃗ 
𝐴الحالة الأولى: في حالة  نميز ≠ 𝐵  فإن الشعاع𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  يمتلك: ⃗ 

 (𝐴𝐵)منحى: هو منحى المستقيم  *

 𝐵إلى  𝐴اتجاه: يتفق مع الانتقال من  *

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ونرمز إلى نظيم الشعاع  𝐵إلى  𝐴هو المسافة بين  و نظيماً:طولاً أ * 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗||بالرمز  ⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗||ويكون:  ||⃗   ⃗|| = 𝐴𝐵 

𝐴الحالة الثانية: في حالة  = 𝐵  فإن الشعاع𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  حيث:   0⃗هو الشعاع الصفري ورمزه  ⃗ 

 على نهايته  الشعاع الصفري: هو شعاع له نفس البداية ونفس النهاية أي بدايته تنطبق

= 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗نتيجة هامة: إذا كان  𝐷فهذا يعني أن   0⃗ = 𝑁  أي𝐷  تنطبق على𝑁  
 

 الشعاعان المتعاكسان الشعاعان المتساويان 

الشعاعين المتساويان لهما نفس المنحى ونفس الجهة ونفس  تعريف

 الطويلة حيث: نفس المنحى تعني توازي أو انطباق

 يلة ولكن اتجاهين متعاكسينلهما نفس المنحى ونفس الطو

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ تفيد في استبدال شعاع بشعاع آخر يساويه الفائدة  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
  العمليات على الأشعة:

 تنويه: ناتج مجموع أشعة هو شعاع

 قواعد:

 مجموع شعاعينأولا: 

 لهما البداية نفسها في حالة تعاقب متعاكسين متساويين

 حدهماالناتج هو ضعفي أ

 مثال:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الناتج هو الشعاع الصفري

 مثال:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

أي نهاية أحد الأشعة هي بداية 

 للشعاع الآخر

وهنا نستخدم قاعدة شال في جمع 

 الأشعة وفق:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

نستخدم قاعدة متوازي الأضلاع بحيث يكون 

ضلاع المنشأ مجموع الشعاعين هو قطر متوازي الأ

 على هذين الشعاعين والذي له نفس بداية الشعاعين

 مثال:

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
 طرح شعاعينثانيا: 

− 𝑢⃗لطرح شعاعين نجمع الأول مع معاكس الشعاع الثاني وفق:  𝑣 = 𝑢⃗ + (−𝑣 ) قواعد جمع الأشعة ثم نتابع حسب 

منتصف  𝐽و  [𝐸𝐹]منتصف  𝐼مكعب فيه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻: 1تمرين 

[𝐹𝐺] :والمطلوب: أكمل ما يلي  

1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
2. 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
3. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
4. 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
5. 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
6. 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
7. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
8. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
9. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
10. 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

11. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  
12. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  
13. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
14. 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
15. 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗  
16. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
17. 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  
18. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  
19. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  
20. 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
21. 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐴  𝐵 

 𝐶  𝐷 
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= 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

22. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
23. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

24. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
25. 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

= 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

26. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
27. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗   

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗   

28. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗  
= 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗   

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗   

= 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗   

29. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
= 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

30. 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 : 2تمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 :مكعب والمطلوب 

 

+ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗أثبت أنّ  .1 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الطريقة الأولى:

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

𝑙1 = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 2𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 2(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

= 2(𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

= 2(𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑙2 

 

+ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗       الطريقة الثانية: 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

 

𝑙1 = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 3𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 3𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 3𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= 3𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 3𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  = 2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑙2       

 التي تحقق العلاقة الآتية: 𝑀عينّ النقطة  .2

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

=
1

2
(𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) − 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 لدينا من الطلب السابق:

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 ومنهُ:

=
1

2
(2𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐷𝑀⃗⃗إذاً لدينا  ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 𝐵تنطبق على النقطة  𝑀ومنهُ نجد أنّ النقطة 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑙2 𝑙1 

𝑙2 𝑙1 
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 مّى مبدأ المعلم.تس 𝑂اختيار معلم في الفراغ هو إعطاء نقطة  المعلم في الفراغ

, 𝑖)وجملة ثلاثة أشعة  𝑗 , 𝑘⃗ ) .ًليست مرتبطة خطيا 

;𝑂)نرمز إلى هذا المعلم بالرمز  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ , ) . 

, 𝑖)ونسمي الجملة  𝑗 , 𝑘⃗ ) .أساس أشعة الفراغ 

,𝑀(𝑥وفق: 𝑀نقطة من الفراغ إذاً إحداثيات  𝑀لتكن  إحداثيات نقطة في الفراغ 𝑦, 𝑧) :حيث 

𝑥  فاصلة النقطة و𝑦  ترتيب النقطة و𝑧 راقم النقطة 

,𝑢⃗ (𝑥في الفراغ مركباته تعطى وفق:  𝑢⃗ليكن  مركبات شعاع في الفراغ 𝑦, 𝑧)  

= 𝑢⃗بالصيغة:   𝑢⃗ويمكن أن نكتب  𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗  

) 𝑢⃗وفق عمود وفق:  𝑢⃗ويمكن أيضاً أن نكتب 
𝑥
𝑦
𝑧
) 

,𝐴(𝑥𝐴كن لدينا النقطتين: لت إيجاد مركبات شعاع 𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  و𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فإن مركبات الشعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗تعطى وفق:  ⃗   ⃗(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) 

 العمليات على الأشعة:

,𝑢⃗ (𝑥1ليكن لدينا  𝑦1, 𝑧1)  و𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) :ّفإن 

 تساوي شعاعين مجموع شعاعين جداء عدد حقيقي بشعاع

هو شعاع مركباته تنتج من ضرب هذا العدد 

 بمركبات الشعاع أي:

𝐾𝑢⃗ = (
𝐾𝑥1
𝐾𝑦1
𝐾𝑧1

) 

 هو شعاع مركباته تنتج من 

جمع مركبات الشعاع الأول مع مقابلاتها من 

 الشعاع الثاني أي:

𝑤⃗⃗ = 𝑢⃗ + 𝑣 = (

𝑥1 + 𝑥2
𝑦1 + 𝑦2
𝑧1 + 𝑧2

) 

= 𝑢⃗إذا كان لدينا  𝑣   

 فهذا يكافئ أن:

𝑢⃗ = 𝑣 → (

𝑥1 = 𝑥2
𝑦1 = 𝑦2
𝑧1 = 𝑧2

) 

  إيجاد إحداثيات النقاط:

 فكرة الحل نص السؤال الفكرة

إحداثيات نقطة 

 منتصف 

 قطعة مستقيمة

,𝐴(𝑥𝐴ليكن لدينا النقاط:  𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  

,𝐵(𝑥𝐵و  𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)  جد إحداثيات النقطة𝐼 

 [𝐴𝐵]منتصف القطعة المستقيمة 

 تعطى وفق: [𝐴𝐵]منتصف القطعة المستقيمة 𝐼إن إحداثيات النقطة 

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

) 

إحداثيات مركز 

 ثقل المثلث

تلاثي  )نقطة 

 المتوسطات

,𝐴(𝑥𝐴ليكن لدينا النقاط: 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴)  و

𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)  و𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶) 

  𝐺جد إحداثيات  *

  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث 

  𝐺جد إحداثيات  *

 مركز تلاقي المتوسطات

 تعطى وفق: 𝐺إن إحداثيات 

𝐺 (
𝑥𝐴+𝑥𝐵+𝑥𝐶

3
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵+𝑦𝐶

3
,
𝑧𝐴+𝑧𝐵+𝑧𝐶

3
)  

إحداثيات مركز 

متوازي 

 الأضلاع

,𝐴(𝑥𝐴ليكن لدينا النقاط:  𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  و

𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) و𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶)  

𝐷(𝑥𝐷و  , 𝑦𝐷 , 𝑧𝐷)  جد إحداثيات النقطة𝐾  مركز

 𝐴𝐵𝐶𝐷ازي الأضلاع متو

  𝐴𝐵𝐶𝐷مركز متوازي الأضلاع  𝐾إن إحداثيات النقطة 

 نقطة تلاقي قطريه أيّ )منتصف أحد أقطاره( أيّ: 

 [𝐴𝐷]منتصف  𝐾إمّا الـ  *

 [𝐶𝐵]منتصف  𝐾أو الـ  *

إحداثيات نقطة 

بمعلومية علاقة 

شعاعية 

وإحداثيات باقي 

 النقط

لعلاقة الشعاعية جد إحداثيات النقطة التي تحقق ا

 )بحيث العلاقة الشعاعية معطاة(
,𝑥)نفرض النقطة المجهولة  * 𝑦, 𝑧) . 

 نعوض في العلاقة الشعاعية المعطاة. *

 نطبق العمليات على الأشعة. *

 نحصل على معادلات من الدرجة الأولى  *

 .  𝑧 و 𝑦 و 𝑥بالمجاهيل 

 ة.نحل المعادلات السابقة فنحصل على إحداثيات النقطة المطلوب *

إحداثيات النقطة 

التي تجعل 

الرباعي متوازي 

 أضلاع

,𝐴(𝑥𝐴لتكن لدينا النقاط: 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴) 

𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) و 𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶) 

التي تجعل الرباعي   𝑀جد إحداثيات النقطة 

𝐴𝐵𝐶𝑀 .متوازي الأضلاع 

,𝑀(𝑥نفرض النقطة المطلوبة  * 𝑦, 𝑧)  

 نرسم شكل تقريــــبي: *

 نأخذ علاقة شعاعية من الشكل. *

 نعوض في العلاقة. *

 نطبق العمليات على الأشعة. *

 نحصل على معادلات من الدرجة الأولى  *

 .  𝑧 و 𝑦 و 𝑥بالمجاهيل 

 نحل المعادلات السابقة  *

 فنحصل على إحداثيات النقطة المطلوبة.

𝐴 𝐵 

𝐶 

𝐺 

𝐴 𝐵 

𝐶 𝐷 
𝐾 
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إحداثيات نقطة 

نظيرة نقطة 

 ةبالنسبة إلى نقط

 

 

 

 𝐶أوجد إحداثيات النقطة 
 . 𝐴بالنسبة إلى  𝐵نظيرة 

 

,𝐶(𝑥نفرض النقطة المطلوبة  * 𝑦, 𝑧)  

ون في نرسم شكل تقريــــبي، حيث النقطة التي تأتي بعد كلمة بالنسبة تك *

 المنتصف.

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗نأخذ علاقة شعاعية من الشكل ولتكن مثلاً: *  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 س المنحى والجهة.مع الانتباه على أن يكون للشعاعين نف *

 نعوض في العلاقة. *

 نطبق العمليات على الأشعة. *

 .  𝑧 و 𝑦 و 𝑥نحصل على معادلات من الدرجة الأولى بالمجاهيل  *

 نحل المعادلات السابقة فنحصل على إحداثيات النقطة المطلوبة. *

إحداثيات نقطة 

نظيرة نقطة 

 بالنسبة إلى المبدأ

 

 𝐵جد إحداثيات النقطة 
 النسبة إلى المبدأ.ب 𝐴نظيرة 

 هي  𝐵تكون إحداثيات النقطة 

 أي أننا نغير الإشارات فقط. 𝐴عكس إحداثيات النقطة  

 

 تمرين شامل: لتكن لدينا النقاط:

𝐵(−1,0,2) 𝐴(5,2,1) 
𝐷(0,−2,2) 𝐶(3,1,−2) 
𝐹(−1,1,0) 𝐸(3,−1,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗جد مركبات كل من  .1 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−6,−2,1) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−3,4) 

 الذي يحقق العالقة:  𝑢⃗جد مركبات الشعاع  .2

𝑢⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
2

3
𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 2(
−6
−2
   1
) +

2

3
(
−3
−1
   5
) 

(
−12
−4
2
) +

(

 
 

−2

−
2

3

   
10

3 )

 
 
=

(

 
 

 −14

−
14

3

   
16

3 )

 
 

 

 الذي يحقق العلاقة:  𝑣جد مركبات الشعاع  .3

𝑣 = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

5
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= (
6
2
−1
) −

1

5
(
−3
−3
4
) + 3(

−4
0
2
) 

= (
6
2
−1
) +

(

 
 
 

3

5
3

5

−
4

5)

 
 
 
+ (

−12
0
6
) =

(

 
 
 
−
27

5

   
13

5

   
21

5 )

 
 
 

 

 التي تحقق العلاقة: 𝑀جد إحداثيات النقطة  .4

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝑀(𝑥لتكن النقطة  𝑦, 𝑧) :ُومنه 

(
3 − 𝑥
1 − 𝑦
−2 − 𝑧

) = −2(
4
1
−4
) + (

−2
−1
−3
) 

(
3 − 𝑥
1 − 𝑦
−2 − 𝑧

) = (
−8
−2
8
) + (

−2
−1
−3
) 

(
3 − 𝑥
1 − 𝑦
−2 − 𝑧

) = (
−10
−3
5
) 

 وهي تكافئ:

* 3 − 𝑥 = −10 → 𝑥 = 13 

* 1 − 𝑦 = −3 → 𝑦 = 4 

* −2 − 𝑧 = 5 → 𝑧 = −7 

⟹𝑀(13,4,−7) 

  𝐼جد إحداثيات النقطة  .5

 [𝐵𝐶]منتصف القطعة المستقيمة 

* 𝑥𝐼 =
𝑥𝐵+𝑥𝐶

2
=

−1+3

2
=

2

2
= 1 

* 𝑦𝐼 =
𝑦𝐵+𝑦𝐶

2
=

0+1

2
=

1

2
 

* 𝑧𝐼 =
𝑧𝐵+𝑧𝐶

2
=

2−2

2
= 0 

⟹ 𝐼 (1,
1

2
, 0) 

  𝐺جد إحداثيات النقطة  .6

 (𝐷𝐹𝐸)مركز ثقل المثلث 

* 𝑥𝐺 =
𝑥𝐷+𝑥𝐹+𝑥𝐸

3
=

0−1+3

3
=

2

3
 

* 𝑦𝐺 =
𝑦𝐷+𝑦𝐹+𝑦𝐸

3
=

−2+1−1

3
=

−2

3
 

* 𝑧𝐺 =
𝑧𝐷+𝑧𝐹+𝑧𝐸

3
=

2+0−3

3
= −

1

3
 

⟹ 𝐺 (
2

3
,−
2

3
,−
1

3
) 

متوازي أضلاع ثم  𝐴𝐵𝐶𝐾التي تجعل  𝐾جد إحداثيات النقطة  .7

 مركز متوازي الأضلاع. 𝑁احسب إحداثيات النقطة 

  𝐾إيجاد إحداثيات النقطة  *

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐶𝐾التي تجعل الرباعي 

,𝐾(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗                   ا: وليكن لدين  ⃗ = 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−6
−2
1
) = (

3 − 𝑥
1 − 𝑦
−2 − 𝑧

) 

 وهي تكافئ:

* −6 = 3 − 𝑥 → 𝑥 = 9 

* −2 = 1 − 𝑦 → 𝑦 = 3 

* 1 = −2 − 𝑧 → 𝑧 = −3 

⟹𝐾(9,3,−3) 

𝐴 𝐵 

𝐶 𝐾 
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مركز متوازي الأضلاع هي نقطة تلاقي  𝑁إيجاد إحداثيات النقطة  *

 ومنهُ: [𝐴𝐶]منتصف  𝑁قطريه )منتصف أحد أقطاره( أيّ أنّ 

* 𝑥𝑁 =
𝑥𝐴+𝑥𝐶

2
=

5+3

2
=

8

2
= 4 

* 𝑦𝑁 =
𝑦𝐴+𝑦𝐶

2
=

2+1

2
=

3

2
 

* 𝑧𝑁 =
𝑧𝐴+𝑧𝐶

2
=

1−2

2
= −

1

2
 

⟹ 𝑁(4,
3

2
, −
1

2
) 

 

 وفق: [𝐾𝐵]منتصف  𝑁أو أنّ 

* 𝑥𝑁 =
𝑥𝐾+𝑥𝐵

2
=

9−1

2
=

8

2
= 4 

* 𝑦𝑁 =
𝑦𝐾+𝑦𝐵

2
=

3−0

2
=

3

2
 

* 𝑧𝑁 =
𝑧𝐾+𝑧𝐵

2
=

−3+2

2
= −

1

2
 

⟹ 𝑁(4,
3

2
, −
1

2
) 

  𝐶نظيرة  𝐻جد إحداثيات النقطة  .8

 𝐵بالنسبة إلى 

,𝐻(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) :وليكن لدينا 

𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−1 − 𝑥
0 − 𝑦
2 − 𝑧

) = (
4
1
−4
) 

 وهي تكافئ:

* −1 − 𝑥 = 4 → 𝑥 = −5 

* −𝑦 = 1 → 𝑦 = −1 

* 2 − 𝑧 = −4 → 𝑧 = 6 

⟹𝐾(−5,−1,6) 

  𝐹نظيرة  𝐿ثيات النقطة جد إحدا .9

 بالنسبة إلى المبدأ

 𝐿(1,−1,0)هي  𝐿إن إحداثيات النقطة 

 

  أنواع المعالم:

 المعلم الكيفي المعلم المتعامد المعلم المتجانس

;𝑂)نقول بإن المعلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  :معلم متجانس إذا تحقق 

* 𝑖   و𝑗   و𝑘⃗  متعامدة مثنى مثنى 

 يساوي واحدة الطول أي:  𝑘⃗و   𝑗و   𝑖نظيم كل من  *

||𝑖 || = ||𝑗 || = ||𝑘⃗ || = 1 

;𝑂)نقول بإن المعلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  معلم متعامد إذا

 متعامدة مثنى مثنى   𝑘⃗و   𝑗و   𝑖تحقق: 

 )أي وجود ثلاثية متعامدة(

 :المعلم المتعامد  ملاحظة 

 يمكن تحويله إلى معلم متجانس

  𝑘⃗و   𝑗و   𝑖كيفي إذا كانت  نقول إن المعلم
غير متعامدة مثنى مثنى )عدم وجود ثلاثية 

 متعامدة(

 

 متى يمكن وضع معلم متجانس؟ 

 في حالة المكعب *

 في حالة متوازي المستطيلات بشرط أبعاده معلومة *

 في حالة الهرم بشرط وجود ثلاثية متعامدة وبشرط أبعاده معلومة *

 جود ثلاثية متعامدة وبشرط أبعاده معلومةفي حالة رباعي الوجوه بشرط و *

  إيجاد إحداثيات النقاط بالاعتماد على معلم متجانس:

 تمهيد: أولاً: المكعب:

 عندما يكون الشكل مكعب فهذا يعني وجود ثلاثية متعامدة أي وجود معلم متعامد *

 1طول حرفه هو عندما يكون طول حرف المكعب غير معلوم يمكننا أن نأخذ معلم متجانس باعتبار  *

 فكرة الحل نص السؤال

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب طول حرفه𝑎  باختيار معلم متجانس

 ، جد إحداثيات النقاط المشكلة لرؤوسه. 𝐴مبدؤه 

 

 
 

 

 

 

 

;𝐴)لدينا المعلم المتجانس: 
1

𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑎
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

𝑎
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

 إيجاد إحداثيات النقاط رؤوس المكعب تعطى وفق:

 الاعتماد على اسم المعلم نحدد النقاط:ب

𝐸(0,0, 𝑎) 𝐴(0,0,0) 
𝐷(0, 𝑎, 0) 𝐵(𝑎, 0,0) 

 𝑦و  𝑥حيث يكون لها  𝐶بالاعتماد على المستوي الأرضي نحدد إحداثيات النقطة 
,𝐶(𝑎                           وفق: 𝑧وليس لها  𝑎, 0) 

وذلك بأخذ  𝐻و  𝐹و  𝐺نقاط بالاعتماد على المستوي العلوي نحدد إحداثيات ال

 لأنّ له ارتفاع وفق: 𝑧إحداثيات نقاطه من المستوي الأرضي مع تعديل حقل الـ 

𝐻(0, 𝑎, 𝑎) 𝐹(𝑎, 0, 𝑎) 
𝐺(𝑎, 𝑎, 𝑎)  

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  باختيار معلم متجانس  3مكعب طول حرفه

 ، جد إحداثيات النقاط المشكلة لرؤوسه. 𝐷مبدؤه 

 
 

;𝐷)المتجانس: لدينا المعلم
1

3
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 إيجاد إحداثيات رؤوس المكعب تعطى وفق:

𝐻(0,0,3) 𝐷(0,0,0) 
𝐸(3,0,3) 𝐴(3,0,0) 
𝐺(0,3,3) 𝐶(0,3,0) 
𝐹(3,3,3) 𝐵(3,3,0)  
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  ثانياً: متوازي مستطيلات أبعاد معلومة:تمهيد:

 ية متعامدةفي حالة متوازي المستطيلات يوجد ثلاث *

 في حالة متوازي المستطيلات الذي أبعاده معلومة يمكن وضع معلم متجانس. *

 في حالة متوازي المستطيلات الذي أبعاده غير معلومة لا يمكن وضع معلم متجانس. *

 فكرة الحل نص السؤال

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  متوازي مستطيلات فيه𝐴𝐵 = 𝑎  و

𝐵𝐹 = 𝑏  و𝐹𝐺 = 𝑐 س مبدؤه باختيار معلم متجان𝐴  أوجد

 إحداثيات النقاط رؤوس المكعب:

 
 

 

 

;𝐴)لدينا المعلم المتجانس: 
1

𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑏
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑐
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  

 إيجاد إحداثيات النقاط رؤوس المكعب تعطى وفق:

 بالاعتماد على اسم المعلم نحدد النقاط:

𝐷(0,0, 𝑐) 𝐴(0,0,0) 
𝐸(0, 𝑏, 0) 𝐵(𝑎, 0,0) 

 𝑧وليس لها  𝑦و  𝑥حيث يكون لها  𝐹لى المستوي الأرضي نحدد إحداثيات النقطة بالاعتماد ع
,𝐹(𝑎               وفق: 𝑏, 0) 

وذلك بأخذ إحداثيات نقاطه  𝐻و  𝐺و  𝐶بالاعتماد على المستوي العلوي نحدد إحداثيات النقاط 

 لأنّ له ارتفاع وفق: 𝑧من المستوي الأرضي مع تعديل حقل الـ 

𝐻(0, 𝑏, 𝑐) 𝐶(𝑎, 0, 𝑐) 
𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐)  

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  متوازي مستطيلات فيه𝐴𝐵 = و  4

𝐵𝐹 = 𝐹𝐺و  3 = أوجد  𝐸باختيار معلم متجانس مبدؤه  5

 إحداثيات النقاط رؤوس المكعب:

 
 

;𝐸)لدينا المعلم المتجانس:
1

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

5
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 لمكعب تعطى وفق:إيجاد إحداثيات النقاط رؤوس ا

𝐻(0,0,5) 𝐸(0,0,0) 
𝐷(3,0,5) 𝐴(3,0,0) 
𝐺(0,4,5) 𝐹(0,4,0) 
𝐶(3,4,5) 𝐵(3,4,0)  

  ثالثاً: هرم يحوي ثلاثية متعامدة وأبعاده معلومة:

 فكرة الحل نص السؤال

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸  هرم رأسه𝐴  وقاعدته𝐵𝐶𝐷𝐸  مربع طول ضلعه

𝑎  ولدينا(𝐴𝐵) قاعدة عمودي على ال(𝐵𝐶𝐷𝐸)  

𝐵𝐴و  = 𝑐  باختيار معلم متجانس مناسب أوجد إحداثيات

 النقاط رؤوس الهرم.

 

 

 لدينا المعلم المتجانس:

(𝐵;
1

𝑎
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑎
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑐
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

انتبه: دائماً في هذه الحالة يكون المبدأ هو الحرف المشترك بين المستقيم العمودي على 

 ومنهُ تكون إحداثيات النقاط رؤوس الهرم تعطى وفق:القاعدة والقاعدة 

𝐴(0,0, 𝑐) 𝐵(0,0,0) 
𝐸(0, 𝑎, 0) 𝐶(𝑎, 0,0) 

𝐷(𝑎, 𝑎, 0)  
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸  هرم رأسه𝐸  وقاعدته𝐴𝐵𝐶𝐷  مستطيل فيه

𝐵𝐶 = 𝐶𝐷و  4 = عمودي على القاعدة  (𝐴𝐸)ولدينا  3

(𝐴𝐵𝐶𝐷)  و𝐴𝐸 =  باختيار معلم متجانس مناسب 2√4

  أوجد إحداثيات النقاط رؤوس الهرم.

 

 لدينا المعلم المتجانس:

(𝐴;
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

4√2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 إيجاد إحداثيات النقاط رؤوس الهرم تعطى وفق:

𝐸(0,0,4√2) 𝐴(0,0,0) 

𝐷(0,4,0) 𝐵(3,0,0) 
𝐶(3,4,0)  

 علومة:تمهيد: رابعاً: رباعي وجوه يحوي ثلاثية متعامدة وأبعاده م

 رباعي الوجوه هو هرم قاعدته مثلث. *

 في حال عدم معرفة الأطوال في حالة رباعي الوجوه فهذا يعني عدم إمكانية وضع معلم متجانس *

 فكرة الحل نص السؤال

𝐴𝐵𝐶𝐷  رباعي وجوه رأسه𝐴  وقاعدته𝐵𝐶𝐷  مثلث قائم في

𝐵 :وفيه𝐵𝐶 = 𝑎   و𝐵𝐷 = 𝑏  ولدينا(𝐴𝐵) لى عمودي ع

𝐴𝐵ويتحقق  (𝐵𝐶𝐷)القاعدة  = 𝑐  باختيار معلم متجانس

 مناسب أوجد إحداثيات النقاط رؤوس رباعي الوجوه

 
 

;𝐵)لدينا المعلم المتجانس:
1

𝑎
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑏
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

1

𝑐
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 إحداثيات النقاط رؤوس رباعي الوجوه تعطى وفق:

𝐶(𝑎, 0,0) 𝐵(0,0,0) 
𝐴(0,0, 𝑐) 𝐷(0, 𝑏, 0)  
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𝐴𝐵𝐶𝐷  رباعي وجوه رأسه𝐴  وقاعدته𝐵𝐶𝐷  مثلث قائم في

𝐵 :وفيه 

𝐵𝐶 = 𝐵𝐷و   3 = عمودي على القاعدة  (𝐴𝐵)ولدينا  4

(𝐵𝐶𝐷)  ويتحقق𝐴𝐵 = باختيار معلم متجانس  3√4

 مناسب أوجد إحداثيات النقاط رؤوس رباعي الوجوه

 

 لدينا المعلم المتجانس:

(𝐵;
1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

1

4√3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 إحداثيات النقاط رؤوس رباعي الوجوه تعطى وفق:

𝐶(3,0,0) 𝐵(0,0,0) 

𝐴(0,0,4√3) 𝐷(0,4,0) 
 

  نظيم شعاع )المسافة بين نقطتين(:

 فكرة الحل نص السؤال الفكرة

,𝑢⃗ (𝑥 شعاعالليكن لدينا  نظيم شعاعقانون  𝑦, 𝑧)  جد ،||𝑢⃗ ||   ||𝑢⃗ ||  = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

المسافة بين 

 نقطتان

 ليكن لدينا النقطتين: 

𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑧𝐵) 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 
  𝐴𝐵جد المسافة 

𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)

2 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)
2 

 ين نقطتين لا تطبق إلا في معلم متجانس دستور نظيم شعاع ودستور المسافة ب انتبه وتذكر

 ً  قيمة نظيم شعاع والمسافة بين نقطتان هي مقدار موجب تماما

  تطبيقات المسافة بين نقطتين في الفراغ:

 فكرة الحل نص السؤال التطبيق

 

 

 

 

 تحديد نوع المثلث

 ليكن لدينا النقاط:

𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴)  

 𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) 

𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶) 
والمطلوب: حدد نوع المثلث 

𝐴𝐵𝐶  

 نوجد أطوال أضلاع المثلث ونحدد نوعه من حيث أطوال أضلاعه. *

 في حال كان المثلث متساوي الساقين أو مختلف الأضلاع فإننا نختبر كونه قائماً، وفق: *

 نربع طول الضلع الأطول. -

 معهما ونميز:نربع طولي الضلعين الباقيين ونج -

 :الحالة الأولى: إذا تحقق 

مربع طول الضلع الأطول يكون المثلث قائم ووتره الضلع  =مجموع مربعي الضلعين الباقيين 

 الأطول.

 :الحالة الثانية: إذا تحقق 

 مربع طول الضلع الأطول فإن المثلث غير قائم ≠مجموع مربعي الضلعين الباقيين 

 

 

انتماء نقطة إلى 

المستوي 

محوري للقطعة ال

 المستقيمة

تنتمي إلى المستوي  𝑀هل النقطة 

 [𝐴𝐵]المحوري للقطعة المستقيمة 

 حيث:

𝐴(𝑥𝐴 , 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 

  𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) 

𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶) 

 . 𝑀𝐴نوجد المسافة  *

 . 𝑀𝐵نوجد المسافة  *

 نميز حالتين: *

  :الحالة الأولى: إذا تحقق𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

 [𝐴𝐵]تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑀فإن النقطة 

 :الحالة الثانية: إذا تحقق𝑀𝐴 ≠ 𝑀𝐵    

 [𝐴𝐵]لا تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑀فإن النقطة 

 فكرة الحل نص السؤال التطبيق

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتماء نقطة 

 إلى كرة

 النمط الأول:

تنتمي إلى الكرة التي  𝑀لنقطة هل ا

 𝑅ونصف قطرها  𝛺مركزها 
   𝑀𝛺نوجد المسافة بين النقطة ومركز الكرة ولتكن مثلاً  *

 نميز حالتين: *

  الحالة الأولى: إذا كان𝑅 = 𝑀𝛺   

 تنتمي إلى الكرة. 𝑀فالنقطة 

  الحالة الثانية: إذا كان𝑅 ≠ 𝑀𝛺   

 لا تنتمي إلى الكرة. 𝑀فالنقطة 

 لثانيالنمط ا

 

 

 𝐴 و 𝐵 و 𝐶 و 𝐷 و 𝐸هل النقاط 

 𝛺تنتمي إلى الكرة التي مركزها 
 

 

 

 

 نوجد المسافات بين جميع النقاط ومركز الكرة. *

 نميز حالتين: *

 :الحالة الأولى 

ونصف  𝛺إذا كانت جميع المسافات السابقة متساوية فإن جميع النقاط تقع على كرة واحدة مركزها 

 ن المركز وإحدى النقاط.قطرها هو المسافة بي

 :الحالة الثانية 

 إذا كانت جميع المسافات غير متساوية فالنقاط لا تقع على كرة واحدة.
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 إحداثيات نقطة تقع 

على أحد المحاور 

الإحداثية ومتساوية 

 البعد عن نقطتين

 

-التراتيب-جد علة محور )الفواصل

 متساوية البعد 𝐶الرواقم( نقطة 

 𝐵و  𝐴عن 
 

 نقطة المطلوب وفق:نفرض ال *

,𝐶(𝑥إذا كانت واقعة على محور الفواصل:  - 0,0) 

,𝐶(0إذا كانت واقعة على محور التراتيب:  - 𝑦, 0) 

,𝐶(0,0إذا كانت واقعة على محور الرواقم:  - 𝑧) 

 فإنهّ يتحقق: 𝐵و  𝐴متساوية البعد عن  𝐶بما أنّ  *

𝐶𝐴 = 𝐶𝐵…(∗) 

 ونصلح وصولاً للمطلوب. (∗)نعوض في العلاقة  *

 

 نتأمل النقاط: تمرين:

𝐵(√2,−√2, 0) 𝐴(1,1, √2) 

قائم  𝐴𝐵𝐶أثبت أن المثلث  𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐴نظيرة  𝐶و 

فإن  𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐴نظيرة  𝐶بما أنّ ، ومتساوي الساقين

 𝐴عكس إحداثيات النقطة  𝐶إحداثيات النقطة 

𝐶(−1,−1,−√2) 

* 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(√2 − 1,−√2 − 1,−√2) 

𝐴𝐵 = √(√2 − 1)
2
, (−√2 − 1)

2
, (−√2)

2
= √8 

* 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,−2,−2√2) 

𝐴𝐶 = √4 + 4 + 8 = √16 = 4  

* 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1 − √2,−1 + √2,−√2) 

𝐵𝐶 = √(−1 − √2)
2
, (−1 + √2)

2
, (−√2)

2
= √8  

 متساوي الساقين. (𝐴𝐵𝐶)ومنهُ المثلث 

 نختبر كونه قائماً وفق:

(𝐴𝐵)2 = (𝐵𝐶)2 + (𝐴𝐶)2 

16 = 8 + 8 

16 = 16 

 ومتساوي الساقين. 𝐶قائم في  (𝐴𝐵𝐶)إذاً المثلث 

 لدينا النقطتان: تمرين:

𝐵(3,0,1) 𝐴(5,2,−1) 
تنتمي إلى المستوي  𝐸(3,2,1)و  𝐶(−2,5,−2)بين أيّ النقاط 

 [𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

 : 𝐶اختبار انتماء النقطة 

 وفق: 𝐶𝐴 المسافة إيجاد

* 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(7, −3,1) 

→ 𝐶𝐴 = √49 + 9 + 1 = √59  
 

 وفق: 𝐶𝐵 المسافة إيجاد

* 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(5, −5,3) 

→ 𝐶𝐴 = √25 + 25 + 9 = √59  
𝐶𝐴نلاحظ أنّ  = 𝐶𝐵  ومنهُ النقطة𝐶  تنتمي إلى المستوي المحوري

 [𝐴𝐵]للقطعة المستقيمة 

 : 𝐸اختبار انتماء النقطة 

 وفق: 𝐸𝐴 المسافة إيجاد

* 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−2) 

→ 𝐸𝐴 = √4 + 0 + 4 = √8  
 وفق: 𝐸𝐵 المسافة إيجاد

* 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −2,0) 

→ 𝐸𝐴 = √0 + 4 + 0 = 2  
𝐸𝐴 :نلاحظ أنّ  ≠ 𝐸𝐵  ومنهُ النقطة𝐸  لا تنتمي إلى المستوي المحوري

 [𝐴𝐵]للقطعة المستقيمة 

 تمرين:

𝑟ونصف قطرها  𝐴(2,3,−1)لدينا كرة مركزها  = هل النقطة  5

𝐵(2,8,−1) الكرة السابقة؟ تنتمي إلى 

 وفق: 𝐴𝐵نوجد المسافة 

* 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,5,0) 

→ 𝐴𝐵 = √0 + 25 + 0 = 5  
𝐴𝐵نلاحظ أنّ  = 𝑟  ومنهُ النقطة𝐵  تنتمي إلى الكرة التي مركزها𝐴 

𝑟ونصف قطرها  = 5 

 نتأمل النقاط:تمرين: 

𝐵(2,8,−1) 𝐴(2,3,−1) 
𝐷(−1,3,3) 𝐶(7,3,−1) 

𝐸(5,3,3) 
  𝐸و  𝐷 و 𝐶و  𝐵أثبت أنّ النقاط 

 . 𝐴تقع على كرة واحدة مركزها 

 وفق: 𝐴𝐵إيجاد المسافة 

* 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,5,0) 

→ 𝐴𝐵 = √0 + 25 + 0 = 5  
 وفق: 𝐴𝐶إيجاد المسافة 

* 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(5,0,0) 

→ 𝐴𝐶 = √25 + 0 + 0 = 5  
 وفق: 𝐴𝐷إيجاد المسافة 

* 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−3,0,4) 

→ 𝐴𝐷 = √9 + 0 + 16 = 5  
 وفق: 𝐴𝐸إيجاد المسافة 

* 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,4) 

→ 𝐴𝐸 = √9 + 0 + 16 = 5  
 نلاحظ أنّ: 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 = 5 

 تقع على كرة  𝐸و  𝐷و  𝐶و  𝐵إذاً النقاط 

𝑟ونصف قطرها  𝐴واحدة مركزها  = 5 

;𝑂)نتأمل في المعلم المتجانس تمرين: 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :النقطتين 

𝐵(2,−2,3) 𝐴(1,0,1) 
 . 𝐵 و 𝐴أوجد نقطة تنتمي لمحور الفواصل متساوية البعد عن 

,𝐶(𝑥تنتمي لمحور الفواصل  𝐶لتكن النقطة  متساوية  𝐶وبما أنّ  (0,0

𝐶𝐴فإنّه يتحقق:  𝐵و  𝐴البعد عن  = 𝐶𝐵 

√(1 − 𝑥)2 + 1 = √(2 − 𝑥)2 + 4 + 9 

 نربع الطرفين:

(1 − 𝑥)2 + 1 = (2 − 𝑥)2 + 13 

1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 = 4 − 4𝑥 + 𝑥2 + 13 

𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 𝑥2 − 4𝑥 + 17 

−2𝑥 + 4𝑥 = 17 − 2 

2𝑥 = 15 
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𝑥 =
15

2
 

𝐶إذاً النقطة  (
15

2
,  تنتمي (0,0

 . 𝐵و  𝐴لمحور الفواصل ومتساوية البعد عن 
 تمرين:

 عدداً حقيقياً ولنتأمل النقاط: 𝛼ليكن 

𝐵(−1,5,−3) 𝐴(3,1,−3) 
𝐶(−1,1, 𝛼) 

 متساوي الساقين أياً  (𝐴𝐵𝐶)أثبت أنّ المثلث 

 ضلاع؟، أيمكن أن يكون متساوي الأ 𝛼كان 

 متساوي الساقين: (𝐴𝐵𝐶)إثبات أنّ المثلث 

 لدينا:

* 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0) 

→ 𝐴𝐵 = √16 + 16 + 0 = √32  

* 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,0, 𝛼 + 3) 

→ 𝐴𝐶 = √16 + (𝛼 + 3)2  

* 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −4, 𝛼 + 3) 

→ 𝐵𝐶 = √16 + (𝛼 + 3)2  

 متساوي الساقين. (𝐴𝐵𝐶)ومنهُ المثلث 

 

 أيمكن أن يكون متساوي الأضلاع؟

𝐴𝐶متساوي الأضلاع يجب أن يتحقق:  (𝐴𝐵𝐶)المثلث حتى يكون  =

𝐴𝐵 

√16 + (𝛼 + 3)2 = √32 

 نربع الطرفين:

16 + (𝛼 + 3)2 = 32 

16 + 𝛼2 + 6𝛼 + 9 = 32 

𝛼2 + 6𝛼 − 7 = 0 

(𝛼 + 7)(𝛼 − 1) = 0 

𝛼 إما = −7 

𝛼 أو = 1 

متساوي الأضلاع يجب أن تكون:  (𝐴𝐵𝐶)ومنهُ حتى يكون المثلث 

𝛼 = 𝛼أو  1 = −7 

 

 

 

 

 

 

 الارتباط الخطي لشعاعين:

 𝑘مرتبطين خطياً إذا وفقط إذا نتج أحدهما عن الآخر بضربه بعدد حقيقي أي إذا وجد عدد حقيقي   𝑣و   𝑢⃗يكون الشعاعين  مبرهنة
= 𝑢⃗يحقق:  𝑘𝑣   

= 𝑣يحقق:  ′𝑘أو إذا وجد عدد حقيقي  𝑘′𝑢⃗  

المعنى الهندسي للارتباط 

 الخطي لشعاعين

 كون لهما نفس المنحىي

 

 

 قراءة علاقة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذا كان لدينا:  ⃗ =
−3

5
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نفهم أن الشعاعين  ⃗  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 متوازيان (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)مرتبطان خطياً وبالتالي المستقيمان 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذا كان لدينا:   ⃗ =
−3

5
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نفهم أن الشعاعين  ⃗  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 تقع على استقامة واحدة. 𝐶و  𝐵و  𝐴مرتبطان خطياً والنقاط 

الفائدة من مفهوم الارتباط 

 الخطي لشعاعين

 معرفة توازي مستقيمان أو نفي ذلك

 معرف وقوع ثلاثة نقاط على استقامة واحدة أو نفي ذلك

 

كيفية اختبار الارتباط 

 الخطي لشعاعين
⃗⃗ 𝑢لإختبار الارتباط الخطي لشعاعين   ت:فإننا نميز الحالا  𝑣و  ⃗ 

 الحالة الأولى: 

 جميعها غير صفرية فإننا نختبر تناسب المركبات ونميز:  𝑣و   𝑢⃗إذا كانت مركبات الشعاعين 

 مرتبطين خطياً.   𝑣و   𝑢⃗المركبات متناسبة: يكون الشعاعين 

 غير مرتبطين خطياً.  𝑣و   𝑢⃗المركبات غير متناسبة: يكون الشعاعين 

 الحالة الثانية:

 أو كلاهما تحوي أصفار فإننا نميز:  𝑣و    𝑢⃗نت مركبات أحد الشعاعين إذا كا

ً  أولاً  ً  ثانيا  ثالثا

مركبات كل شعاع تحوي صفراً واحداً فقط والأصفار فوق بعضها 

 فإننا نختبر تناسب المركبات المتبقية ونميز:

 المركبات متناسبة  *

 مرتبطين خطياً   𝑣و   𝑢⃗إذاً الشعاعين 

 التعليل بإستخدام المبرهنة ويكون

 

 المركبات غير متناسبة  *

 غير مرتبطين خطياً   𝑣و   𝑢⃗إذاً الشعاعين 

 ويكون التعليل بإستخدام المبرهنة

الأصفار ليست فوق 

و   𝑢⃗بعضها إذاً الشعاعين 
𝑣  .ًغير مرتبطين خطيا 

ويكون التعليل بإستخدام 

 المبرهنة

 

مركبات كل شعاع 

تحوي صفرين 

 لأصفار فوق بعصها وا

 إذاً: الشعاعين 

𝑢⃗   و𝑣  .ًمرتبطين خطيا 

ويكون التعليل بإستخدام 

 المبرهنة.

 

 

 

 توازي

  

 انطباق
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 أنماط التمارين:

 فكرة الحل نص السؤال النمط

 

 

 

 

 الأول

 

 

 

تقع على  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط  *

 استقامة واحدة

تقع على المستقيم  𝐴هل النقطة  *
(𝐵𝐶) ؟ 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نختبر الارتباط الخطي للشعاعين  * 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 ونميز: *

  الحالة الأولى: إذا كان𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطان خطياً  ⃗ 

 تقع على استقامة واحدة 𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

  الحالة الثانية: إذا كان𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   غير مرتبطان خطياً  ⃗ 

 لى استقامة واحدةليست تقع ع 𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 

 

 

 الثاني

 

 

 

  (𝐴𝐵)هل المستقيمان 

 متوازيان؟ (𝐶𝐷)و 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نختبر الارتباط الخطي للشعاعين  * 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 ونميز: *

  الحالة الأولى: إذا كان𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطان خطياً  ⃗ 

 متوازيان (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)إذاً 

  :ان إذا كالحالة الثانية𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  ً   غير مرتبطان خطيا

 غير متوازيان (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)إذاً 

 

 

 

 الثالث

 

 

 

  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط 
 تشكّل مستوي؟

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗نشكل  *  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نختبر الارتباط الخطي للشعاعين  * 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 ونميز: *

  الحالة الأولى: إذا كان𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطان خطياً  ⃗ 

 تقع على استقامة واحدة  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 فهي لا تشكل مستوي.

  الحالة الثانية: إذا كان𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   غير مرتبطان خطياً  ⃗ 

 لا تقع على استقامة واحدة  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 فهي تشكل مستوي.

 

 التمرين الأول:

ً مرتبطا  𝑣و   𝑢⃗في كل من الحالات الآتية هل   ن خيطا

 الحالة الأولى:

𝑣 (6,−2,4) 𝑢⃗ (3, −1,2) 
 الحل:

 مرتبطين خطياً.  𝑣و   𝑢⃗نلحظ أنّ المركبات متناسبة ومنه الشعاعين 

 الحالة الثانية:

𝑣 (6,−2,5) 𝑢⃗ (3, −1,2) 
 الحل:

نلحظ أنّ:  
3

6
=

−1

−2
≠

2

5
أيّ أنّ المركبات غير متناسبة ومنهُ الشعاعين  

𝑢⃗   و𝑣  .ًغير مرتبطين خطيا 

 الحالة الثالثة:

𝑣 (6,0,−2) 𝑢⃗ (3,0,−1) 
 الحل:

نلحظ أنّ:  
3

6
=

−1

−2
  𝑣و   𝑢⃗أيّ أنّ المركبات متناسبة ومنهُ الشعاعين  

 مرتبطين خطياً.

 الحالة الرابعة:

𝑣 (0,5,2) 𝑢⃗ (0,3,1) 
 الحل:

نلحظ أنّ:  
3

5
≠

1

2
  𝑣و   𝑢⃗ناسبة ومنهُ الشعاعين أيّ أنّ المركبات غير مت 

 غير مرتبطين خطياً.

 

 

 الحالة الخامسة:

𝑣 (6,1,0) 𝑢⃗ (3,0,−1) 
غير مرتبطين خطياً لأنّه لم ينتج   𝑣و   𝑢⃗نلحظ أنّ الشعاعين الحل:

 أحدهما عن الآخر بضربه بعدد.

 الحالة السادسة:

𝑣 (0,0,−5) 𝑢⃗ (0,0,−3) 

= 𝑢⃗نلحظ أنّ:  الحل:
3

5
𝑣   ّأيّ أن𝑢⃗   ينتج عن𝑣   بعد ضربه بعدد ومنه

 مرتبطين خطياً.  𝑣و   𝑢⃗الشعاعين 

 التمرين الثاني:

  𝐶و  𝐵و  𝐴في كل من الحالات بينّ هل النقاط 
 تقع على استقامة واحدة؟

 الحالة الأولى:

𝐶(2,0, −3) 𝐵(0,2,4) 𝐴(3,−1,2) 
 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,3,2)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,−5) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   𝐶و  𝐵و  𝐴غير مرتبطين خطياً وبالتالي النقاط  ⃗ 

 تشكل مستوي. 𝐶و  𝐵و  𝐴لا تقع على استقامة واحدة وبالتالي النقاط 

 الحالة الثانية:

𝐶(0,−1,7) 𝐵(−2,0,5) 𝐴(−4,1,3) 
 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,2)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4, −2,4) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطين خطياً وبالتالي: ⃗ 

 تقع على استقامة واحدة  𝐶و  𝐵و  𝐴النقاط 
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 الحالة الثالثة:

𝐶(1,−1,−3) 𝐵(1,−1,4) 𝐴(1,−1,0) 
 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,4)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ:   ⃗ = −
4

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ وبالتالي الشعاعين مرتبطين خطياً وبالتالي  ⃗ 

 لا تقع على استقامة واحدة  𝐶و  𝐵و  𝐴النقاط 

 التمرين الثالث:

 متوازيان: (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)هل المستقيمان 

 الحالة الأولى:

𝐵(2,−1,3) 𝐴(3,5,2) 
𝐷(−1,−14,2) 𝐶(1,−2,0) 

 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−6,1)   ,   𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,−12,2) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ   ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذاً الشعاعين  ⃗  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  ن خطياً مرتبطا ⃗ 

 متوازيان. (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)وبالتالي المستقيمان 

 الحالة الثانية: 

𝐵(−2,3,2) 𝐴(3,0,−1) 
𝐷(0,−2,2) 𝐶(3,5,2) 

 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−5,3,3)   ,   𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−7,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗غير مرتبطان خطياً وبالتالي المستقيمان  ⃗  و  ⃗ 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  غير متوازيان. ⃗ 

 مرين الرابع:الت

 هل النقاط:

𝐶(1,−1,0) 𝐵(1,−1,4) A(1,−1,3) 
 تعيين مستوي؟

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,1)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ المركبات متناسبة وبالتالي  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  مرتبطان خطياً  ⃗ 

تقع على استقامة واحدة فهي لا تشكل  𝐶و  𝐵و  𝐴وبالتالي النقاط 

 مستوي.

 التمرين الخامس:

 لتقع النقاط: 𝑏و  𝑎أيمكن تعيين 

𝑀(𝑎, 𝑏, 2) 𝐵(3,2,1) A(2,3,0) 
 على استقامة واحدة؟

 الحل:

على استقامة واحدة يجب أن يكون  𝑀و  𝐵و  𝐴حتى تكون النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعين  مرتبطان خطياً ويتحقق ذلك إذا وُجد عدد حقيقي   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

𝜆 :يحقق العلاقة 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 حيث:

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑎 − 2, 𝑏 − 3,2)   ,   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,1) 
 نعوض في العلاقة السابقة وفق:

(
𝑎 − 2
𝑏 − 3
2

) = 𝜆(
1
−1
1
) 

(
𝑎 − 2
𝑏 − 3
2

) = (
𝜆
−𝜆
𝜆
)  

 بالمطابقة نجد أنّ:

{

𝑎 − 2 = 𝜆     … (1)

𝑏 − 3 = −𝜆…(2)

        2 = 𝜆    … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهيل 

 ونحلها وفق:

 نجد أنّ: (3)من 

𝜆 = 2 

 وفق: (1)نعوض في 

𝑎 − 2 = 2 → 𝑎 = 4 

 وفق: (2)نعوض في 

𝑏 − 3 = −2 → 𝑏 = 1 

 إذاً:

⟹𝑀(4,1,2) 
 

 التمرين السادس:

,𝑢⃗ (2ليكون الشعاعين  𝑎هل يمكن تعيين  𝑎, ,𝑣 (1,−2و  (5 𝑎) 

 مرتبطين خطيا؟ً

 الحل:

يحقق  𝜆مرتبطين خطياً إذا وُجد عدد حقيقي   𝑣و   𝑢⃗يكون الشعاعين 

 العلاقة:

𝑢⃗ = 𝜆𝑣  

(
2
𝑎
5
) = 𝜆(

1
−2
𝑎
) 

(
2
𝑎
5
) = (

𝜆
−2𝜆
𝜆𝑎

) 

 بالمطابقة نجد:

{

2 = 𝜆     … (1)

𝑎 = −2𝜆… (2)

5 = 𝜆𝑎    … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نحلها وفق:

 الخطوة الأولى: نأخذ جملة معادلتين ولتكن:

{
2 = 𝜆      … (1)

𝑎 = −2𝜆…(2)
 

 وهذه جملة معادلتين بمجهولين نحلها وفق:

𝜆نجد أنّ  (1)من  = 2 

 وفق: (2)نعوض في 

𝑎 = −2𝜆 

𝑎 = −2(2) → 𝑎 = −4 

 الخطوة الثانية:

 نتحقق من صحة الحل السابق في المعادلة المتبقية:

 وفق: (3)نتحقق في المعادلة 

5 = 𝜆𝑎 

5 = (2)(−4) 

5 ≠ −8 

 إذاً غير محققة والمعادلة مستحيلة الحل.

 مرتبطان خطياً.  𝑣و   𝑢⃗ليكون  𝑎لا يمكن تعييين إذاً 
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 الارتباط الخطي لثلاثة أشعة:

 

 تعريف
  𝑂أنها مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا وجد نقطة   𝑤⃗⃗و   𝑣و   𝑢⃗نقول عن الأشعة 

,𝑂تجعل النقاط  𝐴, 𝐵, 𝐶  :المعرفة وفق𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗   و𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑣   و𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑤⃗⃗   

 ستو واحد.تقع في م

 

 مبرهنة
𝑤⃗⃗  , 𝑣  , 𝑢⃗   ثلاثة أشعة نفترض أن𝑢⃗   و𝑣   غير مرتبطين خطياً عندئذٍ تكون الأشعة𝑢⃗   و𝑣   و𝑤⃗⃗   مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا

 يحققان: 𝑏و  𝑎وجد عددان حقيقيان 

𝑤⃗⃗ = 𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  
المعنى الهندسي للارتباط 

 الخطي لثلاثة أشعة

 ينا ثلاثة أشعة مرتبطة خطياً فهذا يعني أن أحد الأشعة الثلاثة يوازي المستوي المنشأ على الشعاعيين الباقيينإذا كان لد

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذا كان لدينا:  قراءة علاقة  ⃗ = 3𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فهذا يعني أن  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطة خطياً  ⃗ 

 (𝐶𝐷𝐸)يوازي المستوي  (𝐴𝐵)فالمستقيم 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗لدينا: إذا كان   ⃗ = 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فهذا يعني أن  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  مرتبطة خطياً  ⃗ 

 تقع في مستو واحد 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

الفائدة من مفهوم الارتباط 

 الخطي لثلاثة أشعة

 إثبات توازي مستقيم ومستوي

 إثبات وقوع أربعة نقاط في مستو واحد.

 .إثبات تقاطع مستقيمين

كيفية اختبار الارتباط 

 الخطي لشعاعين
  𝑣و   𝑢⃗نحدد منها شعاعين غير مرتبطين خطياً ولتكن فرضاً  *
= 𝑤⃗⃗يحققان العلاقة  𝑏و  𝑎نبحث عن عددين حقيقيين  * 𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  

 ونميز:  *

  :الحالة الأولى 

= 𝑤⃗⃗يحققان العلاقة:  𝑏و  𝑎وجود عددان  𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  

 مرتبطة خطياً.  𝑤⃗⃗و   𝑣و   𝑢⃗إذاً الأشعة 

  :الحالة الثانية 

= 𝑤⃗⃗يحققان العلاقة:  𝑏و  𝑎عدم وجود عددان  𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  

 غير مرتبطة خطياً.  𝑤⃗⃗و   𝑣و   𝑢⃗إذاً الأشعة 

 أنماط التمارين:

 فكرة الحل نص السؤال النمط

 

 

 

 

 

 الأول

 

 

 

 

 

 د؟تقع في مستو واح 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نأخذ الأشعة  * 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  ⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نختبر الارتباط الخطي للأشعة  * 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  ⃗  

 )كما ورد معنا سابقاً(

 ونميز: *

  الحالة الأولى: إذا كانت𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  مرتبطة خطياً  ⃗ 

 تقع في مستو واحد 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 نت الحالة الثانية: إذا كا𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  غير مرتبطة خطياً  ⃗ 

 لا تقع في مستو واحد 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 

 

 

 الثاني

 

 

 

  (𝐴𝐵)هل المستقيم 

 (𝐶𝐷𝐸)يوازي المستوي 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نأخذ الأشعة  * 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نختبر الارتباط الخطي للأشعة  * 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 عنا سابقاً()كما ورد م

 ونميز: *

  الحالة الأولى: إذا كانت𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطة خطياً  ⃗ 

 (𝐶𝐷𝐸)يوازي المتسوي  (𝐴𝐵)إذاً المستقيم 

  الحالة الثانية: إذا كانت𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗   غير مرتبطة خطياً  ⃗ 

 (𝐶𝐷𝐸)لا يوازي المتسوي  (𝐴𝐵)إذاً المستقيم 

 

 

 

 الثالث

 

  𝑢⃗وشعاع توجيهه  𝐴المار من  𝑑نا المستقيم لدي

وشعاع توجيهه  𝐵المار من  𝑑2ولدينا المستقيم 

𝑣   والمطلوب هو إثبات أن المستقيمان𝑑1  و𝑑2 
 متقاطعان

 

 غير متوازيان  𝑑2و  𝑑1نثبت أن المستقيمان  *

 غير مرتبطين خطياً   𝑣و   𝑢⃗وذلك بإثبات أنّ 

 يقعان في مستو واحد  𝑑2و  𝑑1أن  نثبت *

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و   𝑣و   𝑢⃗وذلك بإثبات أنّ الأشعة   مرتبطة خطياً  ⃗ 

 متقاطعان. 𝑑2و  𝑑1وبالتالي يكون 

 ملاحظة: في حال تقاطع مستقيمان فإن تقاطعهما هو نقطة
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 التمرين الأول:

;𝑂)نتأمل في المعلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) ة:النقاط الآتي 

𝐶(5,5,0) 𝐵(1,−2,1) 𝐴(2,0,1) 
𝐸(3,1,2) 𝐷(−3,−5,6) 

وتبين إذا كانت  𝑃إلى مستو واحد  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴أثبت انتماء النقاط 

 . 𝑃تنتمي إلى المستوي  𝐸النقطة 
 الحل:

 : 𝑃إلى مستو واحد  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴إثبات انتماء النقاط 
 لدينا: 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,5,−1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,0) 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−5,−5,5) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 غير مرتبطين خطياً لأن المركبات غير متناسبة.

 يحققان: 𝑏و  𝑎نبحث عن عددين 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−5
−5
5
) = 𝑎 (

−1
−2
0
) + 𝑏 (

3
5
−1
) 

(
−5
−5
5
) = (

−𝑎 + 3𝑏
−2𝑎 + 5𝑏

−𝑏
) 

 وهي تكافئ:

{
−5 = −𝑎 + 3𝑏   … (1)

−5 = −2𝑎 + 5𝑏…(2)

   5 = −𝑏             … (3)
 

 نأخذ الجملة:

{
−5 = −2𝑎 + 5𝑏… (2)

   5 = −𝑏             … (3)
 

 نجد أنّ:  (3)من 

𝑏 = −5 

 فنجد أنّ: (2)نعوض في 

−5 = −2𝑎 − 25 → 𝑎 = −10 

 وفق: (1)نتحقق في 

−5 = −2(−10) − 15 

−5 = −5 

 محققة

 إذاً للجملة حل وحيد ،

𝑎ويوجد عددين  = 𝑏و  10− =  يحققان: 5−

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −10𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 5𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ومنهُ الأشعة الثلاثة  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗ و  𝐴مرتبطة خطياً ومنهُ النقاط  ⃗ 

𝐵  و𝐶  و𝐷  تقع في مستو واحد𝑃 

 : 𝑃تنتمي إلى المستوي  𝐸تبينّ أنّ النقطة 
 يقصد: 

 تقع في مستو واحد 𝐸و  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط 

 الحل:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,5,−1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,0) 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  غير مرتبطين خطياً لأن المركبات غير  ⃗ 

 يحققان العلاقة. 𝑏و  𝑎متناسبة ومنهُ نبحث عن عددين 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
1
1
1
) = 𝑎 (

−1
−2
0
) + 𝑏(

3
5
−1
) 

(
1
1
1
) = (

−𝑎 + 3𝑏
−2𝑎 + 5𝑏

−𝑏
)  

 وهي تكافئ:

{
1 = −𝑎 + 3𝑏   … (1)

1 = −2𝑎 + 5𝑏…(2)

   1 = −𝑏          … (3)
 

 نأخذ الجملة:

{
1 = −2𝑎 + 5𝑏  … (2)

   1 = −𝑏             … (3)
 

 نجد أنّ:  (3)من 

𝑏 = −1 

 فنجد أنّ: (2)نعوض في 

1 = −2𝑎 − 5 → 𝑎 = −3 

 وفق: (1)نتحقق في 

1 = 3 − 3 

1 ≠ 0 

 غير محققة

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗يحققان العلاقة  𝑏و  𝑎إذاً لا يوجد عدين وهذا غير ممكن ،   ⃗ =

𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ و  𝐵و  𝐴ومنهُ الأشعة غير مرتبطة خطياً ومنهُ النقاط  ⃗ 

𝐶  و𝐸  لا تقع في مستو واحد ، ومنهُ النقطة𝐸  لا تنتمي إلى المستوي𝑃  

 التمرين الثاني:

النقطة  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻نتأمل المكعب  

𝐼 من الحرف [CD]  :تحقق المساواة

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 تحقق المساواة: [𝐵𝐶]من  𝐽والنقطة 

𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

يوازي المستوي  (𝐻𝐼)أثبت أن المستقيم 

(EGJ) 

 الحل:

;𝐴)لدينا المعلم المتجانس  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  إذاً: (⃗ 

𝐸(0,0,1) 𝐴(0,0,0) 
𝐹(1,0,1) 𝐵(1,0,0) 
𝐻(0,1,1) 𝐷(0,1,0) 
𝐺(1,1,1) 𝐶(1,1,0) 
 وفق: 𝐼إيجاد إحداثيات النقطة 

,𝐼(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) : 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥

𝑦 − 1
𝑧

) =
1

4
(
1
0
0
) 

(
𝑥

𝑦 − 1
𝑧

) = (

1

4
0
0

) 

 تكافئ:

𝑥 =
1

4
 , 𝑦 = 1 , 𝑧 = 0 

 إذاً:

⟹ 𝐼 (
1

4
, 1,0) 
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 وفق: 𝐽إيجاد إحداثيات النقطة 

,𝐽(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) : 

 لدينا:

𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 1
𝑦
𝑧

) =
3

4
(
0
1
0
) 

(
𝑥 − 1
𝑦
𝑧

) = (

0
3

4
0

) 

 تكافئ:

𝑥 = 1 , 𝑦 =
3

4
 , 𝑧 = 0 

⟹ 𝐽(1,
3

4
, 0) 

 فكرة الحل:

و   𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗إذا كانت الأشعة  (𝐸𝐺𝐽)يوازي المستوي  (𝐻𝐼)يكون المستقيم 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً.  𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ (
1

4
, 0,−1) , 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,0) , 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ (1,

3

4
,−1) 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  غير مرتبطة خطياً لأن المركبات غير متناسبة   𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

 يحققان: 𝑏و  𝑎ومنهُ نبحث عن عددين 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  

(

1

4
0
−1

) = 𝑎 (
1
1
0
) + 𝑏(

1
3

4
−1

) 

(

1

4
0
−1

) = (

𝑎 + 𝑏

𝑎 +
3

4
𝑏

−𝑏

) 

 فئ:تكا

{
 
 

 
 
1

4
= 𝑎 + 𝑏    … (1)

0 = 𝑎 +
3

4
𝑏 … (2)

−1 = −𝑏    … (3)

 

 نأخذ الجملة:

{
0 = 𝑎 +

3

4
𝑏  … (2)

  −1 = −𝑏     … (3)
 

 نجد أنّ:  (3)من 

𝑏 = 1 

 فنجد أنّ: (2)نعوض في 

0 = 𝑎 +
3

4
→ 𝑎 = −

3

4
 

 وفق: (1)نتحقق في 

1

4
= −

3

4
+ 

1

4
=
1

4
 

 محققة

𝑎وجد عددينإذاً للجملة حل وحيد إذاً ي = −
3

4
  

bو  =  يحققان العلاقة: 1

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = −
3

4
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗و   𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗إذاً الأشعة  يوازي  (𝐻𝐼)مرتبطة خطياً إذاً المستقيم   𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

 . (𝐸𝐺𝐽)المستوي 

 التمرين الثالث: 

;𝑂)في معلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  لدينا النقطتان𝐴(3,−1,1)  و𝐵(3,−3,−1) 

هو المستقيم المار  𝑑ولدينا  𝑣 (2,1,−3)و  𝑢⃗ (1,0,−2)عان والشعا

  𝑢⃗والموجه بـ  𝐴بالنقطة 

والمطلوب أثبت   𝑣والموجه بـ  𝐵هو المستقيم المار بالنقطة  ′𝑑ولدينا 

 نقطة تقاطعهما. 𝐼متقاطعان ثم عين  ′𝑑و  𝑑أن المستقيمان 

 الحل:

 الخطوة الأولى:

و   𝑢⃗لا ينتج أحدهما عن الآخر بضربه بعدد حقيقي إذاً   𝑣و   𝑢⃗نلاحظ أنّ 

𝑣   غير مرتبطين خطياً إذاَ المستقيان𝑑  و𝑑′ .غير متوازيان 

 الخطوة الثانية:

 يقعان في مستو واحد: ′𝑑و  𝑑إثبات أنّ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و   𝑣و   𝑢⃗من أجل ذلك فإننا نثبت أنّ الأشعة   مرتبطة خطياً. ⃗ 

𝑢⃗ (1,0, −2) , 𝑣 (2,1,−3) , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,−2,−2) 
يحققان  𝑏و  𝑎غير مرتبطين خطياً ومنهُ نبحث عن عددين   𝑣و   𝑢⃗لدينا 

 العلاقة الآتية:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  

(
0
−2
−2
) = 𝑎 (

1
0
−2
) + 𝑏 (

2
1
−3
) 

(
0
−2
−2
) = (

𝑎
0
−2𝑎

) + (
2𝑏
𝑏
−3𝑏

) 

 تكافئ:

{

    0 = 𝑎 + 2𝑏         … (1)

−2 = 𝑏                    … (2)

−2 = −2𝑎 − 3𝑏    … (3)
 

 نأخذ الجملة:

{
0 = 𝑎 + 2𝑏  … (1)

 −2 = 𝑏        … (2)
 

 نجد أنّ:  (2)من 

𝑏 = −2 

 فنجد أنّ: (1)نعوض في 

0 = 𝑎 − 4 → 𝑎 = 4 

 وفق: (3)نتحقق في 

−2 = −2(4) − 3(−2) 

−2 = −8 + 6 

−2 = −2 

 محققة

𝑎إذاً للجملة حل وحيد إذاً يوجد عددين  = 4  

bو  =  يحققان العلاقة: 2−

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑢⃗ − 2𝑣  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذاً الأشعة   ′𝑑و  𝑑مرتبطة خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑣و   𝑢⃗و  ⃗ 

 متقاطعان. ′𝑑و  𝑑يقعان في مستو واحد ، مما سبق نستنتج أن 

 وفق: ′𝑑و  𝑑نقطة تقاطع  𝐼إيجاد إحداثيات 

,𝐼(𝑥لتكن:  𝑦, 𝑧)  

 إذاً : ′𝑑و  𝑑نقطة تقاطع المستقيمان  Iا أنّ وبم

* 𝐼 ∈ 𝑑  وبالتالي𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗   و𝑢⃗   ً  مرتبطان خطيا

* 𝐼 ∈ 𝑑′  وبالتالي𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗   و𝑣   ً  مرتبطان خطيا
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 ولدينا:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑢⃗ − 2𝑣  
 ولدينا حسب علاقة شال:

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 4𝑢⃗ − 2𝑣  

𝐴𝐼 − 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 4𝑢⃗ − 2𝑣  
 بالمطابقة:

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 4𝑢⃗  

(
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 1

) = 4(
1
0
−2
) 

(
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 1

) = (
4
0
−8
) 

 تكافئ:

𝑥 − 3 = 4 → 𝑥 = 7 

𝑦 + 1 = 0 → 𝑦 = −1 

𝑧 − 1 = −8 → 𝑧 = −7 

⟹إذاً: 𝐼(7,−1,−7) 

 التمرين الرابع:

 [𝐸𝐹]منتصفات  𝐽و  𝐼في الشكل المجاور مكعب 

 والمطلوب: [𝐵𝐶]و 

 أثبت أن: .1

2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗بت أن الأشعة أث .2 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗و    𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و  ⃗  مرتبطة  ⃗ 

 خطياً 

 الطلب الأول:الحل:

2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑙1 = 2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) 

= 2𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗  

= 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑙2 = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑙1إذاً:  = 𝑙2 

 الثاني: الطلب

 لدينا العلاقة: 

2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2(𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  ) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  = −𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = −
1

2
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ومنهُ:

𝐼𝐽⃗⃗⃗الأشعة  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗و    𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗و  ⃗   خطياً.مرتبطة  ⃗ 

 ماذا تستنتج؟؟

 (𝐶𝐸𝐺)يوازي المستوي  (𝐼𝐽)المستقيم 

 

 

 

  مراكز الأبعاد المتناسبة:

                        عدد النقاط              

 الفكرة  

 لثلاثة نقاط لنقطتين

 

 مبرهنة الوجود والتعريف
مركز الأبعاد المتناسبة للنّقطتين  𝐺لدينا النّقطة 

(𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) :ّفإن 𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝛼حيث:  + 𝛽 ≠ 0 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺لدينا النّقطة  𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗فإنّ:  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝛼حيث:  + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0 

 

عدد   𝑘تجانس مركز الأبعاد )

 حقيقي غير معدوم(

 

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة لـ𝐺  إذا كان لدينا 𝛽)و(𝐴, 𝛼) 

,𝐵) لـ متناسبة تكون مركز أبعاد 𝐺فإنّ  𝑘𝛽)و (𝐴, 𝐾𝛼) 

 عدد حقيقي 𝑘حيث 

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺إذا كان لدينا 

,𝐶)لـ 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼)  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ:  𝐺فإنّ  𝑘𝛾)و (𝐵, 𝑘𝛽)و (𝐴, 𝑘𝛼)  

  عدد حقيقي 𝐾حيث 

 

 التساوي الأثق
,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة لـ𝐺  لدينا النقطة a) و (𝐴, a) 

 [𝐴𝐵]هي منتصف  G فهذا يعني أنّ 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺إذا كان  a) و (𝐵, a) و (𝐴, a)  

 (𝐴𝐵𝐶)مركز ثقل المثلث  𝐺تكون 

 

 

 

 

 إحداثيات مركز الأبعاد المتناسبة

,𝐵)متناسبة لـمركز الأبعاد ال 𝐺لدينا النّقطة  𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

 هي: 𝐺فإنّ إحداثياّت النّقطة 

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵
𝛼 + 𝛽

 

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵
𝛼 + 𝛽

 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵
𝛼 + 𝛽

 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺لدينا  𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼)  ّفإن 

 هي:  𝐺إحداثيّات النّقطة 

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
 

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
 

 

 علاقة تفيد في الإنشاء
,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺لدينا  𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗          فإنّ:  ⃗ =
𝛽

𝛼+𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗و    ⃗   ⃗ =

𝛼

𝛼+𝛽
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗   

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺لدينا النّقطة  𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗         فإنّ:  ⃗ =
𝛽

𝛼+𝛽+𝛾
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

 مبرهنة

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺إذا كان لدينا 

,𝐵)لـ 𝛽)و (𝐴, 𝛼)  ولدينا𝑀 طة من الفراغ فإنهّ يتحققّ:نق 

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝛼 + 𝛽)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبةلـ 𝐺إذا كان لدينا  𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

 من الفراغ فإنهّ يتحقّق: 𝑀ولدينا النقطة

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
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                        عدد النقاط              

 الفكرة  

 لأربعة نقاط

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺لدينا النقّطة  مبرهنة الوجود والتعريف 𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) :ّفإن 𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛿𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼بحيث:   0⃗ + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 ≠ 0 

عدد   𝑘تجانس مركز الأبعاد )

 حقيقي غير معدوم(
,𝐷)ركز الأبعاد المتناسبة لـم 𝐺لدينا النقّطة  𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼)  

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة لـ:  𝐺فإنّ  𝑘𝛿)و (𝐶, 𝑘𝛾)و (𝐵, 𝑘𝛽)و (𝐴, 𝑘𝛼) 

 عدد حقيقي 𝑘حيث 

 

 تساوي الأثقال
,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺لدينا النقّطة a)و (𝐶, a)و (𝐵, a)و (𝐴, a) ي أنّ النقّطة فهذا يعن𝐺  مركز ثقل

 (𝐴𝐵𝐶𝐷)رباعي الوجوه 

 

 

 

إحداثيات مركز الأبعاد 

 المتناسبة

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقّاط  𝐺ليكن  𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

 تعطى وفق: 𝐺فإنّ إحداثياّت النقّطة  

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶 + 𝛿𝑥𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶 + 𝛿𝑦𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶 + 𝛿𝑧𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

  علاقة تفيد في الإنشاء

 

 

 مبرهنة

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺إذا كان لدينا  𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼)  

 ن الفراغ فإنّه يتحقّق:م 𝑀ولدينا النقطة

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 لأربعة نقاط لثلاثة نقاط 

 

 

 

 

الخاصة 

 التجميعية

 اتجاه اللم

,𝐴)لـ  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺لدينا النقّطة  * 𝛼)  و
(𝐵, 𝛽)  و(𝐶, 𝛾) 

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐼لدينا النقّطة  *

,𝐵)لـ 𝛽) و (𝐴, 𝛼) 

  فإنّه استناداً إلى الخاصّة التجميعية تكون𝐺  مركز

,𝐶)الأبعاد المتناسبة لـ 𝛾) و (𝐼, 𝛼 + 𝛽) 

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺ليكن لدينا  *

,𝐷)لـ 𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

,𝐵)لـ مركز الأبعاد المتناسبة 𝐼لدينا  * 𝛽)و(𝐴, 𝛼) 

,𝐷)ناسبة لـمركز الأبعاد المت 𝐽لدينا  * 𝛿)و(𝐶, 𝛾) 

  فإنّه استناداً إلى الخاصّة التجميعية يكون𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة

,𝐼) لـ 𝛼 + 𝛽)  و(𝐽, 𝛾 + 𝛿) 

 

 اتجاه الفك

,𝐼)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐺لدينا النقّطة  * 𝛼 +
𝛽)  و(𝐶, 𝛾) 

 مركز الأبعاد  𝐼لدينا النقّطة  *

,𝐵)المتناسبة لـ 𝛽)و (𝐴, 𝛼). 

  فإنّه استناداً إلى الخاصّة التجميعية تكون𝐺  مركز

,𝐶)الأبعاد المتناسبة لـ 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

 

 

 

,𝐽)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺ليكن لدينا  𝛾 + 𝛿)و (𝐼, 𝛼 + 𝛽). 

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐼لدينا  𝛽)و (𝐴, 𝛼). 

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐽لدينا  𝛿)و (𝐶, 𝛾) 

  فإنّه استناداً إلى الخاصّة التجميعية يكون𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة

,𝐷)لـ 𝛿)و (𝐶, 𝛾)و (𝐵, 𝛽)و (𝐴, 𝛼) 

 

  

 

 

 

  أنماط التمارين:

 النمط الثالث النمط الثاني النمط الأول

إيجاد إحداثيات مركز الأبعاد 

 : المتناسبة

تطبيق القانون يتم وفق 

 .المناسب

 :قراءة علاقة

علاقة الشّعاع  يتم بالاعتماد على

 الصّفري أو حسب علاقة الإنشاء.

 إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة

 :(إثبات أنّ نقطة تقع على مستقيم)

 :الخطوات 

 بالاعتماد على نص السؤال نضع جميع المعطيات. *

 نصلح من أجل إثبات أن إحدى النقاط هي مركز  *

 بة للنقطتين الباقيتين.الأبعاد المتناس

 على استقامة واحدة. ةفتكون النقّاط الثلّاث *

 ملاحظة:يتم اختيار اتجاه الفك أو اللم حسب حاجة السؤال.
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 النمط الخامس النمط الرابع

 واحدفي مستوٍ  إثبات وقوع أربع نقاط

 :)باستخدام مراكز الأبعاد المتناسبة(

 :الخطوات 

 .بالاعتماد على نص السؤال نضع جميع المعطيات *

الأبعاد المتناسبة  نصلح من أجل إثبات أن إحدى النقاط هي مركز *

 للنقّاط الثلّاث المتبقية.

 فتكون النقاط الأربعة في مستوٍ واحد. *

 :مستقيمات إثبات تلاقي

 :الخطوات 

 .بالاعتماد على نص السؤال نضع جميع المعطيات *

وبالتالي  مشتركة بين المستقيمات إثبات وجود نقطة نصلح من أجل *

 نثبت تلاقي المستقيمات.

 السابع النمط النمط السادس

 توضيع مراكز الأبعاد المتناسبة في شكل:

 بالاستفادة من المعطيات  *

 نضع علاقة الإنشاء المناسبة.

 بالاعتماد على علاقة الإنشاء  *

 نوضّع النقطة مركز الأبعاد المتناسبة في شكل.

 :تنويه 

 من الممكن أن نستخدم الخاصة التجميعية

 :تعيين الثوّابت

 :الخطوات 

ثوابت وعلاقة لا تحوي ثوابت وذلك بالاعتماد نضع علاقة تحوي  *

 .على معطيات المسألة

 نصلح من أجل أن نجعل العلاقتين متشابهتين. *

 بالمقارنة نحصل على المطلوب. *

 

 

 : 1تمرين 
 لتكن لدينا النقاط:

𝐵(0,1,2) 𝐴(2,−1,3) 
𝐷(−2,1,−3) 𝐶(−1,1,0) 

 لـ  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺أوجد إحداثيات النقطة 

(𝐶,−1) (𝐵, 2) (𝐴, 1) 
 الحل:

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶 + 𝛿𝑥𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

𝑥𝐺 =
(1)(2) + (2)(0) + (−1)(−1) + (2)(−2)

1 + 2 − 1 + 2
 

𝑥𝐺 =
2 + 0 + 1 − 4

4
= −

1

4
 

 

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶 + 𝛿𝑦𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

𝑦𝐺 =
(1)(−1) + (2)(1) + (−1)(1) + (2)(1)

1 + 2 − 1 + 2
 

𝑦𝐺 =
−1+ 2 − 1 + 2

4
=
2

4
=
1

2
 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶 + 𝛿𝑧𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
 

𝑧𝐺 =
(1)(3) + (2)(2) + (−1)(0) + (2)(−3)

1 + 2 − 1 + 2
 

𝑧𝐺 =
3 + 4 + 0 − 6

4
=
1

4
 

→ 𝐺 (−
1

4
,
1

2
,
1

4
) 

 

 : 2تمرين 
 اقرأ العلاقات الآتية:

3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐴تعني أنّ 

(𝐵, 3) (𝐶,−2) (𝐷, 1) 

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐷تعني أنّ 

(𝑀,−3) (𝐵, 1) (𝐴, 1) 
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐵تعني أنّ 

(𝐷, 1) (𝐴, 2) 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

𝑎
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐷تعني أنّ 

(𝐴, 1) (𝐵, 𝑎 − 1) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 5𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐶تعني أنّ 

(𝐷, 5) (𝐴,−4) 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐴تعني أنّ 

(𝐵, 𝑎) (𝐶, 1 − 𝑎) 
 : 3تمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷  رباعي وجوه فيه𝐾  منتصف[𝐴𝐵]  و𝐼  منتصف[𝐶𝐷]  و𝐿 

𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗تحقق العلاقة:   ⃗ =
1

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗تحقق العلاقة:  𝐽و  ⃗ 

3

4
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗   [𝐽𝐿]هي منتصف  𝐺وأخيراً  ⃗ 

 تقع على استقامة واحدة. 𝐾و  𝐼و  𝐺أثبت أنّ 

 الحل:

 لدينا:

= 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗تحقق العلاقة:  𝐽النقطة  *
3

4
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐽إذاً 

(𝐵, 3) (𝐶, 1) 
 

𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗تحقق العلاقة:  𝐿النقطة  *  ⃗ =
1

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐿إذاً 

(𝐷, 1) (𝐴, 3) 
 

 : [𝐴𝐵]منتصف  𝐾النقطة  *

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐾إذاً 

(𝐵, 3) (𝐴, 3) 
 : [𝐶𝐷]منتصف  𝐼النقطة  *

 مثقلة:مركز أبعاد متناسبة للنقاط ال 𝐼إذاً 

(𝐶, 1) (𝐷, 1) 
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 : [𝐽𝐿]منتصف  𝐺النقطة  *

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐺إذاً 

(𝐿, 4) (𝐽, 4) 
مركز أبعاد متناسبة للنقاط  𝐺ومنهُ استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون 

 المثقلة:

(𝐷, 1) (𝐶, 1) (𝐵, 3) (𝐴, 3) 
أبعاد متناسبة للنقاط  مركز 𝐺استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون 

 المثقلة:

(𝐼, 2) (𝐾, 6) 
 𝐾و  𝐼و  𝐺ومنهُ النقاط 

 تقع على استقامة واحدة.

 : 4تمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷 :رباعي وجوه تتحقق فيه 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ تقع  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝑀أثبت أنّ النقاط:  ⃗ 

 في مستو واحد.

 الحل:

 لدينا:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − (𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
 مركز أبعاد متناسبة للنقاط: 𝑀إذاً:النقطة 

(𝐵, 1) (𝐶, 1) (𝐷, 1) 
  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝑀ومنهُ 

 تقع في مستو واحد.

 : 5تمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب 

 المعرفة بالعلاقة:  𝐾أثبت أنّ النقطة 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 . (𝐵𝐶𝐺)تقع في المستوي 

 الحل:

 نص السؤال:

 (𝐵𝐶𝐺)تقع في المستوي  𝐾أثبت أنّ النقطة 

 يقصد:

 تقع في مستو واحد. 𝐺و  𝐶و  𝐵و  𝐾أثبت أنّ النقاط 

 لدينا:

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − (𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) − (𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) − 3(𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

= 0 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 ومنهُ:

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط: 𝐾النقطة 

(𝐵,−1) (𝐶, 2) (𝐺,−3) 
 إذاً:

تقع في المستوي  𝐾تقع في مستو واحد ومنهُ  𝐺و  𝐶و  𝐵و  𝐾النقاط 

(𝐵𝐶𝐺) . 

 :ملاحظة مهمة  

,𝐵)إذا كان لدينا  * 1), (𝐵, 2)  

,𝐵)يمكن دمجها بـ  3) 

,𝐵)إذا كان لدينا مثلاً  * 3)  

,𝐵)يمكن تفريقها لـ  ,𝐵)و  (2 1) 

 ونستخدم هذه الملاحظة عند اللزوم

 : 6تمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  :مكعب فيه 

𝐼  و𝐽  منتصفا الحرفين[𝐴𝐵]  و[𝐵𝐶]  

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐾ولدينا 

(𝐻, 1) (𝐶, 1) (𝐵, 2) (𝐴, 1) 
 في مستو واحد. Hو  𝐾و  𝐽و  𝐼أثبت وقوع 

 لحل:ا

 لدينا:

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐾النقطة  *

(𝐻, 1) (𝐶, 1) (𝐵, 2) (𝐴, 1) 
 

 

 :[𝐴𝐵]منتصف  𝐼النقطة  *

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐼إذاً 

(𝐵, 1) (𝐴, 1) 
 :[𝐵𝐶]منتصف  𝐽النقطة  *

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐽إذاً 

(𝐵, 1) (𝐶, 1) 
 ومنهُ:

مركز أبعاد متناسبة للنقاط  𝐾 إلى الخاصة التجميعية تكون النقطة استناداً 

 المثقلة:

(𝐽, 2) (𝐼, 2) (𝐻, 1) 
 إذاً:

 تقع في مستو واحد. 𝐻و  𝐾و  𝐼و  𝐽النقاط 

 : 7تمرين 

كما  𝑆و  𝑅و  𝑄و  𝑃:ولنعرف النقاط  𝐿رباعي وجوه  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗                             يأتي:  ⃗ =
1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 هو مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝑃أثبت أنّ  الطلب الأول:

(𝐶, 1) (𝐵, 4) 
 هو مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝑄وأنّ 

(𝐷, 3) (𝐴, 1) 
 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐺ولتكن 

(𝐷, 3) (𝐶, 1) (𝐵, 4) (𝐴, 1) 
 (𝑃𝑄)تقع على المستقيم  𝐺بينّ أنّ النقطة 

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝑃إثبات أنّ الحل:

(𝐶, 1) (𝐵, 4) 

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗                         لدينا:  ⃗ =
1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

5𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

5𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

5𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − (𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

5𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

(𝐵, 1) (𝐵, 1) 
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4𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

−𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 ومنهُ:

𝑃 :مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة 

(𝐵, 4) (𝐶, 1) 
 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝑄إثبات أنّ 

(𝐷, 3) (𝐴, 1) 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗                                 لدينا:  ⃗ =
3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

4𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

4𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3(𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  

4𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

−𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
 ومنهُ:

𝑄 :مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة 

(𝐷, 3) (𝐴, 1) 
 نص السؤال:

 (𝑃𝑄)تقع على المستقيم  𝐺بينّ أنّ النقطة 

 يقصد:

 استقامة واحدةتقع على  𝐺و  𝑄و  𝑃أثبت أنّ النقاط 

 الحل:

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐺لدينا:  *

(𝐷, 3) (𝐶, 1) (𝐵, 4) (𝐴, 1) 
 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝑃لدينا:  *

(𝐵, 4) (𝐶, 1) 
 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝑄لدينا:  *

(𝐷, 3) (𝐴, 1) 
 استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون:

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐺 النقطة

(𝑄, 4) (𝑃, 4) 
تقع  𝐺تقع على استقامة واحدة وبالتالي النقطة  𝐺و  𝑄و  𝑃ومنهُ النقاط 

 (𝑃𝑄)على المستقيم 

 لطلب الثاني:ا

 أثبت بإسلوب مماثل: 

 : (𝑅𝑆)تقع على المستقيم  𝐺أنّ النقطة 

 الحل:

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐺لدينا النقطة  *

(𝐷, 3) (𝐶, 1) (𝐵, 4) (𝐴, 1) 

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗لدينا:  *  ⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  : 

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝑆إذاً النقطة 

(𝐶, 1) (𝐷, 3) 
 استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون:

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐺النقطة 

(𝑅, 5) (𝑆, 4) 
لى تقع ع 𝐺تقع على استقامة واحدة وبالتالي  𝑆و  𝑅و  𝐺ومنهُ النقاط 

 (𝑅𝑆)المستقيم 

 

 الطلب الثالث:

 : (𝑅𝑆)و  (𝑃𝑄)استنتج تلاقي المستقيمان 

 فكرة الحل:

 نثبت أنّ المستقيمان يشتركان بنفس النقطة.

 الحل:

 من الطلب الأول لدينا: *

𝐺  تقع على المستقيم(𝑃𝑄) 

 من الطلب الثاني لدينا: *

𝐺  تقع على المستقيم(𝑅𝑆) 

  (𝑅𝑆)و  (𝑃𝑄)وبالتالي المستقيمان  *

 يلتقيان بنفس النقطة.

 : 8تمرين 

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐼وضع على شكل النقطة 

(𝐵, 1) (𝐴, 3) 
 الحل:

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة: 𝐼لدينا:النقطة  *

(𝐵, 1) (𝐴, 3) 
 الإنشاء: *

 

 

 

  ملاحظة:

 

 مستقيم. الشكل هو لدينا نقطة مركز أيعاد متناسبة لنقطتين: *

 الشكل هو مثلث. لدينا نقطة مركز أبعاد متناسبة لثلاثة نقاط: *

 لدينا نقطة مركز أبعاد متناسبة لأربعة نقاط: *

 الشكل هو رباعي وجوه.

 : 9تمرين 

𝐴𝐵𝐶  مثلث والمطلوب وضع النقطة𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة لـ

(𝐴, ,𝐵)و  (1 ,𝐶)و  (2 1) . 

 الحل:

 لدينا: *

 أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: مركز 𝐼النقطة 

(𝐶, 1) (𝐴, 1) 

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ولدينا:  [𝐴𝐶]منتصف  𝐼إذاً 
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝐺النقطة  *

(𝐶, 1) (𝐵, 2) (𝐴, 1) 
 استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون: *

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط المثقلة: 𝐺النقطة 

(𝐵, 2) (𝐼, 2) 
  ولدينا: [𝐵𝐼]منتصف  𝐺ي وبالتال

𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ =
2

4
𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ → 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ =

1

2
𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

 الإنشاء: *

 

 : 10تمرين 
(𝐴𝐵𝐶𝐷)  رباعي وجوه والمطلوب وضع النقطة𝐺  مركز الأبعاد

,𝐴)المتناسبة لـ  ,𝐵)و  (1 2)  

,𝐶)و  ,𝐷)و  (1 1) . 

 الحل:

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐼لتكن  *

(𝐵, 2) (𝐴, 1) 

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗إذاً: 
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

𝐴 

𝐼 

𝐵 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝐼 

𝐺 
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 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐽لتكن  *

(𝐶, 1) (𝐷, 1) 

= 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗وبالتالي  [𝐶𝐷]منتصف  𝐽إذاً 
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝐺لدينا  *

(𝐷, 1) (𝐶, 1) (𝐵, 2) (𝐴, 1) 
 استناداً إلى الخاصة التجميعية تكون: *

𝐺 :مركز الأبعاد المتناسبة لـ 

(𝐼, 3) (𝐽, 2) 

= 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ويكون: 
2

5
𝐼𝐽⃗⃗⃗   

 

 الإنشاء: *

 

 

 

 

 : 11تمرين 

= 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗التي تحقق  𝑡نقطتان مختلفتان ، عيّن  𝐵و  𝐴النقطتان  𝑡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة: 𝑀علماً أنّ 

(𝐵, 3) (𝐴, 2) 
 الحل:

= 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗                          لدينا: 𝑡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ … (∗) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتان: 𝑀بما أنّ و

(𝐵, 3) (𝐴, 2) 

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

5𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−5𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ … (∗∗) 

𝑡نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين  =
3

5
 

= 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ومنهُ: 
3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  ملاحظة:

 من علاقة الإنشاء فوراً  𝑡يمكن إيجاد قيمة 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  لكن الطريقة الأولى هي العامة. ⃗ 

 : 12تمرين 

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝑀لتكون  𝛽و  𝛼عين قيمة 

(𝐵, 𝛽) (𝐴, 𝛼) 

− 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗حيث يتحقق:  3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  . 

 الحل:

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتان: 𝑀بما أنّ 

(𝐵, 𝛽) (𝐴, 𝛼) 

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ … (∗) 
 ولدينا:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

4𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ … (∗∗) 
 نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين 

𝛼 = 4   ,   𝛽 = −3 

,𝐴)مركز أبعاد متناسبة لـ  𝑀ومنهُ   (𝐵,−3)و  (4

 : 13تمرين 

 بحيث: 𝑦و  𝑥جد عددين  (𝐴𝐵𝐶)نتأمل مثلثاً 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 هو مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝑀إذا علمت أنّ 

(𝐶, 2) (𝐵, 1) (𝐴, 3) 
 الحل:

 لدينا:

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ … (∗) 
 هو مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝑀قطة وبما أنّ الن

(𝐶, 2) (𝐵, 1) (𝐴, 3) 
 فإنّه يتحقق:

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

4𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

6𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−6𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

6𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ … (∗∗) 

 نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين 

𝑥 =
1

6
   ,   𝑦 =

1

3
 

 ومنهُ:

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 : 14تمرين 

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :نتأمل النقاط 

𝐵(1,4,7) 𝐴(1,1,1) 
𝐷(−2,7,16) 𝐶(0,1,2) 

 الطلب الأول:

  𝐶و  𝐵و  𝐴 النقاط أثبت أنّ 

 ليست واقعة على استقامة واحدة.

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗             الحل:  ⃗(−1,0,1)   ,   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,3,6) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  غير مرتبطين خطياً لأنه لا ينتج  ⃗ 

ليست على  𝐶و  𝐵و  𝐴أحدهما عن الآخر بضريه بعدد ومنه النقاط 

 استقامة واحدة.

 ثاني:الطلب ال

 اللذين يحققان: 𝛽و  𝛼عينّ العددين 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 في مستو واحد؟ 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴وهل تقع النقاط 

 : 𝛽و  𝛼تعيين الحل:

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−3
6
15
) = 𝛼 (

0
3
6
) + 𝛽 (

−1
0
1
) 

(
−3
6
15
) = (

0
3𝛼
6𝛼
) + (

−𝛽
0
𝛽
) 
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(
−3
6
15
) = (

−𝛽
3𝛼

6𝛼 + 𝛽
) 

 وهي تكافئ:

{

  −3 = −𝛽    … (1)

     6 = 3𝛼     … (2)

15 = 6𝛼 + 𝛽 … (3)
 

 لدينا الجملة:

{
−3 = −𝛽  … (1)

    6 = 3𝛼    … (2)
 

 نجد أنّ:  (1)من 

−3 = −𝛽 → 𝛽 = 3 

 نجد أنّ: (2)من 

6 = 3𝛼 → 𝛼 = 2 

 : (3)نتحقق في 

15 = 6(2) + 3 

15 = 15 

 محققة

𝛼ومنه يوجد عددين  = 𝛽و  2 =  يحققان: 3

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗من العلاقة السابقة نجد أنّ الأشعة الثلاثة  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝐷⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗ مرتبطة  ⃗ 

 تقع في مستو واحد. 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴خطياً ، ومنه النقاط 

 الطلب الثالث:

 هي  𝐷استنتج أنّ النقطة 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:

(𝐶, 𝑐) (𝐵, 𝑏) (𝐴, 𝑎) 
 أعداد حقيقية يطلب تعيينها. 𝑐و  𝑏و  𝑎حيث 

 لدينا:الحل:

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) − 3(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−4𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة 𝐷النقطة ومنه 

(𝐶,−3) (𝐵,−2) (𝐴, 4) 
𝑎   ومنهُ: = 4   ,   𝑏 = −2   ,   𝑐 = −3 

 : 15تمرين 

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ النقاط المثقلة 𝑀التي تجعل  𝛾و  𝛽و  𝛼جد 

(𝐶, 𝛾) (𝐵, 𝛽) (𝐴, 𝛼) 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗علماً أنه يتحقق:  ⃗⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الحل:

 مركز الأبعاد المتناسبة لـ: 𝑀بما أنّ 

(𝐶, 𝛾) (𝐵, 𝛽) (𝐴, 𝛼) 
 فإنّه يتحقق:

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗ … (∗) 
 ولدينا:

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) − 2(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0⃗  

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

−4𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

−3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 4𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗ … (∗∗) 
 نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين 

𝛼 = −3   ,   𝛽 = −2   ,   𝛾 = 4 

 : 16تمرين 

إذا علمت أنّ  𝛽و  𝛼في الشكل التالي التدريجات متساوية ، عين قيمة 

,𝐴)هي مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐶النقطة  𝛼)  و(𝐵, 𝛽) : 

 الحل:

 مركز أبعاد متناسبة لـ: 𝐶بما أنّ 

(𝐴, 𝛼)  و(𝐵, 𝛽) :فإنّه يتحقق 

𝛼𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ … (∗) 
 ولدينا من الشكل:

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
5

2
 

2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 5𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 5𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ … (∗∗) 
 نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين 

𝛼 = 2   ,   𝛽 = −5 

 : 17تمرين 

إذا علمت أنّ  𝛽و  𝛼ي الشكل التالي التدريجات متساوية ، عين قيمة ف

,𝐴)هي مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐵النقطة  𝛼)  و(𝐶, 𝛽) : 

 

 

 الحل:

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐵بما أنّ  𝛼)  و(𝐵, 𝛽) 
 فإنّه يتحقق:

𝛼𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ … (∗) 
 ولدينا من الشكل:

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
= −

4

3
 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗انتبه: إشارة الناقص لأن الشعاعين  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  

 لهما اتجاهين متعاكسين.

3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ … (∗∗) 
 نجد أنّ:  (∗∗)و  (∗)بالمقارنة بين 

𝛼 = 3   ,   𝛽 = 4 

 

 

 الجداء السلمي:

 

. 𝑢⃗د الحقيقي هو العد  𝑣و   𝑢⃗في الفراغ ، الجداء السلمي للشعاعين  تعريف 𝑣   

 

 

 

 

 هو العدد الحقيقي   𝑣و   𝑢⃗في الفراغ الجداء السلمي للشعاعين 

𝑢⃗ . 𝑣 =
1

2
[||𝑢⃗ + 𝑣 ||

2
− ||𝑢⃗ ||

2
− ||𝑣 ||

2
] 

. 𝑢⃗كان:   𝑣و   𝑢⃗قياساً للزاوية الهندسية للشعاعين  𝛼إذا كان  𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos 𝛼 

𝐴 

𝐶 

𝐵 

𝐴 𝐵 𝐶 
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العبارات المختلفة للجداء 

 السلمي
 فإن: (𝐴𝐵)على المستوي  𝐶للنقطة  𝑃هي المسقط القائم في المستوي  𝐻إذا كانت 

𝑢⃗ . 𝑣 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
   𝑣و   𝑢⃗العبارة التحليلية للجداء السلمي نفترض أن مركبات الشعاعين 

,𝑢⃗ (𝑥1في معلم متجانس هي 𝑦1, 𝑧1)  و𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) :ّفإن 

𝑢⃗ . 𝑣 = (𝑥1. 𝑥2) + (𝑦1. 𝑦2) + (𝑧1. 𝑧2) 
 

العبارات الشهيرة للجداء 

 السلمي

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي لشعاعين متساويين:   ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗||
2

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي لشعاعين متعاكسين:   ⃗. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = − ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗||
2

 

. 𝑢⃗متعامدين فإنّ:   𝑣و   𝑢⃗لجداء السلمي لشعاعين متعامدين: في حال ا 𝑣 = 0 

 يتم اختيار العبارة المناسبة للجداء السلمي وفقاً للمعطيات تنويه

 أعداد حقيقية فإنّ: 𝑏و  𝑎أشعة ولدينا   𝑤⃗⃗و   𝑣و   u⃗لدينا  خواص الجداء السلمي

𝑢⃗ . 𝑣 = 𝑣 . 𝑢⃗  
𝑢⃗ (𝑣 + 𝑤⃗⃗ ) = 𝑢⃗ 𝑣 + 𝑢⃗ 𝑤⃗⃗  
(𝑢⃗ + 𝑣 ). 𝑤⃗⃗ = 𝑢⃗ . 𝑤⃗⃗ + 𝑣 . 𝑤⃗⃗  
(𝑎𝑢⃗ ). (𝑏𝑣 ) = 𝑎𝑏. 𝑢⃗ . 𝑣  

 أنماط التمارين:

 فكرة الحل نص السؤال النمط

 

 

 

 

 الأول

 

 

 

 

أوجد الجداء السلمي 

 لشعاعين

 نطبق القانون المناسب وفقاً للمعطيات في حال وجود معلم

 

 

 

 

 مفي حال عدم وجود معل

. 𝑢⃗نطبق القانون: * 𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) 

 شرط التطبيق: *

o .معرفة أطوال الأضلاع 

o .معرفة الزاوية 

o .أن تكون البداية نفسها للشعاعين 

 /الزرع /وعند اختلال الشرط فإننا نستخدم إصلاحات مناسبة: )الترتيب  *

 الاستبدال(

 

 الثاني

 

 متعامدان 𝑣و   𝑢⃗هل 

. 𝑢⃗نوجد  * 𝑣  )وذلك باستخدام إحدى العبارات المناسبة للمعطيات( 

 نميز: *

  الحالة الأولى: إذا تحقق𝑢⃗ . 𝑣 =  متعامدين.  𝑣و   𝑢⃗فإنّ الشعاعين  0

  الحالة الثانية: إذا تحقق𝑢⃗ . 𝑣 ≠  غير متعامدين.  𝑣و   𝑢⃗فإنّ الشعاعين  0

ليكون  𝛼عين قيمة الوسيط  الثالث

𝑢⃗   و𝑣  متعامدان 

. 𝑢⃗متعامدان إذاً:   𝑣و   𝑢⃗نكتب بما أن  * 𝑣 = 0 

نعوض في العلاقة السابقة فنحصل على معادلة يكون فيها المجهول هو الوسيط وبحل هذه المعادلة  *

 نحصل على المطلوب

 

 الرابع

 

 

استنتج النسبة المثلثية 

 للشعاعين

𝑢⃗   و 𝑣  

. 𝑢⃗نوجد  * 𝑣   

 || 𝑣||و  || 𝑢⃗||نوجد  *

. 𝑢⃗نضع العبارة: * 𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) 

, cos(𝑢⃗نعزل  * 𝑣 )  :وفقcos(𝑢⃗ , 𝑣 ) =
𝑢⃗⃗ .𝑣⃗ 

||𝑢⃗⃗ ||.||𝑣⃗ ||
 

 نعوض

 

 

 الخامس

 

هي نقطة  𝑀أثبت أنّ النقطة 

 تلاقي ارتفاعات المثلث

 باستخدام الجداء السّلمي نثبت أنّ:  *

1. (𝐶𝐵)و (𝐴𝑀) تعامدان أيّ:م𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

2. (𝐴𝐶)و (𝐵𝑀) متعامدان أي:𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

3. (𝐴𝐵)و (𝐶𝑀)  :ّمتعامدان أي𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 (𝐴𝐵𝐶)هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلّث  𝑀إذاً النقطة 

 التمرين الأول:

 في كل من الحالات الآتية:  𝑣و   𝑢⃗أوجد الجداء السلمي للشعاعين 

 الة الأولى:الح

||𝑣 || = 4 ||𝑢⃗ || = 1 

(𝑢⃗ , 𝑣 ) = 0 

 الحل:

𝑢⃗ . 𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) 

= (1)(4)(1) 
= 4 

 الحالة الثانية:

 الحل:

||𝑣 || = 3 ||𝑢⃗ || = 2 

(𝑢⃗ , 𝑣 ) = 𝜋 

𝑢⃗ . 𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) 

= (2)(3) cos 𝜋 = 6(−1) 

= −6 
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 الثالثة:الحالة 

𝑣 (1,−1,2) 𝑢⃗ (2,3,−1) 
 الحل:

𝑢⃗ . 𝑣 = (2)(1) + (3)(−1) + (−1)(2) 

= 2 − 3 − 2 

= −3 

 الحالة الرابعة:

𝑢⃗ = 2𝑖 − 3𝑗 + 𝑘⃗  

𝑣 = 3𝑖 − 𝑗 + 5𝑘⃗  
 الحل:

𝑢⃗ (2, −3,1)   ,   𝑣 (3, −1,5) 

𝑢⃗ . 𝑣 = (2)(3) + (−3)(−1) + (1)(5) 

= 6 + 3 + 5 

= 14 

 الحالة الخامسة:

||𝑣 || = 3 ||𝑢⃗ || = 2 

||𝑢⃗ + 𝑣 || = 3 

. 𝑢⃗       الحل: 𝑣 =
1

2
[||𝑢⃗ + 𝑣 ||

2
− ||𝑢⃗ ||

2
− ||𝑣 ||

2
] 

=
1

2
[(3)2 − (2)2 − (3)2] 

=
1

2
[9 − 4 − 9] = −2 

 الحالة السادسة:

||𝑣 || = −4 ||𝑢⃗ || = 3 

||𝑢⃗ + 𝑣 || = 5 

. 𝑢⃗                الحل: 𝑣 =
1

2
[25 − 9 − 16] = 0 

 التمرين الثاني:

𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه منتظم كل وجه فيه مثلث 

  𝑎متساوي الأضلاع طول ضلعه  
            والمطلوب:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .1  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .2  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .3  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الحل:

 الطلب الأول:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . ||𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|| cos(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 𝑎. 𝑎. cos (
𝜋

3
) = 𝑎2 (

1

2
) =

𝑎2

2
 

 الطلب الثاني:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . ||𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|| cos(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

= 𝑎. 𝑎. cos (
𝜋

3
) = 𝑎2 (

1

2
) =

𝑎2

2
 

 الطلب الثالث:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= −
𝑎2

2
+
𝑎2

2
= 0 

 

 التمرين الثالث:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب طول

 𝑎ضلعه 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗احسب  .1  ⃗. 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗احسب  .2  ⃗. 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗احسب  .3  ⃗. 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗احسب  .4  ⃗. 𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 الحل:

 الطلب الأول:

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝑎2 + 0 = 𝑎2 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗                     الطلب الثاني:  ⃗. 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 0 + 𝑎2 = 𝑎2 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗        الطلب الثالث:  ⃗. 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝑎2 + 0 = 𝑎2 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗                   الطلب الرابع:  ⃗. 𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= (𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗). (𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 0 − 𝑎2 + 𝑎2 + 0 = 0 

 التمرين الرابع:

. 𝑢⃗وأنّ  3يساوي   𝑣ونظيم  5يساوي   𝑢⃗إذا علمت أنّ نظيم  𝑣 = −4 

 لآتية:فاحسب المقادير ا

+ 𝑢⃗ (𝑢⃗                   المقدار الأول: 𝑣 ) 

= 𝑢⃗ . 𝑢⃗ + 𝑢⃗ . 𝑣  

= ||𝑢⃗ ||
2
+ 𝑢⃗ . 𝑣  

= 25 − 4 = 21 

− 𝑣 (𝑢⃗                   المقدار الثاني: 𝑣 ) 

= 𝑣 . 𝑢⃗ − 𝑣 . 𝑣  

= 𝑢⃗ . 𝑣 − ||𝑣 ||
2
+ 

= −4 − 9 = −13 

− 𝑣)( 2𝑢⃗)             المقدار الثالث: 3𝑢⃗ ) 

= 2𝑢⃗ . 𝑣 − 6𝑢⃗ . 𝑢⃗  

= 2𝑢⃗ . 𝑣 − 6||𝑢⃗ ||
2
 

= 2(−4) − 6(25) 

= −8− 150 = −158 

+ 𝑢⃗)            المقدار الرابع: 𝑣 )(𝑢⃗ − 3𝑣 ) 

= 𝑢⃗ . 𝑢⃗ − 3𝑢⃗ . 𝑣 + 𝑢⃗ . 𝑣 − 3𝑣 . 𝑣  

= ||𝑢⃗ ||
2
− 3||𝑣 ||

2
− 2𝑢⃗ . 𝑣  

= (5)2 − 3(3)2 − 2(−4) 
= 25 − 27 + 8 = 6 

 

 

 

𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐹 

𝐻 

𝐸 

𝐺 

𝐵 

 

𝐷 

𝐶 𝐴 
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 تمرين الخامس:ال

 متعامدين في الحالات الآتية؟  𝑣و   𝑢⃗هل 

 الحالة الأولى:

𝑢⃗ (
5

4
,−
3

2
,
1

2
) 

𝑣 (−
2

5
, 2,3) 

. 𝑢⃗ الحل: 𝑣 = (
5

4
) (−

2

5
) + (−

3

2
) (2) + (

1

2
) (3) 

= −
1

2
−
6

2
+
3

2
= −

4

2
 

= −2 ≠ 0 

 غير متعامدين.  𝑣و   𝑢⃗ومنهُ 

 الحالة الثانية:

𝑢⃗ (√2, 1 + √2, 1 − √2) 

𝑣 (−√2, 1,1) 

 الحل:

𝑢⃗ . 𝑣 = (√2)(−√2) + (1 + √2)(1) + (1 − √2)(1) 

= −2 + 1 + √2 + 1 − √2 

−2+ 2 = 0 

 متعامدين.  𝑣و   𝑢⃗ومنهُ 

 التمرين السادس:

   𝑣و   𝑢⃗في الحالات التالية ليكن لدينا الشعاعين 

 متعامدين.  𝑣و   𝑢⃗حتلا يكون  𝛼عينّ 

 لحالة الأولى:ا

𝑢⃗ (2, −
1

2
, 5) 

𝑣 (−
2

5
, 3, 𝛼) 

 متعامدين ومنهُ:  𝑣و   𝑢⃗لدينا الشعاعين 

𝑢⃗ . 𝑣 = 0 

(2) (−
2

5
) + (−

1

2
) (3) + (5)(𝛼) = 0 

−
4

5
−
3

2
+ 5𝛼 = 0 

5𝛼 =
23

10
→ 𝛼 =

23

50
 

 الحالة الثانية:

𝑢⃗ (√3,
1

3
, 2) 

𝑣 (𝛼 + 2𝛼,
1

2
) 

 متعامدين ومنهُ:  𝑣و   𝑢⃗لدينا الشعاعين 

𝑢⃗ . 𝑣 = 0 

(√3)(𝛼) + (
1

3
) (2𝛼) + (2) (

1

2
) = 0 

√3𝛼 +
2

3
𝛼 + 1 = 0 

√3𝛼 +
2

3
𝛼 = −1 → 𝛼 =

−1

√3 +
2
3

 

 التمرين السابع:

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :النقاط 

𝐷(1,−2, 𝜆) 𝐵(2,1,1) 𝐴(0,1,2) 
 . 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐷ون المثلث بحيث يك 𝜆جد العدد الحقيقي 

 الحل:

 إذا تحقق: 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐷يكون المثلث 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0… (∗) 
 حيث:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−1)   ,   𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,−3, 𝜆 − 2) 
 وفق: (∗)نعوض في 

(2)(1) + (0)(−3) + (−1)(𝜆 − 2) = 0 

2 − 𝜆 + 2 = 0 

𝜆 = 4 

 التمرين الثامن:

,𝑢⃗ (1ليكن لدينا    𝑣 (3,0,1)و  (2,1−

 :  𝑣و   𝑢⃗جد نسبة مثلثية للزاوية بين أو
 نعلم أنّ: الحل:

𝑢⃗ . 𝑣 = ||𝑢⃗ ||. ||𝑣 || cos(𝑢⃗ , 𝑣 )… (∗) 

 حيث:

𝑢⃗ . 𝑣 = (3)(1) + (0)(−2) + (1)(1) = 4 

||𝑢⃗ || = √12 + (−2)2 + 12 = √6 

||𝑣 || = √32 + 02 + 12 = √10 

 وفق: (∗)نعوض في علاقة 

4 = √6. √10 cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) 

cos(𝑢⃗ , 𝑣 ) =
4

√6. √10
=

4

√60
 

=
4

√4 × 15
=

4

2√15
=

2

√15
 

 التمرين التاسع:

 نتأمل في معلم متجانس النقاط:

𝐵(3,1,−4) 𝐴(1,1,2) 
𝑀(2,−9,−1) 𝐶(2,0,−1) 

  𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝑀أثبت أن 

 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−6) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−1,3) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,−3) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −10,−3) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−1,−10,3) 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (0, −9,0) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1)(−1) + (−10)(−1) + (−3)(3) 

= −1 + 10 − 9 = 0 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1)(1) + (−10)(−1) + (3)(−3) 

= −1 + 10 − 9 = 0 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0)(2) + (−9)(0) + (0)(0) 

= 0 + 0 + 0 = 0 

 ومنهُ:

 (𝐴𝐵𝐶)ي ارتفاعات المثلث هي نقطة تلاق 𝑀النقطة 

 

 

 

 

 

 



 

 

 لعلمي ي اوالثالث الثان      رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة      منصة طريقي التعليمية الافتراضية 

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  : خالد عامرإعداد المدرس    رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة 

 :0947050592whatsAppأو        www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

  معادلات المستوي:تمهيد:

𝑎𝑥 الشكل العام + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

,𝑛⃗ (𝑎حيث:  𝑏, 𝑐) هو ناظم المستوي وهو شعاع عمودي على المستوي 

 

 كتابة معادلة المستوي

 لكتابة معادلة مستوي فإننا نحتاج:

,𝑛⃗ (𝑎ناظم المستوي:  * 𝑏, 𝑐) 

,𝐴(𝑥𝐴نقطة منه:  * 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 

𝑎(𝑥وتكون المعادلة: * − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0  

  حالات معادلة المستوي:

 فكرة الحل نص السؤال الحالة

 

مستوي يوازي مستوي 

 آخر

 

 𝑃اكتب معادلة المستوي 

 . 𝑄والموازي للمستوي  𝐴المار من 
 

 ناظم للمستوي: 𝑛⃗ 𝑃تحديد  *

 متوازيان فإن: 𝑄والمستوي  𝑃ستوي بما أن الم

𝑛⃗ 𝑃 = 𝑛⃗ 𝑄 

  (𝐴 معطاة )تحديد النقطة:  *

 نكتب المعادلة *

 

 مستوي يعامد مستقيم

 

 𝐴المار من  𝑃اكتب معادلة المستوي 
 . 𝑑والعمودي على المستقيم 

 

 : 𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑃تحديد  *

𝑛⃗ 𝑃متعامدان فإن:  𝑃والمستوي  (𝑑)بما أن المستقيم  = 𝑢⃗ 𝑑  : حيث𝑢⃗ 𝑑 
 (𝑑)شعاع توجيه المستقيم 

 معطاة( Aتحديد النقطة: ) *

 نكتب المعادلة  *

 

 

 

معادلة المستوي 

 المحوري لقطعة مستقيمة

 

 

 

المستوي المحوري  𝑃اكتب معادلة 

 [𝐴𝐵]للقطعة المستقيمة 

 :𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑃تحديد  *

𝑛⃗ 𝑃فإن:  [𝐴𝐵]وري للقطعة المستقيمة هو المستوي المح 𝑃بما أن  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 تحديد النقطة: *

 𝐼فإن النقطة  [𝐴𝐵]هو المستوي المحوري للقطعة  𝑃بما أن المستوي 
  𝐼لذلك نوجد احداثيات  𝑃تنتمي إلى المستوي  [𝐴𝐵]منتصف القطعة 

 نكتب المعادلة *

 

 

معادلة مستوي مار من 

نقطة ويحوي شعاعين 

 عاعين توجيه()يقبل ش

 

 

 𝐴المار من  𝑃اكتب معادلة المستوي 

 شعاعين موجهين له.  𝑣و   𝑢⃗ويقبل 

 

 : 𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑃تحديد  *

,𝑛⃗ 𝑃(𝑎ليكن:  𝑏, 𝑐)  بما أن𝑛⃗ 𝑃  ناظم للمستوي𝑃  وبما أن𝑢⃗   و𝑣   من

 أي:  𝑣 و  𝑢⃗يكون عمودي على كل من  𝑛⃗ 𝑃فإنّ  𝑃المستوي 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑢⃗ = 0 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑣 = 0 

,𝑐نحصل على جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل  𝑏, 𝑎  وبحل هذه الجملة

  𝑛⃗ 𝑃نحصل على مركبات ناظم المستوي 
 المعطاة( Aتحديد النقطة: ) *

 نكتب المعادلة *

 

 

 

 

معادلة مستوي مار من 

 نقطة ويعامد مستويان

 

 

 

 

 𝐴المار من  𝑃اكتب معادلة المستوي 
والعمودي على كل من المستويان 

𝑅, 𝑄 

 

 : 𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑃تحديد  *

,𝑛⃗ 𝑃(𝑎ليكن  𝑏, 𝑐)  بما أن المستوي𝑃  و𝑄  متعامدان فإن𝑛⃗ 𝑝  و𝑛⃗ 𝑄 

.𝑛⃗ 𝑝            متعامدان، أي : 𝑛⃗ 𝑄 = 0 

 متعامدان، أي :  𝑛⃗ 𝑅و  𝑛⃗ 𝑝متعامدان فإن  𝑅و  𝑃بما أن المستوي 

𝑛⃗ 𝑝. 𝑛⃗ 𝑅 = 0 

,𝑐مما سبق نحصل على جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل  𝑏, 𝑎  نحلها فنحصل

  𝑛⃗ 𝑝على مركبات 

 المعطاة( Aتحديد النقطة: ) *

 نكتب المعادلة *

 

 

 

معادلة مستوي مار من 

نقطتين ويعامد مستوي 

 آخر

 

 

 

المار من  𝑃اكتب معادلة المستوي 

 𝑄ويعامد المستوي  𝐵و  𝐴النقطتين 

 : 𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑝تحديد  *

,𝑛⃗ 𝑝(𝑎ليكن  𝑏, 𝑐)  بما أن النقطتان𝐴  و𝐵  من المستوي𝑃  فإن𝑛⃗ 𝑝  و𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑛⃗ 𝑃               متعامدان أي: . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 متعامدان فهذا يعني  𝑄و  𝑃بما أنّ المستويان 

.𝑛⃗ 𝑝متعامدان أي:  𝑛⃗ 𝑄و  𝑛⃗ 𝑝أنّ  𝑛⃗ 𝑄 = 0 

نحصل مما سبق على جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل وبحل هذه الجملة 

  𝑛⃗ 𝑝نحصل على مركبات 

  𝐵أو  𝐴تحديد النقطة إما    *

 نكتب المعادلة *
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معادلة مستوي مار من 

 ثلاثة نقاط

 

 صيغة أولى:

 ستوي المار اكتب معادلة الم

 𝐶و  𝐵و  𝐴من 
 صيغة ثانية:

 (𝐴𝐵𝐶)اكتب معادلة المستوي 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نتحقق من أن  * 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   غير مرتبطان خطياً  ⃗ 

,𝐶بما أن النقاط  (𝐴𝐵𝐶)ناظم المستوي   𝑛⃗نحدد  * 𝐵, 𝐴  من المستوي

𝑃  فإن𝑛⃗   عمودي على كل من𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   أي: ⃗ 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

,𝑐نحصل على جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل  𝑏, 𝑎  بحل هذه الجملة

   𝑛⃗نحصل على مركبات 

 𝐶أو  𝐵أو  𝐴تحديد النقطة: إما  *
 نكتب المعادلة *

 

 

معادلة مستوي يحوي 

 مستقيمان متقاطعان

 

 

المحدد بالمستقيمان  𝑃اكتب معادلة المستوي 

  𝑑1 و 𝑑2المتقاطعان 

 

 : 𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑝تحديد  *

,𝑛⃗ 𝑝(𝑎ليكن  𝑏, 𝑐)  بما أنّ المستوي𝑃  

 فإن: 𝑑2و  𝑑1محدد بالمستقيمان 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑢⃗ = 0 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑣 = 0 

,𝑐بالتعويض نحصل على جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل  𝑏, 𝑎  وبحلها

 𝑃نحصل على ناظم المستوي 
هي نقطة تنتمي إلى  𝑑2و  𝑑1تقيمان تحديد النقطة: نقطة تقاطع المس *

 المستوي ونوجدها

 نكتب المعادلة  *

 

معادلة مستوي مماس 

 لكرة في نقطة

 

المماس للكرة في  𝑃اكتب معادلة المستوي 

 𝐴النقطة 

 

 :  𝑃ناظم المستوي  𝑛⃗ 𝑝تحديد  *

𝑛⃗ 𝑝فهذا يعني أنّ:  𝑆هو المستوي المماس للكرة  𝑃بما أن  = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑆هي مركز الكرة  𝐵حيث 
 المعطاة( Aتحديد النقطة: ) *

 نكتب المعادلة *

 

 تمرين:

 في كل من الحالات الآتية: 𝑃اكتب معادلة المستوي 

 الطلب الأول:

𝑃  مار من𝐴(1,0,5)  ويقبل𝑛⃗ (1,−1,0) :ُناظماً له 

 𝐴(1,0,5)النقطة:  الحل:

 𝑛⃗ (1,−1,0)الناظم: 

:𝑃 المعادلة: 1(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 0) + 0(𝑧 − 5) = 0 

𝑃: 𝑥 − 1 − 𝑦 = 0 

𝑃: 𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

 الطلب الثاني:

𝑃  مار من𝐴(1,0,5)  ويوازي المستوي𝑄  :ُالذي معادلته𝑄: 2𝑥 −

𝑦 + 3𝑧 = 4 

 𝐴(1,0,5)النقطة:  الحل:

 الناظم:

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ:  𝑄لدينا المستوي  ⃗⃗  𝑄و  𝑃وبما أنّ المستويان  (1,3−,2) 

𝑛𝑃⃗⃗متوازيان فإنّ  ⃗⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  أيّ:  

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (2,−1,3) . 

:𝑃  المعادلة: 2(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 5) = 0 

𝑃: 2𝑥 − 2 − 𝑦 + 3𝑧 − 15 = 0 

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 17 = 0 

 الطلب الثالث:

𝑃  مار من𝐴(1,2,−1)  ويعامد المستقيم(𝐵𝐶)  :حيث𝐵(1,0,1)  و

𝐶(−3,1,4) . 

 𝐴(1,2,−1)النقطة: الحل:

 الناظم:

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗لدينا  متعامدان  𝑃والمستوي  (𝐵𝐶)ا أنّ المستقيم وبم (4,1,3−)⃗ 

𝑛𝑃⃗⃗فإنّ:  ⃗⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝑃⃗⃗ أيّ أنّ: ⃗  ⃗⃗ (−4,1,3) . 

𝑃:−4(𝑥 المعادلة: − 1) + 1(𝑦 − 2) + 3(𝑧 + 1) = 0 

𝑃:−4𝑥 + 4 + 𝑦 − 2 + 3𝑧 + 3 = 0 

𝑃:−4𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 + 5 = 0 

حيث:  [𝐴𝐵]المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑃الطلب الرابع:

𝐴(5,2,−1)  و𝐵(3,0,1) . 

فإنّ النقطة  [𝐴𝐵]هو المستوي المحوري للقطعة  𝑃النقطة:بما أنّ الحل:

𝐼  منتصف القطعة[𝐴𝐵]  تنتمي إلى المستوي𝑃  :حيث𝐼(4,1,0) 

 الناظم:

𝑛𝑃⃗⃗فإنّ:  [𝐴𝐵]هو المستوي المحوري للقطعة  𝑃بما أنّ المستوي  ⃗⃗ =

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝑃⃗⃗أيّ:  ⃗  ⃗⃗ (−2,−2,2) 

 المعادلة:

𝑃:−2(𝑥 − 4) − 2(𝑦 − 1) + 2(𝑧 − 0) = 0 

𝑃:−2𝑥 + 8 − 2𝑦 + 2 + 2𝑧 = 0 

𝑃:−2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 10 = 0 

 الطلب الخامس:

𝑃  مار بالنقطة𝐴(2,3,1)  ويقبل كلاً من𝑢⃗ (1,1,3)  و𝑣 (2,−1,4) 

 . 𝑃شعاعي توجيه لـ 
 الحل:

 𝐴(2,3,1)النقطة: 

 الناظم:

𝑛𝑃⃗⃗ليكن  ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐)  ّوبما أن𝑢⃗   و𝑣  هين للمستوي شعاعين موج𝑃  ّفإن

𝑛𝑃⃗⃗  أيّ أنّ:  𝑣و   𝑢⃗يكون عمودي على كل من   ⃗⃗

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑢⃗ = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(1) + (𝑐)(3) = 0 

𝑎 + 𝑏 + 3𝑐 = 0…(1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑣 = 0 

(𝑎)(2) + (𝑏)(−1) + (𝑐)(4) = 0 

2𝑎 − 𝑏 + 4𝑐 = 0… (2) 
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ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐ختيارية لأحد المجاهيل ولتكن ا =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1

{
𝑎 + 𝑏 + 3 = 0
2𝑎 − 𝑏 + 4 = 0

 

 وهذه جملة معادلتين بمجهولين

 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع  نحلها بالحذف بالجمع وفق:

3𝑎 + 7 = 0 → 𝑎 = −
7

3
 

 لنجد أنّ: (1)نعوض في 

−
7

3
+ 𝑏 + 3 = 0 → 𝑏 = −

2

3
 

 ومنهُ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−
7

3
,−
2

3
, 1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−7,−2,3) 
𝑃:−7(𝑥المعادلة: − 2) − 2(𝑦 − 3) + 3(𝑧 − 1) = 0 

𝑃:−7𝑥 + 14 − 2𝑦 + 6 + 3𝑧 − 3 = 0 

𝑃:−7𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 + 17 = 0 

 الطلب السادس:

𝑃  مار من𝐴(1,−1,2)  و𝐵(2,0,4)  وعمودي على المستوي𝑄 
:𝑄حيث:  𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 4 = 0 

 الحل:

 𝐴(1,−1,2)النقطة: 

𝑛𝑃⃗⃗الناظم: ليكن  ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐)  

𝑛𝑃⃗⃗فإنّ  𝑃من المستوي  𝐵و  𝐴بما أنّ النقطتان  ⃗⃗   

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و   متعامدان أيّ أنّ: (1,1,2)⃗ 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(1) + (𝑐)(2) = 0 

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 0…(1) 

𝑛𝑃⃗⃗متعامدان فهذا يعني أنّ  𝑄و  𝑃بما أنّ المستويان  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  (1,−1,3) 

 متعامدان أيّ أنّ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(−1) + (𝑐)(3) = 0 

𝑎 − 𝑏 + 3𝑐 = 0…(2) 

ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1

{
𝑎 + 𝑏 + 2 = 0
𝑎 − 𝑏 + 3 = 0

 

 وهذه جملة معادلتين بمجهولين

 :نحلها بالحذف بالجمع وفق

 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع 

2𝑎 + 5 = 0 → 𝑎 = −
5

2
 

 لنجد أنّ: (1)نعوض في 

−
5

2
+ 𝑏 + 2 = 0 → 𝑏 =

1

2
 

 ومنهُ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−
5

2
,
1

2
, 1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (−5,1,2) 
 المعادلة:

𝑃:−5(𝑥 − 1) + 1(𝑦 + 1) + 2(𝑧 − 2) = 0 

𝑃:−5𝑥 + 5 + 𝑦 + 1 + 2𝑧 − 4 = 0 

𝑃:−5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 2 = 0 

 الطلب السابع:

𝑃  مار من𝐴(0,1,0)  و𝐵(−1,1,0)  و𝐶(−1,2,3)  

 الحل:

 الخطوة الأولى: 

 تعينّ مستوي: 𝐶و  𝐵و  𝐴إثبات أنّ النقاط 

 لدينا: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,0) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗  ً  غير مرتبطين خطيا

 تعينّ مستوي. 𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 الخطوة الثانية: 

 : (𝐴𝐵𝐶)كتابة معادلة المستوي 

 𝐴(0,1,0)النقطة: 

,𝑛⃗ (𝑎الناظم: ليكن  𝑏, 𝑐)  

𝑛𝑃⃗⃗فإنّ  𝑃هي نقاط من المستوي  𝐶و  𝐵و  𝐴بما أنّ النقاط  عمودي   ⃗⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗على كل من  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ . 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(−1) + (𝑏)(0) + (𝑐)(0) = 0 

−𝑎 = 0… (1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(−1) + (𝑏)(1) + (𝑐)(3) = 0 

−𝑎 + 𝑏 + 3𝑐 = 0…(2) 

ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1

{
−𝑎 = 0

−𝑎 + 𝑏 + 3 = 0
 

 نجد أنّ: (1)من 

−𝑎 = 0 → 𝑎 = 0 

 لنجد أنّ: (2)نعوض في 

−(0) + 𝑏 + 3 = 0 → 𝑏 = −3 

 ومنهُ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (0,−3,1) 
:𝑃دلة:المعا 0(𝑥 − 0) − 3(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 0) = 0 

𝑃:−3𝑦 + 3 + 𝑧 = 0 

𝑃:−3𝑦 + 𝑧 + 3 = 0 

 الطلب الثامن:

𝑃  مار من𝐴(2,5,−2)  وعمودي على كل من𝑄  و𝑅  :حيث

𝑄: 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = :𝑅 و 0 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 الحل:

 𝐴(2,5,−2)النقطة: 

𝑛𝑃⃗⃗الناظم: ليكن  ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑛𝑃⃗⃗فإنّ  متعامدين 𝑄و  𝑃بما أنّ المستويان  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  (1,−2,3) 

𝑛𝑃⃗⃗          متعامدين أيّ أنّ: ⃗⃗ . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(−2) + (𝑐)(3) = 0 

𝑎 − 2𝑏 + 3𝑐 = 0… (1) 
𝑛𝑃⃗⃗متعامدين فإنّ  𝑅و  𝑃بما أنّ المستويان  ⃗⃗   

𝑛𝑅⃗⃗و   متعامدين أيّ أنّ: (1,1,1) ⃗⃗

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(1) + (𝑐)(1) = 0 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0…(2) 
ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1
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{
𝑎 − 2𝑏 + 3 = 0
𝑎 + 𝑏 + 1 = 0

 

 :(2)بالعدد  (2)نضرب المعادلة 

{
𝑎 − 2𝑏 + 3 = 0
2𝑎 + 2𝑏 + 2 = 0

 

 نجد أنّ: ′(2)و  (1)بجمع 

3𝑎 + 5 = 0 → 𝑎 = −
5

3
 

 لنجد أنّ: (1)نعوض في 

−
5

3
− 2𝑏 + 3 = 0 → 𝑏 =

4

6
→ 𝑏 =

2

3
 

 ومنهُ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−
5

3
,
2

3
, 1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (−5,2,3) 
 المعادلة:

𝑃:−5(𝑥 − 2) + 2(𝑦 − 5) + 3(𝑧 + 2) = 0 

𝑃:−5𝑥 + 10 + 2𝑦 − 10 + 3𝑧 + 6 = 0 

𝑃:−5𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 6 = 0 

 الطلب التاسع:

𝑃  المحدد بالمستقيمان𝑑1  و𝑑2 :حيث 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 2  
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡      

 ; 𝑡 ∈ ℝ  ,   𝑑2: {
𝑥 = 2𝑠 − 1
𝑦 = 𝑠 − 2  
𝑧 = 3𝑠 − 2

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 𝐴(2,1,0)يتقاطعان في النقطة  𝑑2و  𝑑1والمستقيمان 

 الحل:

هي نقطة  𝑑2و  𝑑1لأنّ نقطة تقاطع المستقيمان  𝐴(2,1,0)النقطة: 

 ستوي.تنتمي إلى الم

𝑛𝑃⃗⃗الناظم: ليكن  ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐)  

الذي شعاع توجيهه  𝑑1محدد بالمستقيمان  𝑃بما أنّ المستوي 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,2,−1)  و𝑑2  الذي شعاع توجيهه𝑢2⃗⃗⃗⃗ (2,1,3)  ّفإن𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  

 أيّ أنّ:  𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗عمودي على كل من 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑢1⃗⃗⃗⃗ = 0 

(𝑎)(1) + (𝑏)(2) + (𝑐)(−1) = 0 

𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0…(1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑢2⃗⃗⃗⃗ = 0 

(𝑎)(2) + (𝑏)(1) + (𝑐)(3) = 0 

2𝑎 + 𝑏 + 3𝑐 = 0… (2) 
ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1

{
𝑎 + 2𝑏 − 1 = 0
2𝑎 + 𝑏 + 3 = 0

 

 :(2−)بالعدد  (2)نضرب المعادلة 

{
𝑎 + 2𝑏 − 1 = 0
−4𝑎 − 2𝑏 − 6 = 0

 

 نجد أنّ: ′(2)و  (1)بجمع 

−3𝑎 − 7 = 0 → 𝑎 = −
7

3
 

 لنجد أنّ: (1)نعوض في 

−
7

3
+ 2𝑏 − 1 = 0 → 𝑏 =

5

3
 

 ومنهُ:

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−
7

3
,
5

3
, 1) 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−7,5,3) 
 المعادلة:

𝑃:−7(𝑥 − 2) + 5(𝑦 − 1) + 3(𝑧 − 0) = 0 

𝑃:−7𝑥 + 14 + 5𝑦 − 5 + 3𝑧 = 0 

𝑃:−7𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 + 9 = 0 

 الطلب العاشر:

𝑃  المستوي المماس للكرة𝑆  حيث; 

𝑆: (𝑥 − 3)2 + 𝑦2 + (𝑧 + 1)2 = 3  

 𝐴(2,1,0)في النقطة 

 الحل:

 𝐴(2,1,0)النقطة: 

 الناظم: 

𝑛𝑃⃗⃗فهذا يعني أنّ  𝑆هو المستوي المماس للكرة  𝑃بما أنّ  ⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ;حيث ⃗ 

𝐵(3,0,−1)  هي مركز الكرة و𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ومنهُ  (1,1,1−)⃗ 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (−1,1,1)  

 المعادلة:

𝑃:−1(𝑥 − 2) + 1(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 0) = 0 

𝑃:−𝑥 + 2 + 𝑦 − 1 + 𝑧 = 0 

𝑃:−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 

 

  تطبيقات معادلة المستوي:

 فكرة الحل نص السؤال التطبيق

 

انتماء نقطة إلى 

 مستوي

 

 ؟ 𝑃تنتمي الى المستوي  𝐴هل النقطة 
 

 اللزوم عند  𝑃نكتب معادلة المستوي  *

  𝑃في معادلة المستوي  𝐴نعوض احداثيات النقطة  *

 نميز حالتين: *

  :ًالحالة الأولى: المعادلة محققة إذا𝐴 ∈ 𝑃 

  :ًالحالة الثانية: المعادلة غير محققة اذا𝐴 ∉ 𝑃 

إثبات معادلة 

 مستوي
هي )وتكون  𝐴𝐵𝐶أثبت أن معادلة المستوي 

 معطاة(

 الطريقة الأبسط في الإجابة:

  𝐶و  𝐵و  𝐴حداثيات النقاط نعوض إ
 في المعادلة المعطاة ونثبت أنها محققة

 

 

وقوع أربعة نقاط 

 في مستو واحد

 

 

 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط 
 تقع في مستوٍ واحد؟

 (𝐴𝐵𝐶)نكتب معادلة مستوي مار من ثلاثة نقاط ولتكن  *

 الى المستوي السابق  𝐷نتحقق من انتماء النقطة المتبقية  *

 ز:نمي *

  :الحالة الأولى𝐷 ∈ (𝐴𝐵𝐶) :بالتالي تكون 

 تقع في مستوٍ واحد 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴النقاط 

  :الحالة الثانية𝐷 ∉ (𝐴𝐵𝐶) :وبالتالي تكون 

 لا تقع في مستوٍ واحد  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴النقاط 



 

 

 لعلمي ي اوالثالث الثان      رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة      منصة طريقي التعليمية الافتراضية 

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  : خالد عامرإعداد المدرس    رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة 

 :0947050592whatsAppأو        www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

 

بعد نقطة عن 

 مستوي في الفراغ

 معادلته: 𝑃ليكن لدينا المستوي 

𝑃: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

,𝐴(𝑥𝐴ولدينا النقطة  𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  :والمطلوب

 𝑃عن المستوي  𝐴احسب بعد النقطة 

 يعطى بالقانون:𝑃عن المستوي  𝐴إنّ بعد النقطة 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|𝑎𝑥𝐴 + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

 انتبه شرط تطبيق القانون السابق: 

 لطرف الأيمن في معادلة المستوي هو الصفر أن يكون ا

 

البعد بين مستويين 

 متوازيين

 

احسب البعد  𝑄و  𝑃ليكن لدينا المستويان 

 بينهما علماً أنهما متوازيان

)مثلاً( وفق: نفرض قيم اختيارية  𝑃من المستوي  𝐴نأخذ نقطة  *

 𝑦و  𝑥لإحداثيتين من النقطة ولتكن مثلاً 
  𝑧توي فنحسب نعوض في معادلة المس *

 وبالتالي نحصل على النقطة المطلوبة  *

  𝑑𝑖𝑠𝑡بتطبيق دستور ال  𝑄نحسب البعد بين النقطة السابقة عن المستوي  *

  ملاحظات هامة جداً:

 فكرة الحل نص السؤال

 

 اكتب معادلة

 (𝐴𝐵𝐶𝐷)المستوي 

 (𝐴𝐵𝐶)نكتب معادلة المستوي المار من ثلاثة نقاط ولتكن  *

 ن انتماء النقطة المتبقية ونميز:نتحقق م *

  :الحالة الأولى𝐷 ∈ (𝐴𝐵𝐶)  تكون معادلة المستوي(𝐴𝐵𝐶𝐷)  هي ذاتها معادلة المستوي

(𝐴𝐵𝐶) 

  :الحالة الثانية𝐷 ≠ (𝐴𝐵𝐶)  لا يوجد معادلة للمستوي(𝐴𝐵𝐶𝐷) 

 شعاعين غير مرتبطين خطياً من المستويعمودي على   𝑛⃗نثبت أن  (𝐴𝐵𝐶)ناظم على المستوي   𝑛⃗أثبت أنّ الشعاع 

 

 

 التمرين الأول:

 المعطى وفق: 𝑃ليكن لدينا المستوي 

𝑃: 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 5 = ,𝐷(1,1و  𝐶(−2,5,−2)والنقاط  0 −3) 

 ؟ 𝑃تنتمي إلى المستوي  𝐸و  𝐷و  𝐶هل النقاط  𝐸(3,2,1)و 

 الحل:

 : 𝐶اختبار النقطة 

𝑃:−2 + 5 + 2 − 5 = 0 

0 = 0 

 محققة

𝐶إذاً:  ∈ 𝑃 

 : 𝐷اختبار النقطة 

𝑃: 1 + 1 + 3 − 5 = 0 

0 = 0 

 محققة

𝐷إذاً:  ∈ 𝑃 

 : 𝐸اختبار النقطة 

𝑃: 3 + 2 − 1 − 5 = 0 

−1 = 0 

 غير محققة

𝐸إذاً:  ≠ 𝑃 

 التمرين الثاني:

أثبت أنّ معادلة  𝐶(4,0,0)و  𝐵(1,2,1)و  𝐴(1,1,0)لدينا النقاط 

 تعُطى بالعلاقة (𝐴𝐵𝐶)المستوي 

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0 . 

 في معادلة المستوي المراد إثباتها: 𝐴تعويض  الحل:

4 + 3(1) − 3(0) − 4 = 0 

4 − 4 = 0 

0 = 0 

 محققة

 في معادلة المستوي المراد إثباتها: 𝐵تعويض 

1 + 3(2) − 3(1) − 4 = 0 

7 − 7 = 0 

0 = 0 

 محققة

 في معادلة المستوي المراد إثباتها: 𝐶تعويض 

4 + 3(0) − 3(0) − 4 = 0 

4 − 4 = 0 

0 = 0 

 محققة

 هي: (𝐴𝐵𝐶)إذاً: معادلة المستوي 

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0 

 التمرين الثالث:

 الطلب الأول:

  𝐴(5,−3,4)احسب بعُد النقطة 

:𝑃عن المستوي  2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0  

 الحل:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|2(5) − (−3) + 3(4) − 5|

√4 + 1 + 9
 

=
|10 + 3 + 12 − 5|

√14
=
|20|

√14
=
20

√14
 

 الطلب الثاني:

  𝐵(2,2,5)احسب بعُد النقطة 

:𝑄عن المستوي  𝑦 − 𝑧 = 0  

 الحل:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵, 𝑄) =
|2 − 5|

√1 + 1
=
|−3|

√2
=
3

√2
 

 التمرين الرابع: 

;𝑂)نتأمل في المعلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :النقاط الآتية 

𝐵(1,−2,1) 𝐴(2,0,1) 
𝐷(−3,−5,6) 𝐶(5,5,0) 

𝐸(3,1,2) 
وتبينّ إذا كانت  𝑃إلى مستو واحد  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴أثبت انتماء النقاط 

 𝑃تنتمي إلى المستوي  𝐸النقطة 

 الحل:

 : (𝐴𝐵𝐶)الخطوة الأولى نكتب معادلة المستوي 

 تشكل مستو وفق: 𝐶و  𝐵و  𝐴إثبات أنّ النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,0)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,5, −1) 
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   𝐶و  𝐵و  𝐴غير مرتبطين خطياً وبالتالي النقاط  ⃗ 
 تشكل مستوي.

 وفق: (𝐴𝐵𝐶)عادلة المستوي كتابة م

 𝐴(2,0,1)النقطة: 

,𝑛⃗ (𝑎الناظم: ليكن  𝑏, 𝑐)  

  𝑛⃗فإنّ  (𝐴𝐵𝐶)هي نقاط من المستوي  𝐶و  𝐵و  𝐴بما أنّ النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗عمودي على كل من  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ . 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(−1) + (𝑏)(−2) + (𝑐)(0) = 0 

−𝑎 − 2𝑏 = 0…(1) 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(3) + (𝑏)(5) + (𝑐)(−1) = 0 

3𝑎 + 5𝑏 − 𝑐 = 0… (2) 

ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑏اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 1

{
−𝑎 − 2 = 0

3𝑎 − 𝑐 + 5 = 0
 

 نجد أنّ: (1)من 

−𝑎 − 2 = 0 → 𝑎 = −2 

 لنجد أنّ: (2)نعوض في 

3(−2) − 𝑐 + 5 = 0 → 𝑐 = −1 

 ومنهُ:

𝑛⃗ (−2,1,−1) 
 المعادلة:

(𝐴𝐵𝐶): −2(𝑥 − 2) + 1(𝑦 − 0) − 1(𝑧 − 1) = 0 

(𝐴𝐵𝐶):−2𝑥 + 4 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 

(𝐴𝐵𝐶):−2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 5 = 0 

 الخطوة الثانية: 

 (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي  𝐷اختبار انتماء النقطة 

−2(−3) + (−5) − (6) + 5 = 0 

6 − 5 − 6 + 5 = 0 

0 = 0 

 محققة

𝐷إذاً:  ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

2𝑥−تقع في مستو واحد معادلته  𝐷و  𝐶 و 𝐵و  𝐴وبالتالي النقاط  +

𝑦 − 𝑧 + 5 = 0 

 : (𝐴𝐵𝐶𝐷)إلى المستوي  𝐸اختبار انتماء النقطة 

−2(3) + (1) − (2) + 5 = 0 

−6+ 1 − 2 + 5 = 0 

−2 = 0 

 غير محققة

𝐸إذاً  ≠ (𝐴𝐵𝐶𝐷) 

 التمرين الخامس:

 ليكن لدينا المستويان:

𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 − 7 = 0  

𝑄: 4𝑥 + 2𝑦 − 6𝑧 + 3 = 0  

 الطلب الأول: 

 متوازيان: 𝑄و  𝑃أنّ  تحقق

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمه  𝑃المستوي  ⃗⃗ (2,1,−3) 

𝑛𝑄⃗⃗ناظمه  𝑄المستوي  ⃗⃗  (4,2,−6) 

𝑛𝑃⃗⃗نلاحظ أنّ  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  𝑄و  𝑃مرتبطين خطياً وبالتالي المستويان   

 متوازيان.

 الطلب الثاني:

 : 𝑃خذ نقطة اختيارية تنتمي إلى المستوي 

 الحل:

 حيث نأخذ: 𝑃تنتمي للمستوي  𝐴لتكن النقطة 

𝑥𝐴 = 0   ,   𝑦𝐴 = 1 

 وفق: 𝑧𝐴لحساب  𝑃نعوض في معادلة المستوي 

𝑃: 2(0) + 1 − 3𝑧𝐴 − 7 = 0 

−3𝑧𝐴 − 6 = 0 → 𝑧𝐴 = −2 

 ومنهُ: 

𝐴(0,1,−2) 
 الطلب الثالث:

 : 𝑄و  𝑃احسب البعد بين المستويين 

 الحل:

 𝑃طة تنتمي إلى المستوي نق 𝐴(0,1,−2)من الطلب السابق لدينا 

 نطبق القانون: 𝑄و  𝑃ولحساب البعد بين المستويين 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) =
|4(0) + 2(1) − 6(−2) + 3|

√16 + 4 + 36
 

=
|2 + 12 + 3|

√56
=
|17|

√56
=
17

56
 

 التمرين السادس:

 لتكن لدينا النقاط:

𝐵(1,1,0) 𝐴(1,0,0) 

𝐷 (0,0,
1

2
) 𝐶 (0,1,

1

2
) 

 : (𝐴𝐵𝐶𝐷)كتب معادلة المستوي والمطلوب ا

 الحل:

 : (𝐴𝐵𝐶)الخطوة الأولى نكتب معادلة المستوي 

 تشكل مستو وفق: 𝐶و  𝐵و  𝐴إثبات أنّ النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,1,0)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−1,1,
1

2
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  غير مرتبطين خطياً لأنه لا ينتج أحدهما عن  ⃗ 

 تشكل مستو. 𝐶و  𝐵و  𝐴النقاط  الآخر بضربه بعدد ومنهُ 

 وفق: (𝐴𝐵𝐶)كتابة معادلة المستوي 

 𝐴(1,0,0)النقطة: 

,𝑛⃗ (𝑎الناظم: ليكن  𝑏, 𝑐)  

  𝑛⃗فإنّ  (𝐴𝐵𝐶)هي نقاط من المستوي  𝐶و  𝐵و  𝐴بما أنّ النقاط 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗عمودي على كل من  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ . 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(0) + (𝑏)(1) + (𝑐)(0) = 0 

𝑏 = 0…(1) 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(𝑎)(−1) + (𝑏)(1) + (𝑐) (
1

2
) = 0 

−𝑎 + 𝑏 +
1

2
𝑐 = 0…(2) 

ولحلها نعطي قيمة  𝑐و  𝑏و  𝑎وهذه جملة معادلتين بثلاثة مجاهيل 

𝑐اختيارية لأحد المجاهيل ولتكن  =  ، نعوض في المعادلتين وفق: 2

{
𝑏 = 0

−𝑎 + 𝑏 + 1 = 0
 

 نجد أنّ: (1)من 

𝑏 = 0 

 :لنجد أنّ  (2)نعوض في 

−𝑎 + (0) + 1 = 0 → 𝑎 = 1 

 𝑛⃗ (1,0,2)ومنهُ:
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 المعادلة:

(𝐴𝐵𝐶): 1(𝑥 − 1) + 0(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 0) = 0 

(𝐴𝐵𝐶): 𝑥 − 1 + 2𝑧 = 0 

(𝐴𝐵𝐶): 𝑥 + 2𝑧 − 1 = 0 

 

 الخطوة الثانية: 

 (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي  𝐷اختبار انتماء النقطة 

 

 

 

 في معادلة المستوي: 𝐷نعوّض إحداثيات 

(0) + 2 (
1

2
) − 1 = 0 

1 − 1 = 0 

0 = 0 

 قةمحق

𝐷إذاً:  ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

 هي: (𝐴𝐵𝐶𝐷)ومنهُ تكون معادلة المستوي 

𝑥 + 2𝑧 − 1 = 0 

  التمثيل الهندسي لمستقيم في الفراغ:تمهيد:

 .  𝑢⃗شعاع توجيهه  𝑑لدينا المستقيم  الشكل العام
 التمثيلات الوسيطية لمعادلة المستقيم في الفراغ تعطى وفق:

(𝑑): {

𝑥 = 𝛼𝑡 + 𝑥𝐴
𝑦 = 𝛽𝑡 + 𝑦𝐴
𝑧 = 𝛾𝑡 + 𝑧𝐴

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

,𝑢⃗ (𝛼حيث: شعاع توجيه المستقيم هو:  𝛽, 𝛾) 

 لكتابة التمثيل الوسيطي لأيّ مستقيم في الفراغ فإننا نحتاج: كتابة التمثيل

,𝑢⃗ (𝛼شعاع توجيه المستقيم:  * 𝛽, 𝛾) 

,𝐴(𝑥𝐴نقطة منهُ:  * 𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  

:(𝑑)                   نكتب التمثيل الوسيطي وفق: * {

𝑥 = 𝛼𝑡 + 𝑥𝐴
𝑦 = 𝛽𝑡 + 𝑦𝐴
𝑧 = 𝛾𝑡 + 𝑧𝐴

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

  حالات إيجاد التمثيل الوسيطي:

 فكرة الحل نص السؤال الحالة

 

التمثيل الوسيطي لمستقيم 

 يوازي مستقيم

 

المار  𝑑اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 Δوالموازي للمستقيم  𝐴من النقطة 

 

 المعطاة( Aة: )تحديد النقط *

 : 𝑑للمستقيم  𝑢⃗ 𝑑تحديد شعاع التوجيه  *

 متوازيان فإن: Δو  𝑑بما أن المستقيمان 

𝑢⃗ Δ = 𝑢⃗ 𝑑 

 نكتب التمثيل الوسيطي  *

 

التمثيل الوسيطي لمستقيم 

 يعامد مستوي

 

المار  𝑑اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 𝑃والعامودي على المستوي  𝐴من 

 معلومة( Aقطة: )تحديد الن *

 : 𝑑للمستقيم  𝑢⃗ 𝑑تحديد شعاع التوجيه  *

 متعامدان فإن:  𝑃والمستوي  𝑑بما أن المستقيم 

𝑢⃗ 𝑑 = 𝑛⃗ 𝑝 

 نكتب التمثيل الوسيطي *

 

التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 المار من نقطتين

 :صيغة أولى 

اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

(𝐴𝐵)  
 :صيغة ثانية 

 𝐴لتمثيل الوسيطي المار من اكتب ا
 𝐵و 

  𝐵أو  𝐴تحديد النقطة: إما  *
 شعاع توجيه المستقيم:  𝑢⃗تحديد  *

 فإن:  𝐵و  𝐴بما أن المستقيم مار بالنقطتين 

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 نكتب التمثيل الوسيطي *

 

التمثيل الوسيطي للفصل 

 المشترك لمستويان

 

 𝑑اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 
 𝑄و  𝑃ك للمستويان الفصل المشتر

 

 𝑡نأخذ معادلتي المستويان ثم نعطي قيمة اختيارية لأحد المجاهيل بدلالة  *
 ونعوض في معادلتي المستويان فنحصل على جملة معادلتين بمجهولين

فنحصل على  𝑡بحل هذه الجملة نحصل على جميع المجاهيل بدلالة  *

 التمثيل الوسيطي للفصل المشترك

 

 

  تمثيل الوسيطي اـ:ملاحظة: في ال

𝑡مستقيم تكون:  * ∈ ℝ 

𝑡نصف مستقيم تكون:  * ∈ ℝ+ 

𝑡قطعة مستقيم تكون:  * ∈ [0,1] 

المار من النقطة  (𝑑)اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم  التمرين الأول:

𝐴(−1,2,1)  والذي يوازي المستقيم𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ و  𝐶(1,0,−3)حيث  ⃗ 

𝐷(−1,−2,1) . 

 

 الحل:

 𝐴(−1,2,1)النقطة: 

 التوجيه:  شعاع

 متوازيان فإنّ: (𝐶𝐷)و  (𝑑)بما أنّ المستقيم 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (−2,2,3) 
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:𝑑كتابة التمثيل الوسيطي: {
𝑥 = −2𝑡 − 1
𝑦 = 2𝑡 + 2   
𝑧 = 3𝑡 + 1  

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 التمرين الثاني:

 الذي معادلتهُ: 𝑃ليكن لدينا المستوي 

𝑃: 3𝑥 − 5𝑧 + 7 = 0 

المار من النقطة  𝑑للمستقيم  اكتب معادلة التمثيل الوسيطي

𝐴(1,−3,2)  والعمودي على المستوي𝑃 . 

 الحل:

 𝐴(1,−3,2)النقطة: 

 شعاع التوجيه: 

 متعامدان فإنّ: 𝑃والمستوي  𝑑بما أنّ المستقيم 

𝑢⃗ = 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  

𝑢⃗ (3,0,−5) 
 المعادلة:

𝑑: {
𝑥 = 3𝑡 + 1     
𝑦 = −3            
𝑧 = −5𝑡 + 2  

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 الثالث: التمرين

 حيث: (𝐴𝐵)اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝐵(3,−1,1) A(2,1,−1) 
 الحل:

 𝐴(2,1,−1)النقطة: 

= 𝑢⃗شعاع التوجيه:  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ,𝑢⃗ (1أيّ:  ⃗  −2,2) 

 المعادلة:

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 + 2     
𝑦 = −2𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 − 1   

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 

 التمرين الرابع:

𝑃:−𝑥ترك للمستويان الفصل المش (𝑑)أعط تمثيلاً وسيطياً لـ  + 𝑦 +

𝑧 = 3  

:𝑄و  2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 

 الحل:

{
𝑃:−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3…(1)

𝑄: 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1… (2)
 

 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع 

𝑥 + 3𝑧 = 4 

𝑥 = −3𝑧 + 4…(∗) 
 وفق: (1)نعوض في 

−(−3𝑧 + 4) + 𝑦 + 𝑧 = 3 

3𝑧 − 4 + 𝑦 + 𝑧 = 3 

4𝑧 + 𝑦 = 7 

𝑦 = −4𝑧 + 7…(∗∗) 
𝑧لتكن  = 𝑡  و  (∗)، نعوض في علاقة(∗∗) : 

𝑥 = −3𝑡 + 4 

𝑦 = −4𝑡 + 7 

 المعادلة:

𝑑: {
𝑥 = −3𝑡 + 4
𝑦 = −4𝑡 + 7
𝑧 = 𝑡              

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 

 

 

 

 

 

 

 تطبيقات التمثيل الوسيطي لمستقيم:

 فكرة الحل نص السؤال التطبيق

 

إثبات تمثيل 

 وسيطي لمستقيم

  𝑑أثبت أن معادلة المستقيم 
)تمثيله الوسيطي معلوم( هو فصل مشترك 

 𝑄و  𝑃حيث )معادلتي  𝑄و  𝑃 للمستويان

 معطاة(

 الطريقة الأبسط في الإجابة:

 𝑄و  𝑃في كل من معادلتي المستويان  𝑑نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم 
 ونثبت أن كل منهما محققة

 

 

انتماء نقطة إلى 

 مستقيم في الفراغ

 تمثيله الوسيطي: 𝑑ليكن لدينا المستقيم 

(𝑑): {

𝑥 = 𝛼𝑡 + 𝑥𝐴
𝑦 = 𝛽𝑡 + 𝑦𝐴
𝑧 = 𝛾𝑡 + 𝑧𝐴

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

,𝐵(𝑥𝐵هل النقطة  𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)  

 ؟ 𝑑تنتمي الى المستقيم 

  𝑡نعوض إحداثيات النقطة في التمثيلات الوسيطية للمستقيم ثم نحدد قيم  *
 نميز: *

  الحالة الأولى: قيم𝑡  متساوية 

  𝑑تنتمي إلى المستقيم  𝐵وبالتالي تكون النقطة 
 الة الثانية: قيم الح𝑡  غير متساوية 

  𝑑لا تنتمي إلى المستقيم  𝐵وبالتالي تكون النقطة 

 

 حيث: 𝑄و  𝑃ليكن لدينا المستويان التمرين الأول:

{
𝑃: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 4 = 0
𝑄: 2𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 − 5 = 0

 

الذي تمثيله  𝑑أثبت أنّ المستويان يتقاطعان في الفصل المشترك 

:𝑑                       الوسيطي: {
𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 3       
𝑧 = 𝑡       

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 : 𝑃في  𝑑نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم الحل:

𝑃: 𝑡 − 2 + 2(3) − (𝑡) − 4 = 0 

𝑃: 𝑡 − 2 + 6 − 𝑡 − 4 = 0 

0 = 0 

 محققة

 

 : 𝑄في  𝑑نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑃: 2(𝑡 − 2) + 3(3) − 2(𝑡) − 5 = 0 

𝑃: 2𝑡 − 4 + 9 − 2𝑡 − 5 = 0 

0 = 0 

 محققة

 𝑄و  𝑃هو الفصل المشترك لـ  𝑑إذاً: 

 التمرين الثاني:

 تمثيله الوسيطي: ∆ليكن المستقيم 

∆: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = t + 1
𝑧 = 𝑡 + 2

 ;  𝑡 ∈ ℝ 
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 : ∆تنتمي إلى  𝐴(1,0,−1)هل النقطة الطلب الأول:

1 = 2𝑡 − 1 → 𝑡 = 1 

0 = 𝑡 + 1 → 𝑡 = −1 

𝐴إذاً  ∉ ∆ 

 ؟ ∆تنتمي إلى  𝐵(1,2,−1)هل النقطة  الطلب الثاني:

1 = 2𝑡 − 1 → 𝑡 = 1 

2 = 𝑡 + 1 → 𝑡 = 1 

−1 = 𝑡 + 2 → 𝑡 = −3 

𝐵إذاً  ∉ ∆ 

 الطلب الثالث:

 ؟ ∆تنتمي إلى  𝐶(1,2,3)هل النقطة 

1 = 2𝑡 − 1 → 𝑡 = 1 

2 = 𝑡 + 1 → 𝑡 = 1 

3 = 𝑡 + 2 → 𝑡 = 1 

𝐶إذاً  ∈ ∆ 

 

 

 الكرة:

  تمهيد:

 

 الشكل العام

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

 حيث: 

,Ω(𝑥0مركز الكرة:  * 𝑦0, 𝑧0)  

 𝑅نصف قطر الكرة:  *
 

 

 كتابة معادلة الكرة

 لكتابة معادلة كرة فإننّا نحتاج:

,Ω(𝑥0مركز الكرة:  * 𝑦0, 𝑧0) 

 𝑅نصف قطر الكرة:  *
𝑥)تكون معادلة الكرة وفق: * − 𝑥0)

2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 + (𝑧 − 𝑧0)

2 = 𝑅2 

  حالات معادلة الكرة:

 الحل فكرة نص السؤال الحالة

معادلة كرة مركزها 

 معلوم وتمر من نقطة

وتمرّ من  Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها 

 Aالنقّطة 

 

 معلوم Ωتحديد المركز:  *

R :Rتحديد نصف القطر  * = ΩA 

 نكتب المعادلة *

 

 

 [𝐴𝐵]معادلة كرة قطرها 

 

 

 .[AB]اكتب معادلة الكرة التي قطرها 

 

 هي مركز هذه الكرة. [AB]منتصف  Ω: النقّطة Ωتحديد المركز *

 :Rتحديد نصف القطر  *

Rإمّا  - = ΩA 

Rأو  - = ΩB 

Rأو  - =
1

2
AB 

 نكتب المعادلة. *

معادلة كرة مركزها 

 معلوم وتمس مستوي

 

وتمسّ  Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها 

 Pالمستوي 

 

 معلوم Ωتحديد المركز *

 : Rتحديد نصف القطر  *

 فإنّ: Pبما أنّ الكرة تمسّ المستوي 

R = dist(Ω, P) 
 نكتب المعادلة *

 

 التمرين الأول:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  اكتب معادلة الكرة التي مركزها ،Ω 

 . 𝑟ونصف قطرها 
 الطلب الأول:

Ω(1,2,3) 𝑟 = 5 

 الحل:

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 3)2 = 25 

 :الطلب الثاني

Ω(0,5,−1) 𝑟 = √3 

 الحل:

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

𝑥2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 1)2 = 3 

 

 

 

 التمرين الثاني:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  قطرها اكتب معادلة الكرة التي[𝐴𝐵] 

𝐵(1,0,5) 𝐴(−3,1,2) 
 فق:و [𝐴𝐵]مركز الكرة: منتصف الحل:

Ω(−1,
1

2
,
7

2
) 

ΩA⃗⃗⃗⃗               نصف القطر:  ⃗ (−2,
1

2
, −

3

2
) 

𝑅 = Ω𝐴 = √(−2)2 + (
1

2
)
2

+ (−
3

2
)
2

 

= √4 +
1

4
+
9

4
= √

26

4
= √

13

2
 

 نكتب المعادلة وفق:

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 −
1

2
)
2

+ (𝑧 −
7

2
)
2

=
13

2
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 التمرين الثالث:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  نتأمل النقطة𝐴(2,−2,2)  والمستو

𝑃: 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 5 

 وتمس المستوي 𝐴اكتب معادلة للكرة التي مركزها 

 الحل:

 𝐴(2,−2,2)مركز الكرة: 

 نصف القطر:

 فإنّ: 𝑃بما أنّ الكرة وتمس المستوي 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|2 − 4 + 6 − 3|

√1 + 4 + 9
=
|1|

√14
=

1

√14
 

 نكتب المعادلة وفق:

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 2)2 =
1

14
 

 

 

  معادلات الاسطوانة:

 OX OY OZ المحور

,𝐴(𝑥𝐴 مركز قاعدتها الأولى 0,0) 𝐴(0, 𝑦𝐴, 0) 𝐴(0,0, 𝑧𝐴) 

,𝐵(𝑥𝐵 مركز قاعدتها الثانية 0,0) 𝐵(0, 𝑦𝐵 , 0) 𝐵(0,0, 𝑧𝐵) 

 𝑟 نصف قطر القواعد

 شكل المعادلة
{
𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑥𝐴 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝐵
 {

𝑥2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑦𝐴 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝐵
 {

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

𝑧𝐴 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝐵
 

  ت المخروط:معادلا

 OX OY OZ المحور

 𝑂المبدأ  الرأس

,𝐴(𝑥𝐴 مركز قاعدته 0,0) 𝐴(0, 𝑦𝐴, 0) 𝐴(0,0, 𝑧𝐴) 

 𝑟 نصف قطر القاعدة

 شكل المعادلة

{
𝑦2 + 𝑧2 =

𝑟2

(𝑥𝐴)
2
𝑥2

𝑂 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝐴

 {
𝑥2 + 𝑧2 =

𝑟2

(𝑦𝐴)
2
𝑦2

𝑂 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝐴

 {
𝑥2 + 𝑦2 =

𝑟2

(𝑧𝐴)
2
𝑧2

𝑂 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝐴

 

  أنماط التمارين:

 الثالث الثاني الأول الأنماط

 اكتب معادلة نص السؤال

 )الأسطوانة/ المخروط(. 

صف مجموع النقّاط التّي تحققّ 

 المعادلة )معطاة(.

 تقع على  𝐴هل النقّطة 

 )الأسطوانة/ المخروط(؟

 قانون وتعويض. ة الحلفكر

 

 

 

 

نحددّ ماذا تمثلّ المعادلة حسب ما 

 ورد معنا في المخططات السّابقة.

 نعوّض إحداثياّت النقّطة في المعادلة *

 ونميز: *

 :الحالة الأولى 

  𝐴تحقق الشرطين إذاً النقطة 
 المخروط(/تنتمي إلى )الاسطوانة

 :الحالة الثانية 

تنتمي إلى  𝐴اختلال أحد الشرطين إذاً النقطة 

 المخروط(/)السطوانة

 

 التمرين الأول:

في كل حالة من الحالات الآتية ، اكتب معادلة الاسطوانة التي محورها 

(𝑂, 𝑖 )  ومركزي قاعدتها𝐴(4,0,0)  و𝐵(8,0,0)  ونصف قطرها

2√2 

}                         الحل:
𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑥𝐴 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝐵
 

𝑦2 + 𝑧2 = 8 

4 ≤ 𝑥 ≤ 8 

 التمرين الثاني:

في كل حالة من الحالات الآتية ، اكتب معادلة المخروط التي محوره 

(𝑂, 𝑖 )  ورأسه𝑂  ونصف  (4,0,0)وقاعدته الدائرة التي مركزها

 3قطرها 
 الحل:

{
𝑦2 + 𝑧2 =

𝑟2

(𝑥𝐴)
2
𝑥2

𝑂 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝐴

 

𝑦2 + 𝑧2 =
9

16
𝑥2 

0 ≤ 𝑥 ≤ 4 

 التمرين الثالث:

,𝑀(𝑥في كل حالة من الحالات الآتية ، صف مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧) 

 التي إحداثياتها تحقق العلاقات الآتية:

 الطلب الأول:

{
𝑦2 + 𝑧2 = 16
3 ≤ 𝑥 ≤ 7

 

 الحل:

,𝑂)معادلة اسطوانة محورها  𝑖 )  ونصف قطرها𝑟 = ومركزي  4

 𝐵(7,0,0)و  𝐴(3,0,0)قاعدتيها 

}            الطلب الثاني:
𝑥2 + 𝑦2 =

9

25
𝑧2

𝑂 ≤ 𝑧 ≤ 5
 

,𝑂)تمثل مخروط محوره  الحل: 𝑘⃗ )  ورأسه المبدأ𝑂  ومركز قاعدته

𝑟ونصف قطرها  (0,0,5) = 3 
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 لتمرين الرابع:ا

}لدينا معادلة الاسطوانة 
𝑥2 + 𝑧2 = 9
1 ≤ 𝑦 ≤ 5

و  𝐴(3,2,0)ولدينا النقاط   

𝐵(3,9,0)  و𝐶(√3, تقع على  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط  (2,1

 الاسطوانة؟

 الحل:

 : 𝐴اختبار النقطة 

(3)2 + (0)2 = 9 → 9 = 9
1 ≤ 2 ≤ 5

 

 محققة

 تقع على الاسطوانة. 𝐴إذاً النقطة 

 : 𝐵اختبار النقطة 

(3)2 + (0)2 = 9 → 9 = 9
1 ≤ 9 ≤ 5

 

 غير محققة

 لا تقع على الاسطوانة. 𝐵إذاً النقطة 

 : 𝐶طة اختبار النق

(√3)
2
+ (1)2 = 9 → 10 ≠ 9 

 غير محققة

 لا تقع على الاسطوانة. 𝐶إذاً النقطة 

 

 

 التمرين الخامس:

}لدينا معادلة المخروط 
𝑥2 + 𝑦2 = 3𝑧2

0 ≤ 𝑧 ≤ 1
ولدينا النقاط   

𝐴(0, √3,  𝐶و  𝐵و  𝐴هل النقاط  𝐶(−1,1,2)و  𝐵(1,2,3)و  (1

 تقع على الاسطوانة؟

 الحل:

 : 𝐴تبار النقطة اخ

(0)2 + (√3)
2
= 3(1)2 → 3 = 3

0 ≤ 1 ≤ 1
 

 محققة

 تقع على المخروط. 𝐴إذاً النقطة 

 : 𝐵اختبار النقطة 

(1)2 + (1)2 = 3(3)2 → 2 = 27 

 غير محققة

 لا تقع على المخروط. 𝐵إذاً النقطة 

 : 𝐶اختبار النقطة 

(−1)2 + (1)2 = 3(2)2 → 2 = 12 

 غير محققة

 لا تقع على المخروط. 𝐶نقطة إذاً ال

 

 

  الأوضاع النسبية:

  الوضع النسبي لمستويان في الفراغ:

 طريقة الإجابة نص السّؤال

𝑛𝑄⃗⃗نثبت أنّ  متوازيان 𝑃 و𝑄أثبت أنّ  ⃗⃗ 𝑛𝑃⃗⃗  و  ⃗⃗   ً  مرتبطان خطّياّ

𝑛𝑄⃗⃗نثبت أنّ  متقاطعان 𝑃 و𝑄أثبت أنّ  ⃗⃗ 𝑛𝑃⃗⃗  و  ً غير مرتبطان خطّيّ   ⃗⃗  ا

𝑛𝑃⃗⃗نثبت أنّ:  متعامدان 𝑃 و𝑄أثبت أنّ  ⃗⃗ . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

 متكافئتان 𝑃 و 𝑄نثبت أنّ معادلتي  منطبقان 𝑃 و𝑄أثبت أنّ 

 أيّ: إحدى المعادلتين تنتج عن الاخرى بضربها بعدد حقيقي

  𝑃 و 𝑄في حال تقاطع 

 ما هو تقاطعهما؟

 تقاطعهما هو فصل مشترك )مستقيم(

 مثيل الوسيطي اكتب التّ 

  𝑃 و𝑄للفصل المشترك لـ 

 الحالة الرّابعة من حالات كتابة التمّثيل الوسيطي لمستقيم في الفراغ

 

 التمرين الأول:

 في الحالات الآتية 

 . 𝑄و  𝑃ادرس الوضع النسبي للمستويان 

}               الطلب الأول:
𝑃: 𝑥 − 4𝑦 + 7 = 0

𝑄: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0
 

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمهُ  𝑃المستوي  ⃗⃗ (1,−4,0)  

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄المستوي  ⃗⃗  (1,2,−1)   

𝑛𝑃⃗⃗نلاحظ أنّ  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  𝑄و  𝑃غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستويان   

 متقاطعان.

 الطلب الثاني:

{
𝑃: 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 1 = 0
𝑄: 2𝑥 − 4𝑦 + 6𝑧 = 0

 

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمهُ  𝑃المستوي  ⃗⃗ (1,−2,3)  

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄ي المستو ⃗⃗  (2,−4,6)   

𝑛𝑃⃗⃗نلاحظ أنّ  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  𝑄و  𝑃مرتبطين خطياً وبالتالي المستويان   

 متوازيان.

 الطلب الثالث:

{
𝑃: 𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 − 5 = 0
𝑄: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0

 

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمهُ  𝑃المستوي  ⃗⃗  (1,2,4)  

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄المستوي  ⃗⃗  (2,1,−1)   

𝑛𝑃⃗⃗ نلاحظ أنّ  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  𝑄و  𝑃غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستويان   

 متقاطعان.

 التمرين الثاني:

 نتأمل المستويان:

{
𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0
𝑄: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0

 

 متقاطعان 𝑄و  𝑃أثبت أنّ الطلب الأول:

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمهُ  𝑃المستوي  ⃗⃗ (2,1,−1)  

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄المستوي  ⃗⃗  (1,2,−1)   

𝑛𝑃⃗⃗نلاحظ أنّ  𝑛𝑄⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  𝑄و  𝑃غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستويان   

 متقاطعان.



 

 

 لعلمي ي اوالثالث الثان      رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة      منصة طريقي التعليمية الافتراضية 

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  : خالد عامرإعداد المدرس    رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة 

 :0947050592whatsAppأو        www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

 الطلب الثاني:

 . 𝑄و  𝑃الفصل المشترك للمستويان  𝑑جد تمثيل وسيطي لـ 

 الحل:

{
𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0
𝑄: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0

 

 

𝑦نأخذ  = 𝑡 :نعوض في المعادلتين وفق 

{
2𝑥 + 𝑡 − 𝑧 + 2 = 0
𝑥 + 2𝑡 − 𝑧 + 1 = 0

 

 

 وفق: (2−)بالعدد  (2)نضرب المعادلة 

{
2𝑥 + 𝑡 − 𝑧 + 2 = 0

−2𝑥 − 4𝑡 + 2𝑧 − 2 = 0
 

 

 نجد أنّ: ′(2)و  (1)بجمع 

−3𝑡 + 𝑧 = 0 → 𝑧 = 3𝑡 
 

 : (2)نعوض في 

𝑥 + 2𝑡 − 3𝑡 + 1 = 0 → 𝑥 = 𝑡 − 1 

 

الذي يمثل الفصل المشترك  𝑑وبالتالي يكون التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 وفق: 𝑄و  𝑃ن للمستويا

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 − 1
𝑦 = t        
𝑧 = 3𝑡     

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 

 التمرين الثالث:

 بينّ في كل من الحالات الآتية 

 متعامدان  𝑄و  𝑃إذا كان المستويان 

 الطلب الأول:

{
𝑃: 𝑥 + 2𝑦 − 5𝑧 + 7 = 0
𝑄: 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 3 = 0

 

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمه  𝑃المستوي  ⃗⃗ (1,2,−5) 

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄المستوي  ⃗⃗  (1,2,1)   

 لدينا: 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (1)(1) + 2(2) + (−5)(1) 

1 + 4 − 5 = 0 

 متعامدان 𝑄و  𝑃ومنه المستويان 

 الطلب الثاني:

{
𝑃: 𝑥 − 3𝑦 + 2 = 0
𝑄: 𝑦 − 2𝑧 + 3 = 0

 

 الحل:

𝑛𝑃⃗⃗ناظمهُ  𝑃المستوي  ⃗⃗ (1,−3,0) 

𝑛𝑄⃗⃗ناظمهُ  𝑄المستوي  ⃗⃗  (0,1,−2)   

 لدينا: 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (1)(0) + (−3)(1) + (0)(−2) 

−3 ≠ 0 

 متعامدان 𝑄و  𝑃ومنه المستويان 

 

  

  لوضع النسبي لمستقيمان في الفراغ:ا

 طريقة الإجابة نص السّؤال

 متوازيان  𝑑1 و𝑑2أثبت أنّ 

 نثبت أنّ:

* 𝑢⃗ 2و 𝑢⃗ 1   ً     مرتبطان خطّياّ

* 𝑑2و 𝑑1    لا يشتركان بأيةّ نقطة 

 منطبقان  𝑑1 و𝑑2أثبت أنّ 

 نثبت أنّ:

* 𝑢⃗ 2و 𝑢⃗ 1   ًمرتبطان خطّيّا 

* 𝑑2و 𝑑1  يشتركان بعدد لا نهائي من النّقاط 

 متخالفان  𝑑1 و𝑑2أثبت أنّ 

 نثبت أنّ:

* 𝑢⃗ 2و 𝑢⃗ 1   ًغير مرتبطان خطّيّا 

* 𝑑2و 𝑑1  لا يشتركان بأيةّ نقطة 

 نثبت أنّ: متقاطعان  𝑑1 و𝑑2أنّ  أثبت

* 𝑢⃗ 2و 𝑢⃗ 1   ًغير مرتبطان خطّيّا 

* 𝑑2و 𝑑1 يشتركان بنقطة 

 𝑑1 و𝑑2بالحلّ المشترك لجملة التمّثيلات الوسيطيةّ لـ 𝑑1 و𝑑2أوجد إحداثياّت نقطة تقاطع 

.𝑢⃗ 1نثبت أنّ:   متعامدان  𝑑1 و𝑑2أثبت أنّ  𝑢⃗ 2 = 0 

 يقعان في مستوٍ واحد؟  𝑑1 و𝑑2هل 

 ونميّز الحالات: 𝑑1 و𝑑2ندرس الوضع النسّبي لـ

 لا يقعان في مستوٍ واحد  𝑑1 و𝑑2متخالفان، إذاً   𝑑1 و :𝑑2حالة 

 يقعان في مستوٍ واحد.  𝑑1 و𝑑2: باقي الحالات إذاً حالة 

 

 التمرين الأول:

  𝑑2و  𝑑1ادرس الوضع النسبي للمستقيمان 
 في كل من الحالات الآتية:

 الحالة الأولى:

𝑑1: {
𝑥 = 3𝑡 + 1
𝑦 = 4𝑡        
𝑧 = −𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

𝑑2: {
𝑥 = −9𝑡 + 4  
𝑦 = −12𝑡 + 4
𝑧 = 3𝑡              

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الحل:

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (3,4,−1)شعاع توجيهه  𝑑1لدينا المستقيم 

 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (−9,−12,3)شعاع توجيهه  𝑑2لدينا المستقيم 

إما  𝑑2و  𝑑1مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 

 متوازيان أو منطبقان.
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 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑1لدينا المستقيم 

𝑑1: {
𝑥 = 3𝑡 + 1
𝑦 = 4𝑡        
𝑧 = −𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 تمثيله الوسيطي: 𝑑2لدينا المستقيم 

𝑑2: {
𝑥 = −9𝑠 + 4  
𝑦 = −12𝑠 + 4
𝑧 = 3𝑠              

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{
3𝑡 + 1 = −9𝑠 + 4…(1)

4𝑡 = −12𝑠 + 4     … (2)

−𝑡 + 1 = 3𝑠         … (3)
 

لك نختار لذ 𝑠و  𝑡والجملة السابقة هي جملة ثلاثة معادلات بمجهولين 

 جملة معادلتين بمجهولين ولتكن:

{
3𝑡 + 1 = −9𝑠 + 4…(1)

−𝑡 + 1 = 3𝑠          … (2)
 

نحلها إما حذف بالجمع أو  (𝑠 و 𝑡)وهذه جملة معادلتين بمجهولين 

 الحذف بالتعويض وفق:

 

 

 وفق: (3)بالعدد  (2)نضرب المعادلة 

{
3𝑡 + 1 = −9𝑠 + 4…(1)

−3𝑡 + 3 = 0𝑠         … (2)′
 

 نجد أنّ: ′(2)و  (1)بجمع 

4 = 4 

 محققة.

وهذه الجملة لها عدد غير منته من الحلول أي يوجد للمعادلة حل وبالتالي 

 متوازيان. 𝑑2و  𝑑1يشتركان بنقطة ومنهُ  𝑑2و  𝑑1المستقيمان 

 

 الحالة الثانية:

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡           
𝑦 = −𝑡        
𝑧 = 2𝑡 − 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

𝑑2: {
𝑥 = 𝑡           
𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 − 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الحل:

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,−1,2)شعاع توجيهه  𝑑1لدينا المستقيم 

 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (1,−1,2)شعاع توجيهه  𝑑2لدينا المستقيم 

إما  𝑑2و  𝑑1مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 

 متوازيان أو منطبقان.

 

 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑1لدينا المستقيم 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡           
𝑦 = −𝑡        
𝑧 = 2𝑡 − 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 تمثيله الوسيطي: 𝑑2لدينا المستقيم 

𝑑2: {
𝑥 = 𝑠           
𝑦 = −𝑠 + 1
𝑧 = 2𝑠 − 1

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{
𝑡 = 𝑠                    … (1)

−𝑡 = −𝑠 + 1      … (2)

2𝑡 − 1 = 2𝑠 − 1 … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نأخذ منها:

{
 𝑡 = 𝑠         … (1)

−𝑡 = −𝑠 + 1…(2)
 

 

 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع 

0 = 1 

 غير محققة.

  𝑑1إذاً ليس للجملة السابقة حل وبالتالي المستقيمان 

  𝑑1ن لا يشتركان بأيّة نقطة ومنهُ المستقيما 𝑑2و 

 متوازيان. 𝑑2و 

 

 الحالة الثالثة:

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1      
𝑦 = −3𝑡 + 2
𝑧 = −3𝑡 + 3

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

𝑑2: {
𝑥 = 𝑡              
𝑦 = −3𝑡 − 3
𝑧 = −𝑡 + 1  

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الحل:

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,−3,−3)شعاع توجيهه  𝑑1لدينا المستقيم 

 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (1,−3,−1)شعاع توجيهه  𝑑2لدينا المستقيم 

 𝑑2و  𝑑1غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 

 إما متقاطعان أو متخالفان.

 

 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑1لدينا المستقيم 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1      
𝑦 = −3𝑡 + 2
𝑧 = −3𝑡 + 3

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 مثيله الوسيطي:ت 𝑑2لدينا المستقيم 

𝑑2: {

𝑥 = 𝑠              
𝑦 = −3𝑠 − 3
𝑧 = −𝑠 + 1  

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{

𝑡 + 1 = 𝑠        … (1)

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 − 3…(2)

−3𝑡 + 3 = −𝑠 + 1  … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نأخذ منها:

{
𝑡 + 1 = 𝑠        … (1)

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 − 3… (2)
 

 وفق: (3)بالعدد  (1)نضرب المعادلة 

{
3𝑡 + 3 = 3𝑠      … (1)′

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 − 3… (2)
 

 

 نجد أنّ: (2)و  ′(1)بجمع 

5 = −3 

 غير محققة.

  𝑑1إذاً ليس للجملة السابقة حل وبالتالي المستقيمان 

  𝑑1لا يشتركان بأيّة نقطة ومنهُ المستقيمان  𝑑2و 
 متخالفان. 𝑑2و 

 



 

 

 لعلمي ي اوالثالث الثان      رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة      منصة طريقي التعليمية الافتراضية 

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  : خالد عامرإعداد المدرس    رياضيات/ قسم الأشعةالمكثفة 

 :0947050592whatsAppأو        www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

 الحالة الرابعة:

 :𝑑2و  𝑑1لوضع النسبي بين ادرس االطلب الأول: 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 2𝑡 − 3
𝑧 = −𝑡 + 2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

𝑑2: {
𝑥 = 3𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡 − 1
𝑧 = −𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الحل:

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,2,−1)شعاع توجيهه  𝑑1لدينا المستقيم 

 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (3,−1,−1)شعاع توجيهه  𝑑2لدينا المستقيم 

 𝑑2و  𝑑1غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 
 إما متقاطعان أو متخالفان.

 

 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑1لدينا المستقيم 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 2𝑡 − 3
𝑧 = −𝑡 + 2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 تمثيله الوسيطي: 𝑑2لدينا المستقيم 

𝑑2: {
𝑥 = 3𝑠 + 2
𝑦 = −𝑠 − 1
𝑧 = −𝑠 + 1

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{

  𝑡 + 1 = 3𝑠 + 2…(1)

2𝑡 − 3 = −𝑠 − 1…(2)

 −𝑡 + 2 = −𝑠 + 1  … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نأخذ منها:

{
   𝑡 + 1 = 3𝑠 + 2…(1)

−𝑡 + 2 = −𝑠 + 1…(3)
 

 نجد أنّ: (3)و  (1)بجمع 

3 = 2𝑠 + 3 → 2𝑠 = 0 → 𝑠 = 0 

 وفق: (1)نعوض في 

𝑡 + 1 = 0 + 2 → 𝑡 = 1 

 وفق: (2)بقية نتحقق في المعادلة المت

2(1) − 3 = 0 − 1 

−1 = −1 

 محققة

 

𝑡إذاً يوجد للجملة السابقة حل هو  = 𝑠و  1 = 0 

و  𝑑1يشتركان بنقطة وبالتالي المستقيمان  𝑑2و  𝑑1وبالتالي المستقيمان 

𝑑2 .متقاطعان 

 الطلب الثاني: 

  𝐼أوجد إحداثيات النقطة 

 :𝑑2و  𝑑1نقطة تقاطع المستقيمان 

 الحل:

𝑡)فإننا نعوض قيمة  𝑑2و  𝑑1لإيجاد نقطة تقاطع المستقيمان  = 1) 

 وفق: 𝑑1في التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑥 = 𝑡 + 1 → 𝑥 = 2 

𝑦 = 2𝑡 − 3 → 𝑦 = −1 

𝑧 = −𝑡 + 2 → 𝑧 = 1 

 ومنهُ:

𝐼 = (2,−1,1) 
 

 ملاحظة:

و  𝑑1نقطة تقاطع المستقيمان  𝐼من الممكن أيضاً إيجاد احداثيات النقطة 

𝑑2  وذلك بتعويض قيمة(𝑠 =  𝑑2في التمثيل الوسيطي للمستقيم  (0

 التمرين الثاني:

والموجه بالشعاع  𝐴(2,0,5)المستقيم المار من النقطة  𝑑لدينا 

𝑢⃗ (2,5,−1)  والمستقيم𝑑′  

، وهل  𝑣 (1,2,1)والموجه بالشعاع  𝐵(2,2,−1)المار من النقطة 

 متقاطعان؟ وفق حالة الإيجاب عين نقطة تقاطعهما. ′𝑑و  𝑑المستقيمان 

 الحل:

 الجزء الأول من السؤال: إثبات التقاطع:

 𝑢⃗ (2,5,−1)شعاع توجيهه  𝑑لدينا المستقيم 

 𝑣 (1,2,1)شعاع توجيهه  ′𝑑لدينا المستقيم 

إما  ′𝑑و  𝑑غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑣و   𝑢⃗نلاحظ أنّ 

 ان أو متخالفان.متقاطع

 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑لدينا المستقيم 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 2
𝑦 = 5𝑡        
𝑧 = −𝑡 + 5

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 تمثيله الوسيطي: ′𝑑لدينا المستقيم 

𝑑′: {
𝑥 = 𝑠 + 2  
𝑦 = 2𝑠 + 2
𝑧 = 𝑠 − 1  

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{

  2𝑡 + 2 = 𝑠 + 2…(1)

     5𝑡 = 2𝑠 + 2  … (2)

 −𝑡 + 5 = 𝑠 − 1…(3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نأخذ منها:

{
   2𝑡 + 2 = 𝑠 + 2…(1)

−𝑡 + 5 = 𝑠 − 1… (3)
 

 نجد أنّ: (2)و  (3)نضرب 

{
   2𝑡 + 2 = 𝑠 + 2     … (1)

−2𝑡 + 10 = 2𝑠 − 2 … (3)′
 

 لنجد أنّ: ′(3)و  (1)بجمع 

12 = 3𝑠 → 𝑠 = 4 

 وفق: (3)نعوض في 

−𝑡 + 5 = 2(4) − 2 → 𝑡 = 2 

 وفق: (2)ة نتحقق في المعادلة المتبقي

5(2) = 2(4) + 2 

10 = 10 

 محققة

𝑡إذاً يوجد للجملة السابقة حل هو  = 𝑠و  2 = 4 

 ′𝑑و  𝑑يشتركان بنقطة وبالتالي المستقيمان  ′𝑑و  𝑑وبالتالي المستقيمان 
 متقاطعان.

 الجزء الثاني من السؤال: إيجاد نقطة التقاطع:

𝑡)ة فإننا نعوض قيم ′𝑑و  𝑑لإيجاد نقطة تقاطع المستقيمان  = في  (4

 وفق: ′𝑑التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑥 = 𝑠 + 2 → 𝑥 = 4 

𝑦 = 2𝑠 + 2 → 𝑦 = 6 

𝑧 = 𝑠 − 1 → 𝑧 = 3 

 ومنهُ:

𝐼 = (4,6,3) 
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 التمرين الثالث:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب طول

 [𝐵𝐶]منتصف  𝐼، فيه  𝐼ضلعه 

 𝐾و [𝐶𝐷]منتصف  𝐽و 

نتأمل المعلم  [𝐸𝐻]منتصف 

(𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

تمثيلاً وسيطياً لكل من  أعط .1

(𝐼𝐾)  و(𝐹𝐽) 

 𝐹و  𝐾و  𝐽و  𝐼؟ هل النقاط  (𝐹𝐽)و  (𝐼𝐾)أيتقاطع المستقيمان  .2
 في مستو واحد؟

 الثانية: 2017التمرين الرابع: دورة 

 حيث: 𝑑2و  𝑑1ليكن لدينا المستقيمان 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1      
𝑦 = −3𝑡 + 2
𝑧 = −3𝑡 + 3

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

𝑑2: {

𝑥 = 𝑠              
𝑦 = −3𝑠 + 3
𝑧 = −𝑠 + 1  

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 الطلب الأول: 

 𝑑2و  𝑑1اكتب شعاعي التوجيه للمستقيمان 

 الحل:

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,−3,−3)شعاع توجيهه  𝑑1لدينا المستقيم 

 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (1,−3,−1)شعاع توجيهه  𝑑2لدينا المستقيم 

 الطلب الثاني:

 يقعان في مستو واحد 𝑑2و  𝑑1هل المستقيمان 

 علل إجابتك.

 الحل:

 𝑑2و  𝑑1غير مرتبطين خطياً وبالتالي المستقيمان   𝑢2⃗⃗⃗⃗و   𝑢1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 
 إما متقاطعان أو متخالفان.

 اختبار الاشتراك بنقطة:

 تمثيله الوسيطي: 𝑑1لدينا المستقيم 

𝑑1: {
𝑥 = 𝑡 + 1      
𝑦 = −3𝑡 + 2
𝑧 = −3𝑡 + 3

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 تمثيله الوسيطي: 𝑑2لدينا المستقيم 

𝑑2: {

𝑥 = 𝑠              
𝑦 = −3𝑠 + 3
𝑧 = −𝑠 + 1  

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 فيكون:

{
𝑡 + 1 = 𝑠        … (1)

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 + 3…(2)

−3𝑡 + 3 = −𝑠 + 1  … (3)
 

 وهذه جملة ثلاثة معادلات بمجهولين نأخذ منها:

{
𝑡 + 1 = 𝑠        … (1)

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 + 3… (2)
 

 وفق: (3)بالعدد  (1)نضرب المعادلة 

{
3𝑡 + 3 = 3𝑠      … (1)′

−3𝑡 + 2 = −3𝑠 − 3… (2)
 

 نجد أنّ: (2)و  ′(1)بجمع 

5 = 3 

 غير محققة.

  𝑑1إذاً ليس للجملة السابقة حل وبالتالي المستقيمان 

  𝑑1لا يشتركان بأيّة نقطة ومنهُ المستقيمان  𝑑2و 

لا يقعان في مستو واحد لأنهما  𝑑2و  𝑑1لتالي متخالفان وبا 𝑑2و 

 متخالفان.

 الأولى: 2019التمرين الخامس: دورة 

 والمطلوب: 𝐵(0,1,1)و  𝐴(1,0,1)لدينا النقطتان 

 الطلب الأول: 

  𝑑اكتب تمثيل وسيطي للمستقيم 

 . 𝑢⃗ (2,2,1)ويقبل  𝐴المار من 

 الحل:

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 1
𝑦 = 2𝑡         
𝑧 = 𝑡 + 1   

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الطلب الثاني:

 متعامدان. 𝑑و  (𝐴𝐵)أثبت أنّ المستقيمان 

 الحل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه  (𝐴𝐵)المستقيم   ⃗(−1,1,0)  

 ومنهُ: 𝑢⃗ (2,2,1)شعاع توجيهه  𝑑المستقيم 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ = −2 + 2 + 0 = 0 

 متعامدان. (𝐴𝐵)و  𝑑1إذاً المستقيمان 

 

 

  مستقيم ومستوي في الفراغ:دراسة الوضع النسبي بين 

 طريقة الإجابة نص السّؤال

. 𝑛⃗نثبت أنّ:  متوازيان  𝑃 و 𝑑أثبت أنّ  𝑢⃗ = 0 

. 𝑛⃗نثبت أنّ:  متقاطعان  𝑃 و 𝑑أثبت أنّ  𝑢⃗ ≠ 0 

  𝑛⃗متعامدان بحيث  𝑃 و 𝑑أثبت أنّ 
 معلوم

ً   𝑢⃗ و  𝑛⃗نثبت أنّ   مرتبطان خطّياّ

  𝑛⃗حيث متعامدان ب  𝑃 و 𝑑أثبت أنّ 
 غير معلوم

 نثبت أنّ شعاع توجيه المستقيم 

 عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطّياًّ من المستوي

أوجد إحداثياّت نقطة تقاطع المستقيم 

𝑑  والمستوي𝑃 
 بالحلّ المشترك 

 لجملة معادلات المستوي ومعادلات المستقيم نحصل على نقطة التقّاطع

 𝑃وي محتوى في المست𝑑 هل المستقيم
 ؟

 بالحلّ المشترك لجملة المعادلات الأربعة نلاحظ أن المستقيم والمستوي 

 يشتركان بعدد لا نهائي من النقاط إذاً المستقيم محتوى في المستوي
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 التمرين الأول:

:𝑃والمستوي:  𝐵(−1,2,1)و  𝐴(2,1,−2)نتأمل النقطتين  2𝑥 −

𝑦 + 𝑧 − 2 = 0  

 الطلب الأول:

 . (𝐴𝐵)وسيطي للمستقيم اكتب التمثيل ال

 الحل:

 𝐴(2,1,−2)النقطة: 

= 𝑢⃗شعاع التوجيه: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  𝑢⃗ (−3,1,3)ومنهُ:  ⃗ 

(𝐴𝐵): {
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1     
𝑧 = 3𝑡 − 2   

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 الطلب الثاني:

 : 𝑃يقطع المستوي  (𝐴𝐵)تيقّن أنّ 

 الحل:

ظمه: نا 𝑃والمستوي  𝑢⃗ (−3,1,3)شعاع توجيه  (𝐴𝐵)المستقيم 

𝑛𝑃⃗⃗  ومنهُ. (1,1−,2) ⃗⃗

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑢⃗ = −6 − 1 + 3 = −4 ≠ 0 

 متقاطعان. 𝑃والمستوي  𝑑إذا المستقيم 

 الطلب الثالث:

  𝐼حدد إحداثيات النقطة 
  𝑃والمستوي  𝑑نقطة تقاطع المستقيم 

 الحل:

 لتكن الجملة:

{
 

 
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0…(1)

𝑥 = −3𝑡 + 2…(2)

𝑦 = 𝑡 + 1      … (3)

𝑧 = 3𝑡 − 2    … (4)

 

 لحل هذه الجملة "دوماً" :

 : (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

2(−3𝑡 + 2) − (𝑡 + 1) + (3𝑡 − 2) − 2 = 0 

−6𝑡 + 4 − 𝑡 − 1 + 3𝑡 − 2 − 2 = 0 

−4𝑡 − 1 = 0 → 𝑡 = −
1

4
 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في  𝑡نعوض قيمة 

 

(2): 𝑥 = −3(−
1

4
) + 2 → 𝑥 =

11

4
 

(3): 𝑦 = (−
1

4
) + 1 → 𝑦 =

3

4
 

(4): 𝑧 = 3 (−
1

4
) − 2 → 𝑥 = −

11

4
 

 هُ نقطة التقاطع هي:ومن

𝐼 (
11

4
,
3

4
, −
11

4
) 

 

 لأنها نقطة. (4)ملاحظة: انتبه هنا لا نضرب بالعدد 

 التمرين الثاني:

,𝐵(−1,0و  𝐴(2,5,3)نتأمل النقطتان  يقبل:  𝑃ولدينا مستوي  (1−

𝑢⃗ (1,1,−2)  و𝑣 (3,−1,−1)  :شعاعين موجهين لهُ والمطلوب

 . 𝑃مودي على المستوي ع (𝐴𝐵)أثبت أنّ المستقيم 

 الحل:

عمودي  (𝐴𝐵)لذلك لإثبات أنّ المستقيم  𝑃هنا لا نعلم ناظم المستوي 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗يكفي إثبات أنّ  𝑃على المستوي  عمودي على شعاعين غير  ⃗ 

 : 𝑃مرتبطين خطياً من المستوي 

 ( .𝑃غير مرتبطين خطياً )من   𝑣و   𝑢⃗نلاحظ أنّ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗هو  (𝐴𝐵)تقيم نعلم أنّ شعاع توجيه المس  ⃗(−3,−5,−4) . 

 ولدينا:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ = −3 − 5 + 8 = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذاً:    𝑢⃗عمودي على  ⃗ 
 ولدينا:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑣 = −9 + 5 + 4 = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذاً:    𝑣عمودي على  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أن  فهذا يعني  𝑃عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من  ⃗ 

 . 𝑃عمودي على المستوي  (𝐴𝐵)أنّ المستقيم 
 التمرين الثالث: 

 المعطى وفق: 𝑑ليكن المستقيم 

𝑑: {
𝑥 = 1
𝑦 = 𝑡
𝑧 = −1

; 𝑡 ∈ ℝ 

:𝑃الذي معادله:  𝑃والمستوي  𝑥 + 2𝑧 + 1 = 0 

 . 𝑃محتوى في المستوي  𝑑أثبت أنّ 
 الحل:

  𝑢⃗ (0,1,0)شعاع توجيهه  𝑑المستقيم 

 𝑛⃗ (1,0,2)ناظمه  𝑃والمستوي 

 وبما أنّ:

𝑢⃗ . 𝑛⃗ = 0 + 0 + 0 = 0 

 متوازيان. 𝑃والمستوي  𝑑مستقيم إذاً ال

 اختبار الاحتواء:

{

𝑥 + 2𝑧 + 1 = 0…(1)

𝑥 = 1   … (2)

𝑦 = 𝑡    … (3)

𝑧 = −1…(4)

 

 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

1 − 2 + 1 = 0 

0 = 0 

 محققة

 للجملة عدد لا نهائي من الحلول 

 𝑃محتوى في المستوي  𝑑إذاً المستقيم 
 التمرين الرابع:

 معادلاتها: 𝑅و  𝑄و  𝑃يات لتكن لدينا المستو

𝑃: 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 − 3 = 0 

𝑄: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 3 = 0 

𝑅: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

ثم أثبت  𝑑يتقاطعان بمستقيم فصل مشترك  𝑅و  𝑄أثبت أنّ المستويات 

 . 𝑃محتوى في المستوي  𝑑أنّ 
 الحل:

 : 𝑑يتقاطعان بمستقيم  𝑅و  𝑄إثبات أنّ 

𝑛𝑄⃗⃗ناظمه:  𝑄المستوي  ⃗⃗  (2,1,−2) 

𝑛𝑅⃗⃗ناظمه:  𝑅ستوي الم ⃗⃗ (1,−1,1) 

𝑛𝑄⃗⃗نلاحظ أنّ  ⃗⃗ 𝑛𝑅⃗⃗و     غير مرتبطين خطياً   ⃗⃗

 متقاطعان. 𝑅و  𝑄إذاً المستويان 
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 وفق: 𝑑إيجاد المستقيم 

{
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 3 = 0
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0

 

𝑧نأخذ  = 𝑡 :ونعوض 

{
2𝑥 + 𝑦 − 𝑡 − 3 = 0
𝑥 − 𝑦 + 𝑡 = 0

 

 نجد أنّ:  (2)و  (1)بجمع 

3𝑥 − 3 = 0 → 𝑥 = 1 

 لنجد أنّ  (1)نعوض في 

2 + 𝑦 − 𝑡 − 3 = 0 → 𝑦 = 𝑡 + 1 

الضي يمثل الفصل المشترك  𝑑وبالتالي يكون التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 وفق: 𝑅و  𝑄للمستويان 

(𝑑): {
𝑥 = 1       
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡       

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 : 𝑃محتوى في المستوي  𝑑إثبات أنّ 

𝑢𝑑⃗⃗شعاع توجيهه  𝑑المستقيم  ⃗⃗ (0,1,1) 

 𝑛⃗ (1,2,−2)ناظمهُ:  𝑃لمستوي ا

 ومنهُ:

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝑝⃗⃗ ⃗⃗ = 0 + 2 − 2 = 0 

 متوازيان. 𝑑والمستقيم  𝑃إذاً المستوي 

 اختبار الاحتواء:

{
 

 
𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 − 3 = 0…(1)

𝑥 = 1            … (2)

𝑦 = 𝑡 + 1    … (3)

𝑧 = 𝑡            … (4)

 

 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

1 + 2𝑡 + 2 − 2𝑡 − 3 = 0 

0 = 0 

 محققة.

 ومنهُ للجملة عدد لا نهائي من الحلول.

 𝑃محتوى في المستوي  𝑑أو أنّ المستقيم 

 دراسة الوضع النسبي لثلاث مستويات في الفراغ:

  نصّ السّؤال: *

 . 𝑅و  𝑄و  𝑃ادرس الوضع النّسبي للمستويات 
 فكرة الحلّ: *

 :الخطوة الأولى 

بثلاثة مجاهيل  باستخدام طريقة غاوس نحلّ جملة ثلاث معادلات

 (.𝑅و  𝑄و  𝑃)معادلات 

 :الخطوة الثانية:نميّز الحالات 

  :الحالة الأولى 

و  𝑄و  𝑃إذا كانت الجملة مستحيلة الحلّ: فهذا يعني أنّ المستويات 
𝑅 .لا تشترك بأيّة نقطة 

  :الحالة الثاّنية 

 𝑅و  𝑄و  𝑃إذا كان للجملة حلّ وحيد: فهذا يعني أنّ المستويات 
 ترك بنقطة وحيدة وإحداثياّت هذه النقّطة هي حلّ الجملةتش

  :الحالة الثاّلثة 

إذا كان للجملة عدد لا نهائي من الحلول: فهذا يعني أنّ المستويات 

𝑃  و𝑄  و𝑅  تشترك بعدد لا نهائي من النقّاط وبالتاّلي المستويات

 )فصل مشترك( 𝑑تشترك بمستقيم 

  ملاحظات هامة جداً:

 الأولى: الملاحظة *

 إذا كان للجملة عدد لا نهائي من الحلول

 وطلب مناّ إيجاد التمّثيل الوسيطي للمستويات فإننّا نأخذ المعادلتين

𝐿2
′ ونتابع كما في الحالة الرّابعة من حالات التمّثيل الوسيطي  L1 و

 لمستقيم في الفراغ.

 الملاحظة الثانية: *

 نصّ السّؤال:

 والمطلوب: 𝑅و  𝑄و  𝑃لدينا ثلاث مستويات 

)تمّ 𝑃 و𝑄 الفصل المشترك لـ 𝑑اكتب التمّثيل الوسيطي للمستقيم  .1

 مناقشة الفكرة سابقاً(

 متقاطعان  𝑅والمستوي  𝑑أثبت أنّ المستقيم  .2

 )تمّ مناقشة الفكرة سابقاً(

،في هذه الحالة نقطة  𝑅و  𝑄و  𝑃استنتج نقطة تقاطع المستويات  .3

  𝑃تقاطع المستويات 

  𝑅والمستوي  𝑑هي ذاتها نقطة تقاطع المستقيم  𝑅و  𝑄و 
   للتنويه:

 في حال عدم تدريج الطلبات  *

 فهذا يعني استخدام طريقة غاوس 

 في حال كان السؤال حل الجمل الخطيّة  *

 الموفقة فهذا يعني استخدام غاوس.

 التمرين الأول:

 ادرس الوضع النسبي للمستويات في كل من الحالات:

 لة الأولى:الحا

{
𝑃1: 5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −5        
𝑃2: 2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1
𝑃3: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1              

 

 الحل:

 باستخدام طريقة غاوس نحل جملة المعادلات الآتية:

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1                 … (L1)

2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1   … (L2)

5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −5          … (L3)
 

 الأولى: المرحلة

−2L1 + L2 → (L2)
′ 

−5L1 + L3 → (L3)
′ 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1       … (L1)

15𝑦 − 9𝑧 = −3    … (L2)′

6𝑦 − 4𝑧 = −10   … (L3)′

 

 

 المرحلة الثانية:

−
6

15
L2
′ + L3

′ → (L3)
′′ 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1       … (L1)

15𝑦 − 9𝑧 = −3     … (L2)′

−
2

5
𝑧 = −

44

5
        … (L3)′′

 

 ومنهُ:

(L3)من 
𝑧نجد أنّ  ′′ = 22 

(L2)نعوض في 
 نجد: ′

15𝑦 − 9(22) = −3 

15𝑦 = −3 + 198 

15𝑦 = 195 

𝑦 = 13 

 نجد أنّ: (L1)نعوض في 

𝑥 − 13 + 22 = 1 → 𝑥 = −8 

 

 ومنهُ للجملة حل وحيد

𝑥 = −8   ,   𝑦 = 13   ,   𝑧 = 22 

 𝑃3و  𝑃2و  𝑃1إذاً المستويات 

 𝐼(−8,13,22)تشترك بنقطة واحدة هي: 
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 الحالة الثانية:

{

𝑃1: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0   
𝑃2: 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0     
𝑃3: 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 0

 

 الحل:

 باستخدام طريقة غاوس نحل جملة المعادلات الآتية:

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0   … (L1)

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0 … (L2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 0 … (L3)
 

 المرحلة الأولى:

−2L1 + L2 → (L2)
′ 

−3L1 + L3 → (L3)
′ 

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0  … (L1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0       … (L2)′

−10𝑦 + 2𝑧 = 0   … (L3)′

 

 المرحلة الثانية:

−2L2
′ + L3

′ → (L3)
′′ 

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0 … (L1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0       … (L2)′

           0 = 0          … (L3)′′

 

 𝑃3و  𝑃2و  𝑃1إذاً للجملة عدد لا نهائي من الحلول وبالتالي المستويات 

 𝑑تشترك بفصل مشترك 

 : 𝑑إيجاد التمثيل الوسيطي للفصل المشترك 
 لدينا الجملة:

{
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0…(1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0    … (2)
 

 نجد أنّ: (2)من 

𝑧 = 5𝑦…(∗) 
 نجد أنّ:ف (1)نعوض في 

𝑥 = −7𝑦…(∗∗) 

𝑦بفرض  = 𝑡 :ّنجد أن 

 : (∗∗)و  (∗)نعوض في 

𝑥 = −7𝑡   ,   𝑧 = 5𝑡 
 ومنهُ:

{
𝑥 = −7𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الحالة الثالثة:

{

𝑃1: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 2   
𝑃2: 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1     
𝑃3: 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 3

 

 الحل:

 لآتية:باستخدام طريقة غاوس نحل جملة المعادلات ا

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1      … (L1)

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 2   … (L2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 4 … (L3)
 

 المرحلة الأولى:

−2L1 + L2 → (L2)
′ 

−3L1 + L3 → (L3)
′ 

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1 … (L1)

     −5𝑦 + 𝑧 = 0 … (L2)′

−10𝑦 + 2𝑧 = 1 … (L3)′

 

 

 المرحلة الثانية:

−2L2
′ + L3

′ → (L3)
′′ 

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1 … (L1)

     −5𝑦 + 𝑧 = 0 … (L2)′

             0 = 1       … (L3)′′

 

 ومنهُ:

 إذاً الجملة مستحيلة الحل وبالتالي المستويات

𝑃1  و𝑃2  و𝑃3 .لا تشترك بأيّة نقطة 

 

  الوضع النسبي لمستوي وكرة:

 ابةطريقة الإج نص السؤال الفكرة

 

 

 

الوضع النسبي لمستوي 

 وكرة

 

، ونصف 𝛺مركزها  𝑆والكرة  𝑃ليكن لدينا المستوي 

 ، والمطلوب:𝑅قطرها 

 .𝑆مماس للكرة  𝑃إمّا: أثبت أنّ المستوي 
 .𝑆قاطع للكرة  𝑃أو: أثبت أنّ المستوي 
 .𝑆خارج للكرة  𝑃أو: أثبت أنّ المستوي 

 .𝑆لكرة وا 𝑃أو: ادرس الوضع النّسبي للمستوي
 

 مركزها. 𝛺نصف قطر الكرة و 𝑅نحددّ  *

 ، 𝑃نوجد بعُد مركز الكرة عن المستوي  *

,𝑑𝑖𝑠𝑡(𝛺أي نوجد  𝑃) :ونميّز 

 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝛺, 𝑃) > 𝑅 : 

 .𝑆خارج الكرة  𝑃فإنّ المستوي 

 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝛺, 𝑃) = 𝑅 : 

 .𝑆مماس للكرة  𝑃فإنّ المستوي 

 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝛺, 𝑃) < 𝑅 : 

 .𝑆اطع للكرة ق 𝑃فإنّ المستوي 
تحديد نقطة تماس 

 𝑆والكرة  𝑃المستوي 
، أوجد إحداثيات نقطة 𝑆والكرة  𝑃ليكن لدينا المستوي 

 𝑃 و 𝑆تماس 

تكون نقطة التمّاس هي المسقط القائم لمركز الكرة على  

 𝑃المستوي 

 

 تمرين: 

 ادرس الوضع النسبي بين المستوي

𝑃: 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 6 =  والكرة التي  0

𝑅ونصف قطرها  𝜔(−1,−2,6) مركزها = 4 

 الحل:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜔, 𝑃) =
|−1 − 2 − 6 + 6|

√1 + 1 + 1
 

=
| − 3|

√3
=
3

√3
= √3  

 بما أنّ:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜔, 𝑃) < 𝑅 

 . 𝑆قاطع للكرة  𝑃فإنّ المستوي 
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  الوضع النسبي لمستقيم وكرة:

 طريقة الإجابة نص السؤال الفكرة

 

 

 الوضع النسبي 

 لمستقيم وكرة

، ونصف 𝛺مركزها  𝑆والكرة  𝑑ليكن لدينا المستقيم 

 ، والمطلوب:𝑅قطرها 

 𝑆مماس للكرة  𝑑إمّا: أثبت أنّ المستقيم 

 .𝑆قاطع للكرة  𝑑أو: أثبت أنّ المستقيم 
 .𝑆خارج للكرة  𝑑أو: أثبت أنّ المستقيم 

 .𝑆والكرة  𝑑أو: ادرس الوضع النّسبي للمستقيم 

طي للمستقيم في معادلة الكرة نعوّض التمّثيل الوسي *

 فنحصل على معادلة من الدرجة الثانية

 نحل هذه المعادلة ونميز: *

  للمعادلة حلّان، فالمستقيم 

 قاطع للكرة في نقطتين.

  ،للمعادلة حلّ وحيد 

 فالمستقيم مماس للكرة في نقطة.

  ،ّالمعادلة مستحيلة الحل 

 فالمستقيم خارج الكرة.

 𝑑للمستقيم تحديد النقطة المشتركة 
 𝑠والكرة 

 ، 𝑆والكرة  𝑑ليكن لدينا المستقيم 
 عينّ إحداثياّت النقّاط المشتركة.

نعوّض قيم الحلول في التمّثيل الوسيطي فنحصل على 

 المطلوب

 تمرين:

 ليكن لدينا المستقيم:

(𝑑): {
𝑥 = 6 − 3𝑡
𝑦 = −4 + 4𝑡
𝑧 = −5 + 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 ولنتأمل معادلة الكرة:

𝑆: (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 3)2 + (𝑧 + 4)2 = 25 

 الطلب الأول:

 ؟ 𝑆مماس للكرة  𝑑هل المستقيم 

  𝑑نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم الحل:

 وفق: 𝑆في معادلة الكرة 

(7 − 3𝑡)2 + (−1 + 4𝑡)2 + (−1 − 𝑡)2 = 25 

26𝑡2 − 52𝑡 + 26 = 0 

𝑡2 − 2𝑡 + 1 = 0 

(𝑡 − 1)2 = 0 

𝑡 − 1 = 0 

𝑡 = 1 

 في نقطة واحدة. 𝑆مماس للكرة  𝑑 المستقيم إذاً للمعادلة حل وحيد ومنهُ 

 لطلب الثاني:ا

 وفي حال المماس حدد إحداثيات نقطة التماس

 الحل:

 وفق: 𝑑في التمثيل الوسيطي للمستقيم  𝑡نعوض قيمة 

𝑥 = 6 − 3(1) → 𝑥 = 3 

𝑦 = −4 + 4(1) → 𝑦 = 0 

𝑧 = −5 + 1 → 𝑧 = −4 

 

 ومنهُ نقطة التقاطع هي:

(3,0, −4) 
 

 المساقط القائمة:

 المسقط القائم لنقطة على مستو:

 المستوي معلم المستوي عشوائي

 لا تعتمد فكرته عل الرّسم إنمّا تحتاج مهارة

 :الخطوات 

المراد  𝑃نكتب معادلة المستوي *

 الإسقاط عليه.

 𝑑نكتب التمّثيل الوسيطي للمستقيم *
)المراد إيجاد  𝐴المارّ من النقّطة

مسقطها( والعمودي على المستوي 

 𝑃بق السّا
يكون المسقط القائم هو نقطة تقاطع  *

 المستقيم والمستوي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هو المستوي المرسوم على المحاور الإحداثيةّ

 تعتمد فكرته على الرّسم، ونميّز فيه: 

 

 (𝑂𝑌𝑍)المستوي  (𝑂𝑋𝑍)المستوي  (𝑂𝑋𝑌)المستوي 

نحافظ على فاصلة وترتيب النقّطة 

صفر،  ونجعل راقم النقّطة هو

,𝑥) أيّ: 𝑦, 0) 

نحافظ على فاصلة وراقم النقّطة 

ونجعل ترتيب النقّطة هو صفر، 

,𝑥) أيّ: 0, 𝑧) 

نحافظ على ترتيب وراقم 

النقّطة ونجعل فاصلة النقّطة 

,0) هو صفر أيّ: 𝑦, 𝑧) 
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 تمرين:

 في معلم متجانس نتأمل النقاط:

𝐶(1,5,5) 𝐵(0,0,1) 𝐴(1,2,0) 
 الطلب الأول:

على  𝐷(−11,9,−4)المسقط القائم للنقطة  ′𝐷حداثيات النقطة عينّ إ

 . (𝐴𝐵𝐶)المستوي 

 الحل:

 الخطوة الأولى: 

 وفق: (𝐴𝐵𝐶)نكتب معادلة المستوي 

 : (𝐴𝐵𝐶)ناظم المستوي   𝑛⃗إيجاد 

,𝑛⃗ (𝑎ليكن  𝑏, 𝑐) :ولدينا 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,1)   ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,3,5) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  عمودي على كل   𝑛⃗غير مرتبطين خطياً ولدينا  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗من  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   أيّ: ⃗ 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

−𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0…(1) 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

3𝑏 + 5𝑐 = 0…(2) 
𝑐نأخذ  =  فيكون: 3

{
−𝑎 − 2𝑏 + 3 = 0…(1)

       3𝑏 + 15 = 0  … (2)
 

 نجد أنّ: (2)من 

3𝑏 = −15 → 𝑏 = −5 

 : (1)نعوض في 

−𝑎 + 10 + 3 = 0 → 𝑎 = 13 

 ومنهُ:

𝑛⃗ (13,−5,3) 
 حيث: (𝐴𝐵𝐶)كتابة معادلة المستوي 

 𝑛⃗ (13,−5,3)ناطمهُ: 

 𝐵(0,0,1)نقطة منهُ: 

 المعادلة:

13(𝑥 − 0) − 5(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 1) = 0 

13𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 3 = 0 

 الخطوة الثانية:

والعمودي على  𝐷المار من النقطة  𝑑نكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 وفق: (𝐴𝐵𝐶)المستوي 

فإنّ شعاع توجيه  (𝐴𝐵𝐶)عمودي على المستوي  𝑑 المستقيم بما أنّ 

 المستقيم هو ذاته ناظم المستوي أيّ أنّ:

𝑢⃗ = 𝑛⃗  

𝑢⃗ (13,−5,3) 
 حيث: 𝑑كتابة التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 𝑢⃗ (13,−5,3)شعاع توجيهه 

 𝐷(−11,9,−4)نقطة منهُ: 

 ومنهُ:

𝑑: {
𝑥 = 13𝑡 − 11 
𝑦 = −5𝑡 + 9   
𝑧 = 3𝑡 − 4      

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 الخطوة الثالثة:

 وفق: (𝑑)والمستقيم  (𝐴𝐵𝐶)هي نقطة تقاطع المستوي  ′𝐷النقطة 

{
 

 
13𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 3 = 0…(1)

𝑥 = 13𝑡 − 11…(2)

𝑦 = −5𝑡 + 9 … (3)

𝑧 = 3𝑡 − 4   … (4)

 

 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

13(13𝑡 − 11) − 5(−5𝑡 + 9) + 3(3𝑡 − 4) − 3 = 0 

169𝑡 − 143 + 25𝑡 − 45 + 9𝑡 − 12 − 3 = 0 

203𝑡 − 203 = 0 

203𝑡 = 203 

𝑡 = 1 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في  𝑡نعوض قيمة 

𝑥 = 13𝑡 − 11 → 𝑥 = 2 

𝑦 = −5𝑡 + 9 → 𝑦 = 4 

𝑧 = 3𝑡 − 4 → 𝑧 = −1 

 إذاً:

𝐷′(2,4,−1) 
 الطلب الثاني:

 : ′𝐷𝐷احسب 

 الحل:

𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (13,−5,3) 
 إذاً:

𝐷𝐷′ = ||𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ || 

= √169 + 25 + 9 = √203 

 :الطلب الثالث

 . (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝐷احسب بعد النقطة 

 الحل:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, (𝐴𝐵𝐶)) 

=
|13(−11) − 5(9) + 3(−4) − 3|

√169 + 25 + 9
 

=
|−143 − 45 − 12 − 3|

√203
 

=
|−203|

√203
=
203

√203
 

= √203 

 ملاحظة:

 𝐴يساوي المسافة بين  𝑃عن المستوي  𝐴دائماً وأبداً يكون بعد النقطة 

  𝑃على المستوي  𝐴ومسقط 
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 المسقط القائم لنقطة على مستقيم:

 مستقيم عشوائي

نستخدم المناسب: لا تعتمد فكرته عل الرّسم إنمّا تحتاج مهارة، لدينا ثلاثة أساليب، حيث نستخدم دائماً الأسلوب الثاّني إلّا في حال تدريج الطّلبات 

 الأساليب الثلّاثة:

 الأسلوب الثالث لأسلوب الثانيا الأسلوب الأول

 𝑑نكتب التمّثيل الوسيطي للمستقيم  *
 )المراد الإسقاط عليه(

المارّ من  𝑃نكتب معادلة المستوي *

 𝐴النقّطة
)المراد إيجاد مسقطها( والعمودي 

  𝑑على المستقيم 
يكون المسقط القائم هي نقطة  *

 𝑑والمستقيم 𝑃 تقاطع المستوي
 

  𝑑للمستقيمنكتب التمّثيل الوسيطي  *

 )المراد الإسقاط عليه(

هي  ′𝐴)بحيث إحداثياّت  𝑑من المستقيم  ′𝐴نأخذ نقطة  *

 نفسها معادلات المستقيم( يتحقّق:

𝑢⃗ . 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

في   𝑡نعوّض قيمة 𝑡بالتعّويض نحصل على قيمة الوسيط *

 فنحصل على إحداثياّت 𝑑التمّثيلات الوسيطيّة للمستقيم

 لقائم المسقط ا 𝐴̀النقّطة  *

 𝑑على المستقيم 𝐴للنقّطة 
 

 

 

 

 

 نكتب التمّثيل  *

)المراد الإسقاط  𝑑الوسيطي للمستقيم 

 عليه( 

)بحيث 𝑑من المستقيم  ′𝐴نأخذ نقطة  *

هي نفسها معادلات  ′𝐴إحداثياّت

 المستقيم( 

  𝑡بدلالة  2(′𝐴𝐴)نوجد  *

 )الإتمام إلى مربعّ كامل(

 التي تجعل𝑡 نحددّ قيمة *

(𝐴𝐴′)2 أصغر ما يمكن 

في إحداثياّت النقّطة   𝑡نعوّض قيمة *

𝐴′  

 ′𝐴فتكون هي ذاتها إحداثياّت النقّطة  *

 المطلوبة.

 

 معلم مستقيم

 هو المستقيم المرسوم عل أحد المحاور الإحداثيّة تعتمد فكرته على الرّسم، ونميّز فيه:

 (𝑂𝑍)المحور  (𝑂𝑌)المحور  (𝑂𝑋)المحور 

 نحافظ على فاصلة

النقّطة ونجعل كلّ من الترتيب والراقم هي 

,𝑥) أصفار أيّ: 0,0) 

 نحافظ على ترتيب

النقّطة ونجعل كلّ من الفاصلة والرّاقم هي 

,0) أصفار، أيّ: 𝑦, 0) 

 نحافظ على راقم

النقّطة ونجعل كلّ من الفاصلة والترّتيب هي 

,0,0) أصفار أيّ: 𝑧) 

 

 التمرين الأول:

 لتكن لدينا النقاط:

𝐵(2,3,6) 𝐴(2,3,0) 
𝑀(4,−1,2) 

 المسقط القائم  ′𝑀أوجد إحداثيات النقطة 

 . (𝐴𝐵)على المستقيم  𝑀لـ 

 الحل:

 الخطوة الأولى: 

 . (𝐴𝐵)نكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 تحديد شعاع التوجيه:

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,6) 

𝐴(2,3,0) 
 ومنهُ:

(𝐴𝐵): {
𝑥 = 2
𝑦 = 3
𝑧 = 6𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 

 الخطوة الثانية:

 إذاً: (𝐴𝐵)نقطة من المستقيم  ′𝑀بما أنّ 

𝑀′(2,3,6𝑡) 
 إذا تحقق: (𝐴𝐵)على المستقيم  𝑀هي المسقط القائم لـ  ′𝑀تكون 

𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ = 0… (∗) 

⃗⃗′𝑀𝑀حيث:  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−2,4,6𝑡 − 2) 

𝑢⃗ (0,0,6) 
 : (∗)نعوض في علاقة 

𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ = 0 

(−2)(0) + (4)(0) + (6𝑡 − 2)(6) = 0 

36𝑡 − 12 = 0 

36𝑡 = 12 

𝑡 =
12

36
=
1

3
 

 𝑀′(2,3,2)هي:  ′𝑀فتكون إحداثيات 

 التمرين الثاني:

 لتكن لدينا النقاط:

𝐶(3,4,7) 𝐵(1,2,0) 𝐴(0,1,−2) 
 الطلب الأول:

 : (𝐴𝐵)اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 الحل:

= 𝑢⃗تحديد شعاع التوجيه:  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,2) 

 𝐴(0,1,−2)تحديد النقطة: 

 ومنهُ:

(𝐴𝐵): {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 − 2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الطلب الثاني:

  𝐶المار من  𝑃اكتب معادلة المستوي 

 : (𝐴𝐵)والعمودي على المستقيم 

 الحل:

 تحديد الناظم: 

= 𝑛⃗فإنّ:  (𝐴𝐵)عمودي على المستقيم  𝑃بما أنّ المستوي  𝑢⃗ (1,1,2)  

 𝐶(3,4,7)تحديد النقطة: 

 ومنهُ: 

𝑃: 1(𝑥 − 3) + 1(𝑦 − 4) + 2(𝑧 − 7) = 0 

𝑃: 𝑥 − 3 + 𝑦 − 4 + 2𝑧 − 14 = 0 

𝑃𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 21 = 0 
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 الطلب الثالث:

على المستقيم  𝐶المسقط القائم للنقطة  ′𝐶استنتج إحداثيات النقطة 

(𝐴𝐵): 

 الحل:

  (𝐴𝐵)هي نقطة تقاطع المستقيم  ′𝐶تكون 

 يّ:أ 𝑃مع المستوي 

{
 

 
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 21 = 0…(1)

𝑥 = 𝑡         … (2)

𝑦 = 𝑡 + 1  … (3)

𝑧 = 2𝑡 − 2…(4)

 

 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض كلاً من 

𝑡 + 𝑡 + 1 + 2(2𝑡 − 2) − 21 = 0 

2𝑡 + 1 + 4𝑡 − 4 − 21 = 0 

6𝑡 − 24 = 0 

6𝑡 = 24 → 𝑡 = 4 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في كل من  𝑡نعوض قيمة 

𝑥 = 4 

𝑦 = 𝑡 + 1 → 𝑦 = 5 

𝑧 = 2𝑡 − 2 → 𝑧 = 6 

 𝐶′(4,5,6)أيّ: 

 التمرين الثالث:

 حيث: 𝑄و  𝑃ليكن لدينا المستويان 

{
𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0
𝑄: 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0

 

 الطلب الأول:

 : 𝑄و  𝑃أثبت تقاطع المستويان 

 الحل:

 𝑛1⃗⃗⃗⃗ (2,−1,1)ناظمهُ:  𝑃المستوي 

 𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,1,2)ناظمهُ:  𝑄المستوي 

 𝑄و  𝑃طان خطياً وبالتالي المستويان غير مرتب  𝑛2⃗⃗⃗⃗و   𝑛1⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ 
 متقاطعان.

 الطلب الثاني:

 : 𝑄و  𝑃الفصل المشترك للمستويان  𝑑اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 
 الحل:

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0

 

𝑧نأخذ  = 𝑡 :فيكون 

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑡 − 4 = 0…(1)

𝑥 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0…(2)
 

 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع 

3𝑥 + 3𝑡 − 9 = 0 

3𝑥 = −3𝑡 + 9 

𝑥 = −𝑡 + 3 

 وفق: (2)نعوض في 

−𝑡 + 3 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0 

𝑦 = −𝑡 + 2 

 يعطى بالشكل: 𝑑إذاً التمثيل الوسيطي للمستقيم 

(𝑑): {
𝑥 = −𝑡 + 3
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 

 

 

 الطلب الثالث:

 : 𝑑على المستقيم  𝐴(3,−1,2)المسقط القائم للنقطة  ′𝐴أوجد إحداثيات 

 الحل:

 ولى:الخطوة الأ

 : (𝑑)التمثيل الوسيطي للمستقيم 

(𝑑): {
𝑥 = −𝑡 + 3
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 : 𝑑شعاع توجيه المستقيم 

𝑢⃗ (−1,−1,1) 
 : 𝑑من المستقيم  𝑀نأخذ 

𝑀(−𝑡 + 3,−𝑡 + 2, 𝑡) 
 الخطوة الثانية:

 فيتحقق: 𝑑على المستقيم  𝐴هي المسقط القائم لـ  𝑀باعتبار 

𝑢⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝑡, −𝑡 + 3, 𝑡 − 2) 
 إذاً:

𝑡 + 𝑡 − 3 + 𝑡 − 2 = 0 

3𝑡 − 5 = 0 

𝑡 =
5

3
 

 وفق: 𝑀في إحداثيات النقطة  𝑡نعوض قيمة 

𝑀(
4

3
 ,
1

3
 ,
5

3
) 

هي:  𝑑على المستقيم  𝐴المسقط القائم لـ  ′𝐴فتكون إحداثيات النقطة 

𝐴′ (
4

3
,
1

3
 ,
5

3
) 

 التمرين الرابع:

 𝐸𝐴𝐵𝐶𝐷رم في الشكل المجاور ليكن اله 

 مربع  𝐴𝐵𝐶𝐷فيه:  𝐸رأسه

حيث:  𝐴𝐵𝐶𝐷عمودي على  [EA]و  3طول ضلعه 

𝐸𝐴 = 4  

;𝐴)ليكن المعلم المتجانس 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  :حيث 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑘⃗     و𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝑗     و𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝑖  

 أوجد إحداثيات النقاط رؤوس الهرم  .1

𝐵(3,0,0) 𝐴(0,0,0) 
𝐶(3,3,0) 𝐷(0,3,0) 

𝐸(0,0,4) 

 التي تحقق العلاقة: 𝐹أوجد إحداثيات النقطة  .2

3𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐹(𝑥لتكن الحل: 𝑦, 𝑧) :     3𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3(
𝑥 − 3
𝑦 − 3
𝑧

) = (
−3
−3
4
) 

(
3𝑥 − 9
3𝑦 − 9
3𝑧

) = (
−3
−3
4
) 

 بالمطابقة نجد أنّ:

3𝑥 − 9 = −3 → 𝑥 = 2 

3𝑦 − 9 = −3 → 𝑦 = 2 

3𝑧 = 4 → 𝑧 =
4

3
 

𝐹إذاً:  (2,2,
4

3
) 
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على المستوي  𝐹المسقط القائم للنقطة  𝑁أوجد إحداثيات النقطة  .3

(𝐴𝐵𝐶𝐷) 

 N(2,2,0)                               الحل:

على المستقيم  𝑁المسقط القائم للنقطة  𝑅أوجد إحداثيات النقطة  .4

𝐴𝐵 

 𝑅(2,0,0)                               الحل:

 𝐹𝑅احسب المسافة  .5

𝐹𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ (0, −2,−
4

3
) 

𝐹𝑅 = ||𝐹𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗|| = √0 + 4 +
16

9
 

= √
52

9
=
√52

3
 

 [𝐸𝐶]منتصف القطعة المستقيمة  𝐺أوجد إحداثيات النقطة  .6

  الحل:

𝐺  منتصف القطعة المستقيمة[𝐸𝐶] :ًإذا 

𝐺 (
3

2
 ,
3

2
 ,2) 

 

تقع على كرة واحدة  𝐸و  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴أثبت أن النقاط  .7

 ين نصف قطر هذه الكرة ثم ع 𝐺مركزها 

 الحل:

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−
3

2
 , −

3

2
,−2) → 𝐺𝐴 =

√34

2
 

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3

2
 , −

3

2
,−2) → 𝐺𝐵 =

√34

2
 

𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3

2
 ,
3

2
, −2) → 𝐺𝐶 =

√34

2
 

𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
3

2
 ,
3

2
, −2) → 𝐺𝐷 =

√34

2
 

𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−
3

2
 , −

3

2
, 2) → 𝐺𝐸 =

√34

2
 

 

 نلاحظ أنّ:

𝐺𝐴 = 𝐺𝐵 = 𝐺𝐶 = 𝐺𝐷 = 𝐺𝐸 

 𝐺تقع على كرة واحدة مركزها  𝐸و  𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

𝑅ونصف قطرها  =
√34

2
 

تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝐺هل النقطة  .8

[𝐶𝐷] 

𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3

2
 ,
3

2
, −2) → 𝐺𝐶 =

√34

2
 

 

𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
3

2
 ,
3

2
, −2) → 𝐺𝐷 =

√34

2
 

 

 تنتمي إلى المستوي المحوري  𝐺إذاً النقطة 

 [𝐶𝐷]للقطعة 

 

 بعُد نقطة عن مستقيم في الفراغ 

 )لا يوجد قانون مباشر(:

 في الفراغ فإننّا: 𝑑عن مستقيم  𝐴لإيجاد بعُد نقطة 

  ′𝐴نوجد إحداثياّت النقّطة  *

 )𝑑على المستقيم  𝐴)المسقط القائم للنقّطة 

  𝑑عن المستقيم  𝐴يكون بعُد  *

 ′𝐴ومسقطها  𝐴سافة بين النقّطة هو الم

 أيّ: بعد النقطة عن المستقيم يعطى بالعلاقة: *

* 𝑑𝑖𝑠𝑡(المستقيم\النقطة) = 𝐴𝐴′ 

 تمرين:

 لتكن لدينا النقاط:

𝐵(2,3,6) 𝐴(2,3,0) 
𝑁(4,−1,2) 

 : (𝐴𝐵)عن المستقيم  𝑁أوجد بعُد النقطة 

 الحل:

 الخطوة الأولى:

 حيث: (𝐴𝐵)لمستقيم نكتب التمثيل الوسيطي ل

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه:   ⃗(0,0,6) 

 𝐴(2,3,0)نقطة منهُ: 

 نكتب التمثيل الوسيطي وفق:

(𝐴𝐵): {
𝑥 = 2
𝑦 = 3
𝑧 = 6𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 الخطوة الثانية:

على المستقيم  𝑁هي المسقط القائم للنقطة  𝑀(2,3,6𝑡)لتكن النقطة 

(𝐴𝐵) :وبالتالي 

𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,4,6𝑡 − 2) 
 

 ثالثة:الخطوة ال

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗يكون شعاع توجيه المستقيم  𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗   متعامدين أيّ:  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

0 + 0 + 6(6𝑡 − 2) = 0 

36𝑡 − 12 = 0 

36𝑡 = 12 → 𝑡 =
1

3
 

 إذاُ:

→ 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,4,0) 
 هو: (𝐴𝐵)عن المستقيم  𝑁وبالتالي بعد النقطة 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑁, (𝐴𝐵)) = ||𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

= √4 + 16 = √20 = 2√5 

 

 فصل المشترك لمستويان متعامدان:بعد نقطة عن ال

متعامدان وكان المطلوب هو إيجاد بعُد  𝑃 و 𝑄إذا كان لدينا مستويان 

فإننّا نتبّع الخطوات  𝑃 و 𝑄الفصل المشترك لـ  dعن المستقيم  Aنقطة 

 الآتية:

ويكون:  Pعن المستوي الأوّل  Aنوجد بعُد النقّطة  *

dist(A, P) = 𝑚1 

ويكون:  Qعن المستوي الثاّني  Aنوجد بعُد النقّطة  *

dist(A,𝑄) = 𝑚2. 

 استناداً إلى مبرهنة فيثاغورث يكون  *

 مُعطى وفق: dعن المستقيم  Aبعد 
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dist(A, 𝑑) = √𝑚1
2 +𝑚2

2 

 تمرين:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  لدينا النقطة𝐴(2,1,2)  والمستويان𝑃  و

𝑄  :حيث 

𝑃: 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0 

𝑄; 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

 متعامدان 𝑄و  𝑃أثبت أن المستويان  .1

 الحل:

 𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1,1,−2)ناطمه  𝑃لدينا المستوي 

 𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,1,1)ناظمهُ  𝑄لدينا المستوي 

 وبما أنّ: 

𝑛1⃗⃗⃗⃗ . 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = 1 + 1 − 2 = 0 

 متعامدان. 𝑄و  𝑃فإنّ المستويان 

 𝑄و  𝑃عن كل من المستويان  𝐴احسب بعد  .2
 وفق: 𝑄عن  𝐴حساب بعد  *

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) =
|2 + 1 + 2|

√3
=
5

√3
 

 وفق: 𝑃عن  𝐴حساب بعد  *

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|2 + 1 − 4 − 1|

√6
=
2

√6
 

  𝐴استنتج بعد النقطة  .3

 : 𝑄و  𝑃عن الفصل المشترك لـ 
 الحل

عن  𝐴ويكون بعد النقطة  𝑄و  𝑃هو الفصل المشترك لـ  𝑑لدينا المستقيم 

 ق:وف 𝑑المستقيم 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑑) = √(
5

√3
)
2

+ (
2

√6
)
2

 

= √
25

3
+
4

6
= √

27

3
= √9 = 3 

 

 

 مجموعات النقاط:

 نفهم التفسير الحالة 

 

 

 

 

 

حالات المسافة بين 

 نقطتين

 إذا تحقق:

||𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = 𝑘 

𝑀𝐴 = 𝑘 

فإن المسافة بين  𝑀مهما تحولت النقطة 

𝑀  و𝐴  هي قيمة ثابتة𝑘 

ونصف قطرها  𝐴كرة مركزها  تمثل

𝑅 = 𝑘 

 إذا تحقق:

||𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

𝑀𝐴 = 𝐴𝐵 

فإن المسافة بين  𝑀مهما تحولت النقطة 

𝐴  و𝑀  هي ذاتها المسافة بين𝐴  و𝐵  

ونصف قطرها  𝐴تمثل كرة مركزها 

𝑅 = 𝐴𝐵 

 إذا تحقق:

||𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || 

𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

المسافة بين فإن  𝑀مهما تحولت النقطة 

𝑀  و𝐴  هي ذاتها المسافة بين𝑀  و𝐵 

المستوي المحوري للقطعة  تمثل

 [𝐴𝐵]المستقيمة 

 

 

 حالات الجداء السلمي

 إذا تحقق:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

ن فإنّ المستقيما 𝑀مهما تحوّلت النقّطة 

(𝑀𝐴)  و(𝐴𝐵) متعامدان 
= 𝑛⃗تمثلّ مستوي ناظمه الشّعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 إذا تحقق:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

ن فإنّ المستقيما 𝑀مهما تحوّلت النقّطة 

(𝑀𝐴)  و(𝑀𝐵) متعامدان 

 [𝐴𝐵]تمثلّ كرة قطرها هو 

 لسهولة الحفظ: 

 جداء سلمي مسافة 

𝑀 مستوي كرة موجودة مرة 

𝑀 كرة مستوي محوري موجودة مرتين 

 ملاحظة هامة جداً: 

𝑥2 ل:أحياناً يكون المعطى هو مساواة من الشّك + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

,𝑀(𝑥والمطلوب: ماذا تمثل مجموعة النقّاط  𝑦, 𝑧)   . 

 الخطوات:

𝑥)بالإتمام إلى مربعّ كامل نحصل على العلاقة: * − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑘 

 نميّز:  *

o  إذا كان𝑘 <  : تمثل مجموعة خالية.0

o  إذا كان𝑘 = ,Ω(𝑥0النقّطة  : تمثل0 𝑦0, 𝑧0) 

o  إذا كان𝑘 > ,Ω(𝑥0 : تمثل معادلة كرة مركزها0 𝑦0, 𝑧0)  ونصف قطرها𝑅 
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 التمرين الأول:

𝐴𝐵𝐶𝐷 ،رباعي وجوه 

𝐺  مركز ثقل المثلث(𝐷𝐵𝐶)  و𝑀  نقطة من الفراغ جد مجموعة النقاط

 التي تحقق:

||𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = ||3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || 

 الحل:

 نعلم أنّ:

||𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = (1 + 1 + 1)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

||𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

 لدينا:

||𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = ||3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − (𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3(𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

3 ||𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = 3 ||𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

||𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

 تمثل معادلة كرة 

𝑅ونصف قطرها  𝐺مركزها  = 𝐺𝐴 

 التمرين الثاني:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  عين طبيعة مجموعة النقاط

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) :في الحالات الآتية 

 الحالة الأولى:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 + 6𝑦 − 2 = 0 

𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 + 6𝑦 + 𝑧2 − 2 = 0 

 بالإتمام إلى مربع كامل وفق:

𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 − 9 + 𝑧2 − 2 = 0 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 3)2 + 𝑧2 − 12 = 0 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 3)2 + 𝑧2 = 12 

 تمثل معادلة كرة

𝑅ونصف قطرها  Ω(1,−3,0)مركزها  = √12 

 الحالة الثانية:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 10𝑥 + 2𝑧 + 26 = 0 

𝑥2 − 10𝑥 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑧 + 26 = 0 

 بالإتمام إلى مربع كامل:

𝑥2 − 10𝑥 + 25 − 25 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1 − 1 + 26
= 0 

(𝑥 − 5)2 + 𝑦2 + (𝑧 + 1)2 = 0 

 تمثل نقطة وحيدة إحداثياتها

Ω(5,0,−1) 
 الحالة الثالثة:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 5 = 0 

𝑥2 − 4𝑥 + 𝑦2 + 𝑧2 + 5 = 0 

 بالإتمام إلى مربع كامل:

𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 4 + 𝑦2 + 𝑧2 + 5 = 0 

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 1 = 0 

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = −1 

 تمثل مجموعة خالية من النقاط.

 التمرين الثالث:

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  نتأمل النقطتين𝐴(2,1,2)  و

𝐵(−2,0,2)  

,𝑀(𝑥المكونة من النقاط  𝜀أعط معادلة للمجموعة  .1 𝑦, 𝑧)  التي

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗تحقق أن  ⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

 𝜀ما طبيعة المجموعة  .2

 الطلب الأول:

 الحل:

,𝑀(𝑥لتكن النقطة  𝑦, 𝑧) :ُومنه 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2 − 𝑥, 1 − 𝑦, 2 − 𝑧) 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−2 − 𝑥,−𝑦, 2 − 𝑧) 
 لدينا:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

(2 − 𝑥)(−2 − 𝑥) + (1 − 𝑦)(−𝑦) 

+(2 − 𝑧)(2 − 𝑧) = 0 

−4− 2𝑥 + 2𝑥 + 𝑥2 − 𝑦 + 𝑦2 + (𝑧 − 2)2 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 + (𝑧 − 2)2 − 4 = 0 

 بالإتمام إلى مربع كامل وفق:

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 +
1

4
−
1

4
+ (𝑧 − 2)2 − 4 = 0 

𝑥2 + (𝑦 −
1

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 −
17

4
= 0 

𝑥2 + (𝑦 −
1

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 =
17

4
 

 الطلب الثاني:

, Ω(0تمثل معادلة كرة مركزها 
1

2
, 2) 

𝑅ونصف قطرها  =
√17

2
 

 التمرين الرابع:

,𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  نتأمل النقطتان𝐴(1,1,1)  و𝐵(0,−1,−1) :والمطلوب 

,𝑀(𝑥مكونة من النقاط  𝜀أعط معادلة للمجموعة  .1 𝑦, 𝑧)  :التي تحقق𝑀𝐴 = 2𝑀𝐵 

 𝜀ما طبيعة المجموعة  .2

,𝑀(𝑥المكونة من النقاط  𝑝أعط معادلة للمجموعة  .3 𝑦, 𝑧)  التي تحقق𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

 𝑝ما طبيعة المجموعة  .4

 

𝑀𝐴                                 الطلب الأول والثاني: = 2𝑀𝐵 → 𝑀𝐴2 = 4𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 = 4[(−𝑥)2 + (−1 − 𝑦)2 + (−1 − 𝑧)2] 
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(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 = 4[(𝑥)2 + (1 + 𝑦)2 + (1 + 𝑧)2] 

1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2 = 4𝑥2 + 4 + 8𝑦 + 4𝑦2 + 4 + 8𝑧 + 4𝑧2 

3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 + 2𝑥 + 10𝑦 + 10𝑧 + 5 = 0 

3𝑥2 + 2𝑥 + 3𝑦2 + 10𝑦 + 3𝑧2 + 10𝑧 + 5 = 0 

𝑥2 +
2

3
𝑥 + 𝑦2 +

10

3
𝑦 + 𝑧2 +

10

3
𝑧 +

5

3
= 0 

𝑥2 +
2

3
𝑥 +

1

9
−
1

9
+ 𝑦2 +

10

3
𝑦 +

25

9
−
25

9
+ 𝑧2 +

10

3
𝑧 +

25

9
−
25

9
+
5

3
= 0 

(𝑥 +
1

3
)
2

+ (𝑦 +
5

3
)
2

+ (𝑧 +
5

3
)
2

= 4 

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧)   مركزها تمثل معادلة كرةΩ(
−1

3
 ,
−5

3
 ,
−5

3
𝑅ونصف قطرها  ( = 2 

 الطلب الثالث والرابع:

𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 → 𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 = (−𝑥)2 + (−1 − 𝑦)2 + (−1 − 𝑧)2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 = (𝑥)2 + (1 + 𝑦)2 + (1 + 𝑧)2 

1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2 = 𝑥2 + 1 + 2𝑦 + 𝑦2 + 1 + 2𝑧 + 𝑧2 

−2𝑥 − 4𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0 

 [𝐴𝐵]تمثل معادلة مستو وهو المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑝المجموعة 

 التمرين الخامس:

𝑟في الفراغ نضع  𝐵و  𝐴نتأمل نقطتين مختلفتين  =
1

2
𝐴𝐵  ونعرف𝐼  منتصف[𝐴𝐵]   :والمطلوب 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗من الفراغ تتحقق المساواة  𝑀حالة نقطة ما أثبت أنه في  .1 ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐼2 − 𝑟2 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗أثبت أن مجموعة نقاط الفراغ التي تحقق أنّ:  .2 ⃗⃗ ⃗⃗  =   𝐼هي الكرة التي مركزها  0

 قطراً فيها. [𝐴𝐵]وهي أيضاً الكرة التي تقبل  𝑟ونصف قطرها 

 الحل:

 الطلب الأول:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐼2 − 𝑟2 

𝑙1 = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

= (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ). (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ) 

= 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ .𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

= ||𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗||
2
+𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) − ||𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ||

2
 

= 𝑀𝐼2 + 0 − 𝑟2 

𝑙2 

 الطلب الثاني:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

𝑀𝐼2 − 𝑟2 = 0 

𝑀𝐼 = 𝑟 

 . 𝑟ونصف قطرها  𝐼معادلة كرة مركزها  تمثل

𝑟وبما أنّ  =
1

2
𝐴𝐵  إذاً قطر الكرة هو𝐴𝐵 

 المساحات:

 القانون الشكل

 المثلث
مساحة المثلّث = طول الارتفاع المتعلق به × × طول القاعدة

1

2
 

 المثلث القائم
مساحة المثلّث القائم =

جداء الضّلعين القائمتين

2
 

 عالمثلث متساوي الأضلا
𝑆 =

𝑎2√3

4
ℎوارتفاعه:     =

𝑎√3

2
𝑎حيث   =  طول الضلع

مساحة متوازي الأضلاع متوازي الأضلاع = طول الارتفاع المتعلق به ×  طول القاعدة

مساحة المستطيل المستطيل = الطّول  العرض×

مساحة المربّع المربع = (طول الضلع)
2
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 المعين
مساحة المعيّن =

جداء طولي قطريه

2
 

مساحة المعيّن = جداء الضّلعين القائمتين × 2 

 شبه المنحرف
مساحة شبه المنحرف = ارتفاع شبه المنحرف × × مجموع طولي القاعدتين

1

2
 

𝑆 الدائرة = 𝜋𝑟2 ;  =حيث نصف القطر𝑟 

 الحجوم:

 المجسمات ذات القاعدة الواحدة

 القانون الشكل

ة( )ارتفاع المجسّم()مساحة القاعد )هرم/ رباعي وجوه/ مخروط/ .....(
1

3
 = حجم المجسّم 

 اعدتينالمجسمات ذات الق

 القانون الشكل

)المكعّب/ متوازي المستطيلات/ متوازي السّطوح/ 

 الموشور القائم/ الأسطوانة(
 )مساحة القاعدة( )ارتفاع المجسّم( = حجم المجسّم

 

 لإيجاد حجم الهرم أو رباعي الوجوه: ملاحظة:

د قاعدة الهرم ونحسب مساحتها )نصيحة: اختر القاعدة : نحدّ الخطوة

 التّي يكون حساب مساحتها سهلاً )ممكناً(.

 ارتفاع الهرم:نحددّ رأس الهرم ونوجد ارتفاع الهرم، حيث:   :الخطوة

 هو بعُد رأس الهرم عن مستوي قاعدته، 

 ولإيجاد ارتفاع الهرم، نميّز حالتين:

 :  الحالة

 ي معلم، فإننّا: قاعدة الهرم هي مستو

 نوجد مسقط رأس الهرم على مستوي القاعدة.

ارتفاع الهرم يكون هو المسافة بين رأس الهرم ومسقطه على مستوي 

 القاعدة

 : الحالة 

 قاعدة الهرم هي مستوي عشوائي فإننّا: 

 𝑑𝑖𝑠𝑡نطبّق دستور الـ 

 : نضع القانون: الخطوة 

𝑉 =
1

3
𝑆𝑏 . ℎ 

 : نعوّضالخطوة 

 لمسألة الأولى:ا

;𝑂)في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :لدينا النقاط 

𝐵(2,2,3) 𝐴(1,0,−1) 
𝐷(−4,2,1) 𝐶(3,1,−2) 

 قائم واحسب مساحته 𝐴𝐵𝐶أثبت أن المثلث  .1

 𝐴𝐵𝐶ناظم على المستوي   𝑛⃗ (2,−3,1)أثبت أن الشعاع  .2

 (𝐴𝐵𝐶)واستنتج معادلة المستوي 

  (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝐷بعد النقطة  احسب .3

 (𝐷𝐴𝐵𝐶)ثم احسب حجم رباعي الوجوه 

 الحل:

 الطلب الأول:

 قائم: 𝐴𝐵𝐶إثبات أنّ المثلث 

* 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2,4) 

𝐴𝐵 = √1 + 4 + 16 = √21  
 

* 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1,−1) 

𝐴𝐵 = √4 + 1 + 1 = √6  
 

* 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,−5) 

𝐴𝐵 = √1 + 1 + 25 = √27  
 ف الأضلاع.مختل 𝐴𝐵𝐶لدينا المثلث 

 نختبر كونهُ قائماً وفق:

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 

27 = 21 + 6 

27 = 27 

 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶ومنهُ المثلث 

 حساب المساحة:

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵. 𝐴𝐶

2
=
√21. √6

2
 

=
√126

2
=
3√14

2
 

 الطلب الثاني:

توي غير وهنا ناظم المس :(𝐴𝐵𝐶)عمودي على المستوي   𝑛⃗إثبات أنّ 

عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من   𝑛⃗معلوم لذلك نثبت أنّ 

 المستوي وفق:

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 − 6 + 4 = 0 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 − 3 − 1 = 0 

 (𝐴𝐵𝐶)عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من المستوي   𝑛⃗إذاً 

ي ناظم على المستو  𝑛⃗وبالتالي  (𝐴𝐵𝐶)عمودي على المستوي   𝑛⃗ومنهُ 

(𝐴𝐵𝐶) 

 وفق: (𝐴𝐵𝐶)استنتاج معادلة المستوي 

 𝐴(1,0,−1)النقطة: 

 𝑛⃗ (2,−3,1)الناظم: 

 المعادلة:

(𝐴𝐵𝐶): 2(𝑥 − 1) − 3(𝑦 − 0) + 1(𝑧 + 1) = 0 

(𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 − 2 − 3𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

(𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 الطلب الثالث:

 : (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝐷حساب بعُد 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) =
|−8 − 6 + 1 − 1|

√4 + 9 + 1
 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) = √14 
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 حساب الحجم:

𝐷)رباعي الوجوه  − 𝐴𝐵𝐶) :ُقاعدته 

𝑆𝐴𝐵𝐶مساحته  (𝐴𝐵𝐶)الوجه  =
3√14

2
 

 وارتفاعهُ: 𝐷رأسهُ 

ℎ𝐷𝐴𝐵𝐶 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) = √14 

 الحجم:

𝑉𝐷𝐴𝐵𝐶 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 . ℎ𝐷𝐴𝐵𝐶 

=
1

3
.
3√14

2
. √14 = 7 

 

 المسألة الثانية:

𝐸𝐴𝐵𝐶𝐷  هرم رباعي رأسه𝐸  وقاعدته مربع

عمودي على  [𝐴𝐸]ولدينا  3طول ضلعه 

𝐸𝐴و  𝐴𝐵𝐶𝐷المستوي  = نختار  3

;𝐴)المعلم المتجانس
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 والمطلوب:

 𝐴و  𝐵و  𝐶و  𝐷و  𝐸عين إحداثيات  .1

 𝐸𝐵𝐶عادلة المستوي جد م .2

 اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم المار  .3

 𝐸𝐵𝐶ويعامد المستوي  𝐴من 

على المستوي  𝐴هي المسقط القائم لـ  [𝐸𝐵]منتصف  𝐻استنتج أنّ  .4

(𝐸𝐵𝐶) 

 𝐴𝐸𝐵𝐶احسب حجم رباعي الوجوه  .5

 الحل:

 الطلب الأول:

𝐷(0,3,0) 𝐵(3,0,0) 𝐴(0,0,0) 
𝐶(3,3,0) 𝐸(0,0,3) 

 الطلب الثاني:

𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,−3)   ,   𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,3, −3) 

𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ  𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   غير مرتبطان خطياً. ⃗ 

,𝑛⃗ (𝑎ليكن  𝑏, 𝑐) :ولدينا 

𝑛⃗ . 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

3𝑎 − 3𝑐 = 0…(1) 
 

𝑛⃗ , 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

3𝑎 + 3𝑏 − 3𝑐 = 0…(2) 
 لدينا:

{
3𝑎 − 3𝑐 = 0          … (1)

3𝑎 + 3𝑏 − 3𝑐 = 0… (2)
 

 نجد أنّ: (1)من 

3𝑎 = 3𝑐 

𝑎 = 𝑐 … (∗) 
 وفق: (2)نعوض في 

3𝑐 + 3𝑏 − 3𝑐 = 0 

3𝑏 = 0 → 𝑏 = 0 

𝐶ليكن  = 𝑎إذاً:  1 = 1 

 ومنهُ: 

𝑛⃗ (1,0,1) 

𝐵(3,0,0) 

(𝐸𝐵𝐶): 1(𝑥 − 3) + 0(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 

(𝐸𝐵𝐶): 𝑥 − 3 + 𝑧 = 0 

(𝐸𝐵𝐶): 𝑥 + 𝑧 − 3 = 0 

 

 

 الطلب الثالث:

 𝐴(0,0,0)النقطة: 

 شعاع التوجيه: 

 فإنّ: (𝐸𝐵𝐶)مد المستوي يعا 𝑑بما أنّ المستقيم 

𝑢⃗ = 𝑛𝐸𝐵𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (1,0,1) 
 التمثيل الوسيطي:

𝑑: {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الطلب الرابع:

𝐻  منتصف القطعة المستقيمة[𝐸𝐵] :ُومنه 

𝐻 (
3

2
 , 0 ,

3

2
) 

ومنهُ بالحل  (𝐸𝐵𝐶)على المستوي  𝐴المسقط القائم لـ  ′𝐴إيجاد 

 ك للجملة:المشتر

{

𝑥 + 𝑧 − 3 = 0… (1)

𝑥 = 𝑡 … (2)

𝑦 = 0… (3)

𝑧 = 𝑡 … (4)

 

 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

𝑡 + 𝑡 − 3 = 0 → 𝑡 =
2

3
 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في كل من  𝑡نعوض قيمة 

𝑥 =
3

2
   ,   𝑦 = 0   ,   𝑦 =

3

2
 

⟹𝐴′ (
3

2
, 0 ,

3

2
) → 𝐴′ = 𝐻 

 الطلب الخامس:

 الطريقة الأولى:

 فيه: (𝐴𝐸𝐵𝐶)ي الوجوه رباع

 مساحته:  𝐴وهو مثلث قائم في  (𝐴𝐸𝐵)قاعدته: الوجه 

𝑆𝐴𝐸𝐵 =
𝐴𝐵. 𝐴𝐸

2
=
9

2
 

 𝐶رأسهُ: 
 ارتفاعه: القاعدة مستوي معلم

ومسقطه على مستوي القاعدة هو  𝐶(3,3,0)لدينا رأس الهرم 

𝐶′(3,0,0) :ويكون 

ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶 = 𝐶𝐶
′ 

= √02 + (−3)2 + (0)2 = √9 = 3 

 ويكون حجمه:

𝑉𝐴𝐸𝐵𝐶 =
1

3
𝑆𝐴𝐸𝐵 . ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶 

=
1

3
(
9

2
) (3) =

9

2
 

 الطريقة الثانية:

 فيه: (𝐴𝐸𝐵𝐶)رباعي الوجوه 

 مساحته:  𝐵وهو مثلث قائم في  (𝐴𝐵𝐶)قاعدته: الوجه 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐵𝐴. 𝐵𝐶

2
=
9

2
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 𝐸رأسهُ: 

 ة مستوي معلمارتفاعه: القاعد

ومسقطه على مستوي القاعدة هو  𝐸(0,0,3)لدينا رأس الهرم 

𝐸′(3,0,0) :ويكون 

ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶 = 𝐸𝐸
′ 

= √02 + 02 + (9)2 = √9 = 3 

 ويكون حجمه:

𝑉𝐴𝐸𝐵𝐶 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 . ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶  

=
1

3
(
9

2
) (3) =

9

2
 

 طلب إضافي ضربة الموسم:

 : (𝐸𝐵𝐶)المثلث استنتج مساحة 

 الحل:

 فيه: (𝐴𝐸𝐵𝐶)لدينا رباعي الوجوه 

  (𝐸𝐵𝐶)قاعدته: الوجه 

𝑆𝐸𝐵𝐶مساحتها:  =? 

 𝐴رأسهُ: 

 ارتفاعهُ: قاعدته مستوي عشوائي 

ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, (𝐸𝐵𝐶)) =
3

√2
 

𝑉𝐴𝐸𝐵𝐶حجمهُ: من الطلب السابق  =
9

2
 

 إذاً:

𝑉𝐴𝐸𝐵𝐶 =
1

3
𝑆𝐸𝐵𝐶 . ℎ𝐴𝐸𝐵𝐶 

9

2
= (

1

3
) . 𝑆𝐸𝐵𝐶 . (

3

√2
) 

9

2
= (

1

√2
) 𝑆𝐸𝐵𝐶 

𝑆𝐸𝐵𝐶 =

9
2
1

√2

=
9

2
×
√2

1
 

→ 𝑆𝐸𝐵𝐶 =
9

√2
 

 

 المسألة الثالثة:

𝑚  وn  عددان حقيقيان موجبان يحققان𝑛 >

𝑚 > ,𝐴(√3نتأمل النقاط  0 و  (3,0

B(0,6,0)  وM(0,6,m)  وN(0,0, n) 

 في معلم متجانس 

(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  عين𝑛  وm  ليكون المثلث𝑀𝐴𝑁  قائماً فيA  وحجم

 3√5يساوي  AOBMNالمجسم 

 الحل:

 فإنه يتحقق: 𝐴قائم في  𝑀𝐴𝑁المثلث 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0… (∗) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−√3, 3,𝑚)   ,   𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−√3,−3, 𝑛) 

 نجد أنّ: (∗)قة بالتعويض في علا

(−√3)(−√3) + (3)(−3) + (𝑚)(𝑛) = 0 

3 − 9 +𝑚. 𝑛 = 0 

𝑚. 𝑛 = 6…(1) 
 

 أيّ أنّ: 3√5يساوي  𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁حجم المجسم 

𝑉𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁 = 5√3 

 حيث:

𝑉𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁 =
1

3
𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁. ℎهرم…(∗∗) 

 ولدينا مساحة القاعدة:

𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁 = (
𝑂𝑁 + 𝐵𝑀

2
) . (𝑂𝐵) 

= (
𝑛 +𝑚

2
) (6) 

𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁 = 3(𝑛 +𝑚) 
 ارتفاع الهرم:

 فتكون: 𝑂𝐵𝑀𝑁على القاعدة  𝐴مسقط النقطة 

⟹ 𝐴′(0,3,0) 

ℎ = ||𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|| = √3 

 

 :(∗∗)نعوض في علاقة 

𝑉𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁 =
1

3
𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁. ℎ 

5√3 =
1

3
. 3(𝑚 + 𝑛)√3 

𝑚 + 𝑛 = 5… (2) 
 ومنهُ لدينا الجملة:

{
𝑚. 𝑛 = 6
𝑚 + 𝑛 = 5

 

 نجد أنّ: (2)من 

 𝑚 = 5 − 𝑛…(∗) 

 وفق: (1)نعوض في 

(5 − 𝑛)𝑛 = 6 

−𝑛2 + 5𝑛 − 6 = 0 

𝑛2 − 5𝑛 + 6 = 0 

(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) = 0 

𝑛 إما = 3 → 𝑚 = 2 ; 𝑛 > 𝑚 مقبول لأن 

𝑛 إو = 2 → 𝑚 = 3 ; 𝑛 < 𝑚 مرفوض لأن 

 نتأمل المستقيمين: التمرين الأول: 

𝑑1: {
𝑥 = 3 + 𝑡
𝑦 = 2 + 2𝑡
𝑧 = 3𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

𝑑2: {
𝑥 = 4 − 𝑠
𝑦 = 2𝑠
𝑧 = 2 − 𝑠

 ; 𝑠 ∈ ℝ 

 متعامدان. 𝑑2و  𝑑1أثبت أن المستقيمين  .1

 أوجد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمين .2

𝑑1  و𝑑2  

  𝑃اكتب معادلة المستوي  .3

 𝑑2و  𝑑1الذي يشمل المستقيمين 

 الحل:

 الطلب الأول:

𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,2,3) 

𝑢2⃗⃗⃗⃗ (−1,2, −1) 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ . 𝑢2⃗⃗⃗⃗  

= (1)(−1) + (2)(2) + (3)(−1) 

= −1+ 4 − 3 = 0 

 متعامدان. (𝑑2)و  (𝑑1)ومنه المستقيمان 
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 الطلب الثاني:

نحل جملة المعادلات  (𝑑2)و  (𝑑1)لإيجاد نقطة تقاطع المستقيمان 

 الآتية:

{

3 + 𝑡 = 4 − 𝑠  … (1)

2 + 2𝑡 = 2𝑠     … (2)

3𝑡 + 1 = 2 − 𝑠…(3)
 

 : (2)و  (1)نحل جملة المعادلتين 

 وفق: 2بـ  (1)نضرب المعادلة 

{
6 + 2𝑡 = 8 − 2𝑠 … (1)′

2 + 2𝑡 = 2𝑠        … (2)
 

 : (2)و  ′(1)بجمع 

8 + 4𝑡 = 8 

4𝑡 = 0 → 𝑡 = 0 

 : (2)نعوض في 

2 + 2(0) = 2𝑠 

2 = 2𝑠 

𝑠 = 1 

 وفق: (3)نتحقق في المعادلة المتبقية 

3(0) + 1 = 2 − (1) 

1 = 1 

 محققة ومنه يوجد للجملة حل وحيد هو:

𝑆 = 1 

𝑡 = 0 

في التمثيل الوسيطي للمستقيم  𝑡يجاد نقطة التقاطع نعوض قيمة لإ

(𝑑1) أو نعوض قيمة𝑆  في التمثيل الوسيطي للمستقيم(𝑑2)  

 طبعاً حتطلع معي ذات النتيجة( (

 

𝑡نعوض  = 0 

 وفق: (𝑑1)في التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑥 = 3 + 0       → 𝑥 = 3 

𝑦 = 2 + 2(0) → 𝑦 = 2 

𝑧 = 3(0) + 1 → 𝑧 = 1 

 (𝑑1)منه إحداثيات نقطة تقاطع المستقيمان و

 𝐼(3,2,1)هي:  (𝑑2)و 

 

 الطلب الثالث:

 تحديد النقطة:

 𝐼(3,2,1)والتي هي:  (𝑑2)و  (𝑑1)هي ذاتها نقطة تقاطع المستقيمان 

 تحديد الناظم:

,𝑛⃗ (𝑎بفرض  𝑏, 𝑐)  وبما أنّ المستوي𝑃  يشمل المستقيمان(𝑑1)  و

(𝑑2) فإنّ أشعة التوجيه 
 𝑢1⃗⃗⃗⃗ (1,2,3) و𝑢2⃗⃗⃗⃗ (−1,2,−1)  هما شعاعين موجهين للمستوي𝑃 

 عمودي على كل منهما أيّ أنّ:   𝑛⃗وبالتالي الناظم 

𝑛⃗ . 𝑢1⃗⃗⃗⃗ = 0 

𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 0… (1) 

𝑛⃗ . 𝑢2⃗⃗⃗⃗ = 0 

−𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0…(2) 
 

 نحل جملة المعادلتين:

𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 0… (1) 

−𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0…(2) 
 نجد أنّ: (2)و  (1)بجمع 

4𝑏 + 2𝑐 = 0 

2𝑐 = −4𝑏 

𝑐 = −2𝑏…(∗) 
 : (1)نعوض في 

𝑎 + 2𝑏 − 6𝑏 = 0 

𝑎 = 4𝑏…(∗∗) 
𝑏بفرض  = 1 : 

 وفق: (∗∗)و  (∗)نعوض في 

𝑐 = −2 

𝑎 = 4 

→ 𝑛⃗ (4,1,−2) 
 نكتب معادلة المستوي وفق:

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐼) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐼) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐼) = 0 

4(𝑥 − 3) + 1(𝑦 − 2) − 2(𝑧 − 1) = 0 

4𝑥 − 12 + 𝑦 − 2 − 2𝑧 + 2 = 0 

4𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 12 = 0 

 

  التمرين الثاني:

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :النقاط 

 𝐸(1,−1,1)  و𝐷(0,4,0)  و𝐶(4,0,0)  

 والمطلوب: 𝐴(2,1,3)و  𝐵(1,0,−1)و 

 ليست واقعة  𝐷و  𝐸و  𝐶أثبت أنّ  .1

 على استقامة واحدة.

  عمودي (𝐴𝐵)أثبت أن المستقيم  .2

 (𝐶𝐷𝐸)على المستوي 

مع المستوي  (𝐴𝐵)نقطة تقاطع المستقيم  𝑁عين إحداثيات  .3

(𝐶𝐷𝐸) 

,𝑀(𝑚تنتمي النقطة  𝑚عند أي قيمة للوسيط  .4 للمستوي  (1,0

(𝐶𝐷𝐸) 

 

 الحل:

 الطلب الأول:

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−1,1) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0) 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و  ⃗  ه لا ينتج غير مرتبطين خطياً لأن ⃗ 

ليست على  𝐷و  𝐸و  𝐶أحدهما عن الآخر بضربه بعدد ومنه النقاط 

 استقامة واحدة.

 

 الطلب الثاني:

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗عمودي على الشعاعين  (𝐴𝐵)نثبت أنّ شعاع توجيه المستقيم  و  ⃗ 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  . (𝐶𝐷𝐸)الغير مرتبطين خطياً من المستوي  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−1,−4) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(−1)(−3) + (−1)(−1) + (−4)(1) = 0 

3 + 1 − 4 = 0 

0 = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(−1)(−4) + (−1)(4) + (−4)(0) = 0 

4 − 4 = 0 

0 = 0 

 (𝐴𝐵)ومنهُ المستقيم 

 (𝐶𝐷𝐸)عمودي على المستوي 
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 الطلب الثالث:

 وفق: (𝐴𝐵)نكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 𝐴(2,1,3)تحديد النقطة: 

 تحديد شعاع التوجيه:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−1,−4) 

(𝐴𝐵): {
𝑥 = −𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = −4𝑡 + 3

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 : (𝐶𝐷𝐸)كتابة معادلة المستوي 

 𝐶(4,0,0)تحديد النقطة: معلومة 

 تحديد الناظم:

𝑢𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فإنّ  (𝐶𝐷𝐸)عمودي على المستوي  (𝐴𝐵)بما أنّ المستقيم  ⃗⃗  ⃗ =

𝑛𝐶𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  أيّ: ⃗ 

𝑛𝐶𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−1,−1,−4) 
 نكتب المعادلة وفق:

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐶) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐶) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐶) = 0 

−1(𝑥 − 4) − 1(𝑦 − 0) − 4(𝑧 − 0) = 0 

−𝑥 + 4 − 𝑦 − 4𝑧 = 0 

−𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 4 = 0 

مع المستوي  (𝐴𝐵)نقطة تقاطع المستقيم  𝑁لإيجاد إحداثيات النقطة 

(𝐶𝐷𝐸)  

 فإننا نحل أربعة معادلات وفق:

−𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 4 = 0… (1) 

𝑥 = −𝑡 + 2…(2) 

𝑦 = −𝑡 + 1…(3) 

𝑧 = −4𝑡 + 3…(4) 
 وفق: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

−(−𝑡 + 2) − (−𝑡 + 1) − 4(−4𝑡 + 3) + 4 = 0 

𝑡 − 2 + 𝑡 − 1 + 16𝑡 − 12 + 4 = 0 

18𝑡 − 13 = 0 

18𝑡 = 13 → 𝑡 =
13

18
 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في  𝑡نعوض 

𝑥 = −(
13

18
) + 2 → 𝑥 =

23

18
 

𝑦 = −(
13

18
) + 1 → 𝑦 =

5

18
 

𝑧 = −4(−
13

18
) + 3 → 𝑧 =

106

18
 

𝑁(
23

18
,
5

18
,
106

18
) 

 

 الطلب الرابع:

فنحصل  𝑚ثم نعزل  (𝐶𝐷𝐸)في المستوي  𝑀نعوض إحداثيات النقطة 

 على قيمتها وفق:

−𝑚− 1 − 0 + 4 = 0 

−𝑚+ 3 = 0 

𝑚 = 3 

 

 

 

 

 

 

 التمرين الثالث:

مكعب طول  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻ليكن لدينا 

  [𝐴𝐵]نقطة من  𝑇و  1حرفه 

𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗تحقق   ⃗ =
2

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ق تحق [𝐴𝐷]نقطة من  𝑁و 
2

5
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  والمطلوب: ⃗ 

;𝐴)في المعلم المتجانس  .1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ و  𝑇جد إحداثيات النقاط  (⃗ 

𝑁  و𝐹  و𝐻 

𝑁𝑇⃗⃗جد الشعاعين  .2 ⃗⃗ 𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗   

 (𝐻𝑁𝑇)ثم جد معادلة للمستوي 

 (𝐸𝐹)جد تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .3

  (𝐸𝐹)استنتج نقطة تقاطع المستقيم  .4

 (𝐻𝑁𝑇)مع المستوي 

 

 الطلب الأول:

 إحداثيات رؤوس المكعب:

𝐸(0,0,1) 𝐴(0,0,0) 
𝐹(1,0,1) 𝐵(1,0,0) 
𝐻(0,1,1) 𝐷(0,1,0) 
𝐺(1,1,1) 𝐶(1,1,0) 
 : 𝑇إيجاد إحداثيات النقطة 

,𝑇(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) :ُومنه 

𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥
𝑦
𝑧
) =

2

5
(
1
0
0
) 

 وهي تكافئ:

𝑥 =
2

5
 

𝑦 = 0 

𝑧 = 0 

𝑇 (
2

5
, 0,0) 

 

 : 𝑁إيجاد إحداثيات النقطة 

,𝑁(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧) :ُومنه 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

5
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥
𝑦
𝑧
) =

2

5
(
0
1
0
) 

 وهي تكافئ:

𝑥 = 0 

𝑦 =
2

5
 

𝑧 = 0 

𝑁(0,
2

5
, 0) 

 

 الطلب الثاني:

𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
2

5
,
2

5
, 0) → 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−2,2,0) 
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𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,
3

5
, 1) → 𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (0,3,5) 

 وفق: (𝐻𝑁𝑇)المستوي كتابة معادلة 

𝑁𝑇⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  ⃗⃗ غير مرتبطين خطياً لأنه لا ينتج   𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

 تشكل مستوي. 𝐻و  𝑇و  𝑁أحدهما عن الآخر بضربه بعدد ومنه النقاط 

 𝐻(0,1,1)تحديد النقطة: معلومة 

,𝑛⃗ (𝑎تحديد الناظم: ليكن  𝑏, 𝑐)  

عمودي على كل من   𝑛⃗فإنّ  من المستوي 𝐻و  𝑇و  𝑁بما أنّ النقاط 

𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ومنهُ:  𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑛⃗ = 0 

−2𝑎 + 2𝑏 = 0 

𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛⃗ = 0 

3𝑏 + 5𝑐 = 0 

 نحل جملة المعادلتين الآتية:

{
−2𝑎 + 2𝑏 = 0…(1)

3𝑏 + 5𝑐 = 0   … (2)
 

 

 

 2والمعادلة الثانية بـ  3−بـ  (1)نضرب المعادلة 

{
6𝑎 − 6𝑏 = 0    … (1)′

6𝑏 + 10𝑐 = 0   … (2)′
 

 

 نجد أنّ: ′(2)و  ′(1)جمع ب

6𝑎 + 10𝑐 = 0 

6𝑎 = −10𝑐 

𝑎 = −
5

3
𝑐 … (∗) 

 : (1)نعوض في 

−2(−
5

3
𝑐) + 2𝑏 = 0 

−
10

3
𝑐 + 2𝑏 = 0 

2𝑏 =
10

3
𝑐 

𝑏 =
10

6
𝑐 

𝑏 =
5

3
𝑐 … (∗∗) 

𝑐نفرض  =  ومنهُ: (∗∗)و  (∗)نعوض في  3

𝑎 = −5 

𝑏 = 5 

 𝑛⃗ (−5,5,3)ومنهُ 

 نكتب المعادلة وفق:

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐻) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐻) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐻) = 0 

−5(𝑥 − 0) + 5(𝑦 − 1) + 3(𝑧 − 1) = 0 

−5𝑥 + 5𝑦 − 5 + 3𝑧 − 3 = 0 

−5𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 − 8 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 الطلب الثالث:

 𝐸(0,0,1)تحديد النقطة: معلومة 

 تحديد شعاع التوجيه:

𝑢⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑢⃗ (1,0,0) 
 نكتب التمثيل الوسيطي وفق:

(𝐸𝐹): {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 ب الرابع:الطل

 : (𝐻𝑁𝑇)لدينا معادلة المستوي 

−5𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 − 8 = 0 

 : (𝐸𝐹)لدينا التمثيل الوسيطي للمستقيم 

(𝐸𝐹): {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

  (𝐸𝐹)نوجد نقطة تقاطع المستقيم 

 𝐽ولتكن   (𝐻𝑁𝑇)مع المستوي 

 بحل جملة أربعة معادلات وفق

−5𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 − 8 = 0…(1) 

𝑥 = 𝑡 … (2) 

𝑦 = 0…(3) 
𝑧 = 1…(4)  

 : (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

−5(𝑡) + 5(0) + 3(1) − 8 = 0 

−5𝑡 + 3 − 8 = 0 

−5𝑡 − 5 = 0 

−5𝑡 = 5 

𝑡 = −1 

 وفق: (4)و  (3)و  (2)في  𝑡نعوض 

𝑥 = −1 

𝑦 = 0 

𝑧 = 1 

 𝐽(−1,0,1)ومنهُ: 

 

 التمرين الرابع:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  والنقاط  1مكعب طول ضلعه

𝐾  و𝐽  و𝐼  منتصفات الأضلاع[𝐹𝐺]  

بالترتيب ، نختار المعلم  [𝐴𝐷]و  [𝐵𝐶]و 

;𝐷)المتجانس  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) :والمطلوب 

𝐴𝐾⃗⃗و   𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗و   𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗احسب مركبات الأشعة  .1 ⃗⃗  ⃗  

 تشكل مستوي 𝐼و  𝐻و  𝐹أثبت أن النقاط  .2

 [𝐵𝐶]اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  .3

توي المحوري للقطعة المستقيمة تنتمي إلى المس 𝐾هل النقطة  .4

[𝐵𝐶] 

 متعامدان؟ (𝐹𝐸)و  (𝐼𝐷)هل المستقيمان  .5

 الحل

 الطلب الأول:

 إحداثيات رؤوس المكعب:

𝐻(0,0,1) 𝐷(0,0,0) 
𝐸(1,0,1) 𝐴(1,0,0) 
𝐺(0,1,1) 𝐶(0,1,0) 
𝐹(1,1,1) 𝐵(1,1,0) 
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 وفق: 𝐾و  𝐽و  𝐼إحداثيات 

𝐽 (
1

2
, 1,0) 𝐾 (

1

2
, 1,1) 

𝐼 (
1

2
, 0,0) 

 حساب مركبات الأشعة:

𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗ (
1

2
, 1 − 1) 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ (
1

2
, 0, −1) 

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
1

2
, 1,1) 

 

 الطلب الثاني:

 تشكل مستوي: 𝐼و  𝐻و  𝐹إثبات أنّ 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ (
1

2
, 0, −1) 

𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,1,0) 

𝐻𝐹⃗⃗و   𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنّ الشعاعين  ⃗⃗ غير مرتبطين خطياً لأنه لا ينتج  ⃗ 

ليست على  𝐼و  𝐻و  𝐹بضربه بعدد ومنه النقاط أحدهما عن الآخر 

 استقامة واحدة.

 

 الطلب الثالث:

 : [𝐵𝐶]كتابة معادلة المستوي المحوري للقطعة 

 تحديد النقطة:

 𝑁فإنّ النقطة  [𝐵𝐶]بما أنّ المستوي هو المستوي المحوري للقطعة 

 تنتمي إلى المستوي حيث: [𝐵𝐶]منتصف القطعة 

𝑁 (
1

2
, 1,0) 

 حديد الناظم:ت

= 𝑛⃗فإنّ  [𝐵𝐶]بما أنّ المستوي هو المستوي المحوري للقطعة  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑛⃗ (−1,0,0)أيّ: 

 نكتب المعادلة وفق:

−1(𝑥 −
1

2
) + 0(𝑦 − 1) + 0(𝑧 − 0) = 0 

−𝑥 +
1

2
= 0 

−2𝑥 + 1 = 0 

 

 الطلب الرابع:

𝐾اختبار انتماء النقطة  (
1

2
, إلى المستوي المحوري للقطعة  (1,1

في معادلة  𝐾ويتم وفق تعويض إحداثيات النقطة  [𝐵𝐶]المستقيمة 

وفي حال كانت المعادلة محققة نقول أنهّا تنتمي وفي  [𝐵𝐶]المستوي 

 حال كانت المعادلة غير محققة نقول أنهّا لا تنتمي.

 

 

−2𝑥 + 1 = 0 

−2(
1

2
) + 1 = 0 

−1+ 1 = 0 

0 = 0 

 محققة

 [𝐵𝐶]تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة  𝐾إذاُ 

 

 لطلب الخامس:ا

𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ (−
1

2
, 0,0) 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1,0) 

. 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗نوجد  𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

(−
1

2
) (0) + (0)(−1) + (0)(0) = 0 

0 = 0 

 التمرين الخامس:

 ليكن لدينا المستويان:

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

𝑄: 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0 

 المطلوب:

 متقاطعان. 𝑄و  𝑃أثبت أن  .1

  𝑑1أوجد تمثيل وسيطي للمستقيم  .2

 .𝑄و  𝑃للمستويان الفصل المشترك 

 حيث: 𝑑2و  𝑑1ادرس الوضع النسبي للمستقيمان  .3

𝑑2: {
𝑥 = 2𝑠 − 1
𝑦 = 𝑠

𝑧 = 1 − 3𝑠
 ; 𝑠 ∈ ℝ 

  𝑑2و 𝑑1هل المستقيمان  .4

 يقعان في مستو واحد؟؟ علل إجابتك.

 متعامدان حيث: (𝐴𝐵)و  𝑑1أثبت أن المستقيمان  .5

𝐵(1,1,2), 𝐴(3,0,3) 

:𝑅حيث: 𝑅والمستوي  𝑑2مستقيم ادرس تقاطع ال .6 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 =

نقطة تقاطع المستقيم  𝐼وفي حال التقاطع عينّ إحداثيات النقطة  1

𝑑2  والمستوي𝑅. 

حيث:  𝑅عمودي على المستوي  (𝐶𝐷)هل المستقيم  .7

𝐶(1,1,−1)  و𝐷(3,−1,1) 

 𝐸1، أوجد إحداثيات النقطة 𝐸(3,−1,2)لدينا النقطة  لتكن .8

 .𝑃على المستوي  𝐸ط القائم للنقطة للنقطة المسق

  𝐸احسب بعد النقطة  .9

 بطريقتين مختلفتين. 𝑃عن المستوي 

  𝐸2أوجد إحداثيات النقطة  .10

 .𝑑1على المستقيم  𝐸المسقط القائم للنقطة 

 .𝑑1عن المستقيم  𝐸  احسب بعد النقطة .11

 هل النقاط .12

𝐺(1,1, −2) 𝐹(2,1,1) 
 ؟𝑃تنتمي للمستوي 

 هل النقاط .13

𝐺(1,1, −2) 𝐹(2,1,1) 
 ؟𝑑2تنتمي للمستقيم 

 .𝑅و  𝑄و  𝑃ادرس الوضع النسبي للمستويات  .14

𝑟ونصف قطرها  𝐸التي مركزها  𝑆1اكتب معادلة الكرة  .15 = √3. 

 الحل:

 لدينا: .1

 𝑛⃗ 𝑄(1,1,2)ناظمه  𝑄والمستوي  𝑛⃗ 𝑃(2,−1,1)ناظمه  𝑃المستوي 

 متقاطعان. 𝑄و  𝑃غير مرتبطان خطياً وبالتالي  𝑛⃗ 𝑄و  𝑛⃗ 𝑃نلاحظ أن 

× 2 
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 لتكن:  .2

𝑧 = 𝑡 

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑡 − 4 = 0…… (1)

𝑥 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0…… (2)
 

 نجد: (2)و  (1)بجمع 

3𝑥 + 3𝑡 − 9 = 0 

3𝑥 = −3𝑡 + 9 

𝑥 = −𝑡 + 3 

 :(2)نعوض في 

−𝑡 + 3 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0 

𝑦 + 𝑡 − 2 = 0 

𝑦 = −𝑡 + 2 

 إذاً الفصل المشترك هو:

(𝑑1): {
𝑥 = −𝑡 + 3
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

3.  

 𝑢⃗ 1(−1,−1,1)شعاع توجيه: 𝑑1المستقيم 

 𝑢⃗ 2(2,1,−3)شعاع توجيه: 𝑑2المستقيم 

 غير مرتبطان خطياً  𝑢⃗ 2و  𝑢⃗ 1نلاحظ أن 

 إما متقاطعان أو متخالفان. 𝑑2و  𝑑1وبالتالي 

 

 اختبار الاشتراك بنقطة:

{

−𝑡 + 3 = 2𝑠 − 1…(1)

−𝑡 + 2 = 𝑠…(2)

𝑡 = 1 − 3𝑠… (3)
 

 نأخذ الجملة:

{
−𝑡 + 3 = 2𝑠 − 1…(1)

𝑡 = 1 − 3𝑠… (3)
 

 بالجمع:

3 = −𝑠 ⇒ 𝑠 = −3 

 :(3)نعوض في 

𝑡 = 1 + 9 ⇒ 𝑡 = 10 

 :(2)نتحقق في 

−10 + 2 = −3 

−8 ≠ −3 

 غير محققة، 

  𝑑2و  𝑑1الجملة مستحيلة الحل إذاً 
 لا يشتركان بأية نقطة فهما متخالفان.

4. 𝑑1  و𝑑2 .متخالفان إذاً لا يقعان في مستو واحد 

5.  

 𝑢⃗ 1(−1,−1,1)شعاع توجيهه: 𝑑1المستقيم 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ شعاع توجيهه: (𝐴𝐵)المستقيم   ⃗(−2,1, −1) 

𝑢⃗ 1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 − 1 − 1 = 0 

 متعامدان. (𝐴𝐵)و  𝑑1إذاً المستقيمان 

6.  

 𝑢⃗ 2(2,1,−3)شعاع توجيهه: 𝑑2المستقيم 

 𝑛⃗ 𝑅(1,−1,1)ناظمه: 𝑅المستوي 

𝑢⃗ 2. 𝑛⃗ 𝑅 = 2 − 1 − 3 = −2 

 متقاطعان. 𝑑2والمستقيم  𝑅إذا المستوي 

 

 :𝑑2مع  𝑅إيجاد نقطة التقاطع 

{
 

 
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1…(1)

𝑥 = 2𝑡 − 1… (2)

𝑦 = 𝑡           … (3)

𝑧 = 1 − 3𝑡 … (4)

 

 :(1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

2𝑡 − 1 − 𝑡 + 1 − 3𝑡 = 1 

−2𝑡 = 1 → 𝑡 = −
1

2
 

 

 

,(2)في  𝑡نعوض قيمة  (3), (4): 

𝑥 = 2(−
1

2
) − 1 ⇒ 𝑥 = −2 

𝑦 = −
1

2
 

𝑧 = 1 − 3(−
1

2
) = 1 +

3

2
=
5

2
 

⇒ 𝐼 (−2 ,−
1

2
 ,
5

2
) 

 

7.  

 𝑛⃗ 𝑅(1,−1,1)هو: 𝑅ناظم المستوي 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه: (𝐶𝐷)المستقيم   ⃗(2,−2,2) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ و  𝑛⃗ 𝑅نلاحظ أن   مرتبطان خطياً إذاً:  ⃗ 

 متعامدان. (𝐶𝐷)والمستقيم  𝑅وي المست

8.  

 الخطوة الأولى:

 :𝑃نكتب معادلة المستوي 

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

 الخطوة الثانية:

والعمودي على المستوي  𝐸المار من  Δنكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑃 بما أن المستقيم ،Δ  والمستوي𝑃 :متعامدان فإن 

𝑢⃗ Δ = 𝑛⃗ 𝑃(2,−1,1) 

𝐸(3,−1,2) 

(Δ): {
𝑥 = 2𝑘 + 3
𝑦 = −𝑘 − 1
𝑧 = 𝑘 + 2

 ; 𝑘 ∈ ℝ 

 الخطوة الثالثة:

 أي: Δوالمستقيم  𝑃هي نقطة تقاطع المستوي  𝐸1تكون النقطة 

{
 

 
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0…(1)

𝑥 = 2𝑘 + 3  … (2)

𝑦 = −𝑘 − 1…(3)

𝑧 = 𝑘 + 2    … (4)

 

,(2)نعوض  (3),  :(1)في  (4)

2(2𝑘 + 3) − (−𝑘 − 1) + 𝑘 + 2 − 4 = 0 

4𝑘 + 6 + 𝑘 + 1 + 𝑘 + 2 − 4 = 0 

6𝑘 + 5 = 0 

6𝑘 = −5 → 𝑘 = −
5

6
 

,(2)في  𝑘نعوض قيمة  (3), (4): 

𝑥 = 2(−
5

6
) + 3 ⇒ 𝑥 =

4

3
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𝑦 = −(−
5

6
) − 1 ⇒ 𝑦 = −

1

6
 

𝑧 = −
5

6
+ 2 ⇒ 𝑧 =

7

6
 

⇒ 𝐸1 (
4

3
 , −

1

6
 ,
7

6
) 

 

 الطريقة الأولى: .9

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐸, 𝑃) =
|2(3) − (−1) + 2 − 4|

√4 + 1 + 1
 

=
|6 + 1 + 2 − 4|

√6
=
5

√6
 

 

 نية:الطريقة الثا

𝐸𝐸1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
5

3
,
5

6
,−
5

6
) 

 𝐸ومسقط  𝐸يساوي المسافة بين  𝑃عن المستوي  𝐸يكون بعد النقطة 

 :𝑃على المستوي 

𝐸𝐸1 = √(−
5

3
)
2

+ (
5

6
)
2

+ (−
5

6
)
2

 

= √
25

3
+
25

36
+
25

36
= √

150

36
=
5

√6
 

 الخطوة الأولى: .10

 :𝑑1تقيم نكتب التمثيل الوسيطي للمس

(𝑑1): {
𝑥 = −𝑡 + 3
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 الخطوة الثانية:

 حيث: 𝑑1من المستقيم  𝑀لدينا النقطة 

𝑀(−𝑡 + 3,−𝑡 + 2, 𝑡) 

𝑢⃗ 1(−1,−1,1) 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−𝑡, −𝑡 + 3, 𝑡 − 2) 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ و  𝑢⃗ 1لدينا   متعامدان إذاً:  ⃗⃗

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑢⃗ 1 = 0 

𝑡 + 𝑡 − 3 + 𝑡 − 2 = 0 

3𝑡 = 5 → 𝑡 =
5

3
 

 إذاً:

𝑥 = −
5

3
+ 3 =

4

3
 

𝑦 = −
5

3
+ 2 =

1

3
 

𝑧 =
5

3
 

⇒ 𝐸2 (
4

3
 ,
1

3
 ,
5

3
) 

11.  

 :𝐹النقطة  

2(2) − 1 + 1 − 4 = 0 

4 − 4 − 1 + 1 = 0 

0 = 0 

 .𝑃تنتمي للمستوي  𝐹إذاً النقطة 

 :𝐺النقطة 

2(1) − 1 + (−2) − 4 = 0 

2 − 1 − 2 − 4 = 0 

−6 ≠ 0 

 .𝑃لا تنتمي للمستوي  𝐺إذاً النقطة 

12.  

 :𝐹النقطة 

2 = 2𝑠 − 1 ⇒ 𝑠 =
3

2
 

1 = 𝑡 ⇒ 𝑠 = 1 

 .𝑑2لا تنتمي للمستقيم  𝐹إذاً 

 :𝐺النقطة 

1 = 2𝑠 − 1 ⇒ 𝑠 = 1 

1 = 𝑠 ⇒ 𝑠 = 1 

−2 = 1 − 3𝑠 ⇒ 𝑠 = 1 

 .𝑑2تنتمي للمستقيم  𝐺إذاً 

 الخطوة الأولى: .13

 :𝑑1على  𝐸المسقط القائم لـ  𝐸2نوجد إحداثيات 

𝐸2 (
4

3
 ,
1

3
,
5

3
) 

 الخطوة الثانية:

 𝐸مسقط  𝐸2و  𝐸هو المسافة بين  𝑑1عن المستقيم  𝐸ة يكون بعد النقط

 أي: 𝑑1على المستقيم 

𝐸𝐸2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (−
5

3
,
4

3
 , −

1

3
) 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐸, 𝑑1) = 𝐸𝐸2 

= √
25

9
+
16

9
+
1

9
= √

42

9
=
√42

3
 

 لدينا الجملة: .14

{

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0…(L1)

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0…(L2)

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0…(L3)
 

−L1 + L2 → L2
′  

−2L1 + L2 → L3
′  

 

{

x + y + 2z − 5 = 0…(L1)

−2y − z + 4 = 0…(L′2)

−3y − 3z + 6 = 0…(L′3)
 

−
3

2
L2
′ + L3

′ → L3
′′ 

{

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0… (L1)

−2𝑦 − 𝑧 + 4 = 0… (L′2)

−
3

2
𝑧 = 0…(L′′3)

 

L3)من 
 نجد: (′′

−
3

2
𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 = 0 

L2)نعوض في 
′  نجد: (

−2𝑦 + 4 = 0 

−2𝑦 = −4 

𝑦 = 2 

 فنجد: (L1)نعوض في 
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𝑥 + 2 − 5 = 0 

𝑥 = 3 

 𝑅و  𝑄و  𝑃إذاً المستويات 
 تشترك بنقطة بنقطة واحدة هي:

𝐼(3,2,0) 

 𝐸(3,−1,2)المركز:  .15

𝑅نصف القطر:  = √3 

 المعادلة:

𝑆1: (𝑥 − 3)
2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 3 

 التمرين السادس:

,𝑂)معلم متجانس في  𝑖  , 𝑗  , 𝑘⃗ )  نتأمل النقطة𝐴(1,1,1) :والمستويين 

𝑃: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6 

𝑄 = 3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2 

 أثبت أن المستويين متقاطعان. .1

 .Δاكتب تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك  .2

 .Δعلى المستقيم  𝐴المسقط القائم للنقطة  ′𝐴أوجد احداثيات النقطة  .3

 .Δالمستقيم  عن 𝐴استنتج بعد النقطة  .4

 .𝐴ويمر بالنقطة  Δالذي يحوي  𝑅اكتب معادلة المستوي  .5

 الحل:

 لدينا: .1

𝑛⃗ 𝑄(3,1, −1) , 𝑛⃗ 𝑃(1,1,1) 

غير مرتبطين  𝑛⃗ 𝑃و  𝑛⃗ 𝑄نلاحظ أن المركبات غير متناسبة وبالتالي 

 متقاطعان. 𝑄و  𝑃خطياً، ومنه المستويان 

 لدينا: .2

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2

 

 

 بجمع المعادلتين نجد:

4𝑥 + 2𝑦 = 8 

2𝑦 = −4𝑥 + 8 

𝑦 = −2𝑥 + 4 

 نعوض في المعادلة الأولى فنجد:

2 − 2𝑥 + 4 + 𝑧 = 6 

𝑧 = 𝑥 + 2 

𝑥وبفرض  = 𝑡 :نجد 

Δ: {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = −2𝑡 + 4
𝑧 = 𝑡 + 2

; 𝑡 ∈ ℝ 

 تمثيله الوسيطي: Δلدينا المستقيم  .3

Δ: {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = −2𝑡 + 4
𝑧 = 𝑡 + 2

; 𝑡 ∈ ℝ 

 إنّ:ف Δمن المستقيم  ′𝐴بما ان 

𝐴′(𝑡, −2𝑡 + 4, 𝑡 + 2) 
 إذا تحقق: Δعلى  𝐴هي المسقط القائم لـ  ′𝐴تكون 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ Δ = 0 

 حيث:

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑡 − 1,−2𝑡 + 3, 𝑡 + 1) 

𝑢⃗ Δ(1,−2,1) 
 ومنه: Δهو شعاع توجيه المستقيم  𝑢⃗ Δ حيث 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑢⃗ Δ = 0 

(𝑡 − 1)(1) + (−2𝑡 + 3)(−2) + (𝑡 + 1)(1) = 0 

𝑡 − 1 + 4𝑡 − 6 + 𝑡 + 1 = 0 

6𝑡 − 6 = 0 

6𝑡 = 6 

𝑡 = 1 

 تكون: ′𝐴وبالتالي احداثيات 

𝐴′(1,2,3) 

 يعطى بالعلاقة: Δعن  𝐴بعُد  .4

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, Δ) = 𝐴𝐴′ 
 ، لدينا:′𝐴𝐴هو المسافة  Δعن   𝐴أي بعد 

𝐴𝐴′ = √02 + 12 + 22 = √5 

⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, Δ) = √5 

 فكرة: .5

  Δيحوي  𝑅المستوي  *

 .𝑢⃗ Δ يحوي شعاع التوجيه فهو 

 ′𝐴وبالتالي  𝑅من المستوي  Δوالمستقيم  Δمن المستقيم  ′𝐴النقطة  *

 .𝑅محتواة أيضاً في المستوي 

 .𝐴مار من  𝑅المستوي  *

يقبل الشعاعين  𝑅أي نجد أنّ: المستوي 

𝑢⃗ Δ(1,−2,1) , 𝐴𝐴
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  كشعاعي توجيه له. (0,1,2)⃗ 

,𝑛⃗ (𝑎تحديد الناظم: بفرض  𝑏, 𝑐) 

  ّبما أن𝑛⃗ 𝑅  ناظم على المستوي𝑅  وبما أن𝑢⃗ Δ  و 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ من   

 عمودي عليهما وبالتالي: 𝑛⃗ 𝑅فإن  𝑅المستوي 

𝑛⃗ 𝑅 . 𝐴𝐴
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0 

𝑛⃗ 𝑅 . 𝑢⃗ Δ = 0 ⇒ 𝑏 + 2𝑐 = 0 

 لدينا:

{
𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0…(1)

𝑏 + 2𝑐 = 0… (2)
 

 :2بالعدد نضرب المعادلة الثانية 

{
𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0…(1)

2𝑏 + 4𝑐 = 0… (2)
 

 بالجمع:

𝑎 + 5𝑐 = 0 

𝑎 = −5𝑐 

 نعوض في المعادلة الأولى فنجد:

−5𝑐 − 2𝑏 + 𝑐 = 0 

−2𝑏 = 4𝑐 

𝑏 = −2𝑐 
𝑐بفرض  =  تكون: 1−

𝑎 = 5 , 𝑏 = 2 

⇒ 𝑛⃗ 𝑅(5,2,−1) 
 تحديد النقطة:

𝐴(1,1,1) 
 كتابة المعادلة:

𝑅: 𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

𝑅: 5(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 1) − 1(𝑧 − 1) = 0 
𝑅: 5𝑥 − 5 + 2𝑦 − 2 − 𝑧 + 1 = 0 

𝑅: 5𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 6 = 0 

 

 

 

 



 

 

 لثانوي العلمي مكثفة الرياضيات/ قسم الاشعة            الثالث ا    فتراضية   منصة طريقي التعليمية الا

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  عامر مكثفة الرياضيات/ قسم الأشعة    إعداد المدرس: خالد

 :0947050592WhatsAppأو           www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

 التمرين السابع:

;𝑂)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) 

شعاع  𝑛⃗ (−2,1,5)و  𝐴(1,−2,1)الذي يشمل النقطة  𝑃، المستوي 

 معادلته: 𝑄ناظم له وليكن المستوي 

𝑄: 𝑥 + 2𝑦 − 7 = 0 

 .𝑃اكتب المعادلة الديكارتية للمستوي  .1

,𝐵(−1,4تحقق أن النقطة  .2 −1)  

 .𝑄و  𝑃مشتركة بين المستويين 

يطلب تعيين  Δمتقاطعان وفق مستقيم  𝑄و  𝑃بين أن المستويين  .3

 تمثيله الوسيطي.

 متعامدان. 𝑄و  𝑃أثبت أن المستويين  .4

 والمطلوب: 𝐶(5,−2,−1)لتكن لدينا النقطة  .5

a)  احسب المسافة بين النقطة𝐶  والمستوي𝑃   

 .𝑄والمستوي  𝐶ثم المسافة بين النقطة 

b)  استنتج المسافة بين النقطة𝐶  والمستقيمΔ. 

 الحل:

 لدينا: .1

 𝐴(1,−2,1)النقطة: 

 𝑛⃗ (−2,1,5)الناظم: 

 المعادلة:

𝑃:−2(𝑥 − 1) + 1(𝑦 + 2) + 5(𝑧 − 1) = 0 

𝑃:−2𝑥 + 2 + 𝑦 + 2 + 5𝑧 − 5 = 0 

𝑃:−2𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 − 1 = 0 

 :𝑃للمستوي  𝐵التحقق أن النقطة  .2

−2(−1) + 4 + 5(−1) − 1 = 0 

+2+ 4 − 5 − 1 = 0 

0 = 0 

 .𝑃تنتمي للمستوي  𝐵محققة إذاً النقطة 

 :𝑄للمستوي  𝐵التحقق من انتماء 

−1 + 2(4) − 7 = 0 

−1+ 8 − 7 = 0 

0 = 0 

 𝑄تنتمي للمستوي  𝐵محققة، إذاً 

 .𝑄و  𝑃تنتمي للمستوي  𝐵وعليه فإنّ النقطة 

 .𝑛⃗ 𝑃(−2,1,5)ناظمه  𝑃ا المستوي لدين .3

  𝑛⃗ 𝑄(1,2,0)ناظمه  𝑄ولدينا المستوي 

𝑛⃗ 𝑃بما أنّ  , 𝑛⃗ 𝑄 .ًغير مرتبطين خطيا 

 متقاطعان 𝑄و  𝑃فإن المستويين 

 :Δالتمثيل الوسيطي لـ 

−2𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 − 1 = 0 

𝑥 + 2𝑦 − 7 = 0 

𝑧نأخذ  = 𝑡: 

{
−2𝑥 + 𝑦 + 5𝑡 − 1 = 0…(1)

𝑥 + 2𝑦 − 7 = 0… (2)
 

 :2−بالعدد  (1)نضرب المعادلة 

{
4𝑥 − 2𝑦 − 10𝑡 + 2 = 0… (1)

𝑥 + 2𝑦 − 7 = 0… (2)
 

 نجمع المعادلتين:

5𝑥 − 10𝑡 − 5 = 0 

5𝑥 = 10𝑡 + 5 

𝑥 = 2𝑡 + 1 

 :(2)نعوض في المعادلة 

2𝑡 + 1 + 2𝑦 − 7 = 0 

2𝑦 = −2𝑡 + 6 

𝑦 = −𝑡 + 3 

 :Δويكون التمثيل الوسيطي للمستقيم 

Δ: {
𝑥 = 2𝑡 + 1
𝑦 = −𝑡 + 3
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا: .4

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑛⃗ 𝑄 = (−2)1 + (1)2 + (0)5 

= −2+ 2 + 0 = 0 

 متعامدين. 𝑄و  𝑃إذاً المستويين 

 لدينا: .5

a)  المسافة بين𝐶  و𝑃: 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐶, 𝑃) =
|−2(5) − 2 + 5(−1) − 1|

√4 + 1 + 25
 

=
18

√30
=
18√30

30
=
3√30

5
 

 :𝑄و  𝐶المسافة بين 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐶, 𝑄) =
|5 + 2(−2) − 7|

√1 + 4 + 0
=
6

√5
=
6√5

5
 

a)  بما أن المستويين𝑃  و𝑄  متعامدان ومتقاطعان وفق المستقيم(Δ) ،

 فإن حسب فيثاغورث:

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐶, Δ) = √(
3√30

5
)

2

+ (
6√5

5
)

2

 

= √
9 × 30

25
+
36 × 5

25
= √

450

25
 

= √18 = 3√2 

 التمرين الثامن:

;𝑂)في الفراغ المنسوب لمعلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  ليكن لدينا النقاط

𝐶(2,6,0)  و𝐵(4,0,−2)  

 المعرف بالتمثيل الوسيطي: 𝑑والمستقيم  𝐴(4,5,3)و 

𝑑: {
𝑥 = 6 − 2𝜆
𝑦 = −1 + 6𝜆
𝑧 = 1 + 2𝜆

 ; 𝜆 ∈ ℝ 

 .𝐷تنتمي إلى المستقيم  𝐴أثبت أن النقطة  .1

 .(𝐶𝐵)اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .2

 .(𝐶𝐵)و  (𝐷)ادرس الوضع النسبي للمستقيمين  .3

ويقبل  𝐴الذي يمر بالنقطة  𝑃اكتب معادلة المستوي  .4

𝑢⃗ (−2,1,−3)  و𝑣 (0,−5,−5) .شعاعين موجهين له 

مركز الابعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝐺بفرض  .5

(𝐶, 2), (𝐵,−1), (𝐴, ماذا تمثل مجموعة النقاط في الفراغ  (2

 والتي تحقق العلاقة:

||2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = ||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || 

 الحل:

 :(𝑑)في المستقيم  𝐴نعوض النقطة  .1

* 4 = 6 − 2𝜆 ⇒ 2𝜆 = 2 ⇒ 𝜆 = 1 
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* 5 = −1 + 6𝜆 ⇒ 6𝜆 = 6 ⇒ 𝜆 = 1 

* 3 = 1 + 2𝜆 ⇒ 2𝜆 = 2 ⇒ 𝜆 = 1 

 .(𝑑)تنتمي إلى المستقيم  𝐴إذاً النقطة 

 لدينا: .2

 𝐵(4,0,−2)النقطة: 

= 𝑢⃗شعاع التوجيه:  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2 − 6,−2) 

 التمثيل الوسيطي:

(𝐶𝐵): {
𝑥 = 2𝑡 + 4
𝑦 = −6

𝑧 = −2𝑡 − 2
 ; 𝑡 ∈ ℝ 

3.  

𝑢⃗ 𝑑 شعاع توجيهه: (𝑑)لدينا المستقيم  = (−2,6,2) 

 𝑢⃗ 𝐶𝐵(2,−6,−2)شعاع توجيهه: (𝐶𝐵)لدينا المستقيم 

  (𝑑)مرتبطان خطياً إذاً  𝑢⃗ 𝐶𝐵و  𝑢⃗ 𝑑نلاحظ أن 

 اما متوازيان أو منطبقان. (𝐶𝐵)و 

 

 اختبار الاشتراك بنقطة:

{
6 − 2𝜆 = 2𝑡 + 4…(1)

−1 + 6𝜆 = −6𝑡… (2)

1 + 2𝜆 = −2𝑡 − 2…(3)
 

 نأخذ الجملة:

{
6 − 2𝜆 = 2𝑡 + 4…(1)

1 + 2𝜆 = −2𝑡 − 2… (3)
 

 بالجمع نجد:

7 ≠ 2 

  (𝑑)إذاً الجملة مستحيلة الحل وبالتالي المستقيمان 

 لا يشتركان بأية نقطة فهما متوازيان. (𝐶𝐵)و 

 𝐴(4,5,3)تحديد النقطة: .4

 :𝑛⃗ 𝑃تحديد الناظم 

شعاعين موجهين  𝑢⃗ 𝐶𝐵و  𝑢⃗ 𝑑وبما أن  𝑃ناظم على المستوي  𝑛⃗ 𝑃ليكن 

 أي: 𝑢⃗ 𝐶𝐵و  𝑢⃗ 𝑑عمودي على كل من  𝑛⃗ 𝑃فإن  𝑃للمستوي 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑢⃗ = 0 ⇒ −2𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 = 0 

𝑛⃗ 𝑃 . 𝑣 = 0 ⇒ −5𝑏 − 5𝑐 = 0 

𝑐لتكن  = 1: 

{
−2𝑎 + 𝑏 − 3 = 0…(1)

−5𝑏 − 5 = 0…(2)
 

 نجد: (2)من 

−5𝑏 − 5 = 0 

5𝑏 = −5 

𝑏 = −1 

 فنجد: (1)نعوض في 

−2𝑎 − 1 − 3 = 0 

2𝑎 = −4 

𝑎 = −2 

⇒ 𝑛⃗ 𝑃(−2,−1,1) 
 المعادلة:

𝑃:−2(𝑥 − 4) − 1(𝑦 − 5) + 1(𝑧 − 3) = 0 

𝑃:−2𝑥 + 8 − 𝑦 + 5 + 𝑧 − 3 = 0 

𝑃:−2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 10 = 0 

 نعلم أن: .5

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (2 − 1 + 2)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 نعوض:

||2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = ||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || 

||(2 − 1 + 2)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3(𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )|| 

||3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

||𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

 𝐺نقطة متحركة بالفراغ بحيث يكون بعدها عن النقطة الثانية  𝑀أي أن 

ترسم سطح الكرة  𝑀أي أن  [𝐴𝐺]القطعة يساوي مقداراً ثابتاً هو طول 

𝑅ونصف  𝐺التي مركزها  = 𝐴𝐺. 

 التمرين التاسع:

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  النقاط𝐴(0,1,2)  و𝐵(2,1,1) 

  𝐶(1,0,0)و 

,𝐷(1,−2و  𝜆) :والمستويان 

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 9 

𝑄: 3𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 11 

  𝜆جد العدد الحقيقي  .1

 .𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐷المثلث  بحيث يكون

ثم  (𝐴𝐵𝐶)عمودي على المستوي  (𝐴𝐷)أثبت أنّ المستقيم  .2

 .(𝐴𝐵𝐶)استنتج معادلة المستوي 

متقاطعين وجد تمثيلاً وسيطياً لفصلهما  𝑄و  𝑃أثبت أنّ المستويان  .3

 .𝑑المشترك 

 .(𝐴𝐵𝐶)و  𝑄و  𝑃أوجد نقطة تقاطع المستويات  .4

′𝐴أثبت ان النقطة  .5 (
1

3
,
5

3
 ,
10

3
على  𝐴هي المسقط القائم للنقطة  (

 .𝑑عن  𝐴ثم استنتج بعد  𝑑المستقيم 

 الحل:

و  𝐴𝐵إذا كان الضلعين القائمين  𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐷يكون المثلث  .1

𝐴𝐷 :متعامدان أي يتحقق 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−1) , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,−3, 𝜆 − 2) 
 نعوض:

2(1) + 0(−3) − 1(𝜆 − 2) = 0 

2 − 𝜆 + 2 = 0 

𝜆 = 4 

𝐴𝐷⃗⃗ يجب أن يكون  (𝐴𝐵𝐶)عمودي على  (𝐴𝐷)حتى يكون  .2 ⃗⃗  ⃗ 

عمودي على شعاعين غير مرتبطين  (𝐴𝐷)شعاع توجيه للمستقيم، 

 ، لدينا:(𝐴𝐵𝐶)خطياً من المستوي 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0, −1) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,−2) 
 .(𝐴𝐵𝐶)شعاعين غير مرتبطين خطياً من المستوي 

 هو: (𝐴𝐷)توجيه المستقيم  ونعلم أن شعاع

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,−3,2) 
 ولدينا:

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 + 0 − 2 = 0 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1 + 3 − 4 = 0 

عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من المستوي  (𝐴𝐷)وبالتالي 

(𝐴𝐵𝐷)  فهذا يعني أن المستقيم ،(𝐴𝐷)  عمودي على المستوي

(𝐴𝐵𝐶). 

 



 

 

 لثانوي العلمي مكثفة الرياضيات/ قسم الاشعة            الثالث ا    فتراضية   منصة طريقي التعليمية الا

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
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 :(𝐴𝐵𝐶)معادلة المستوي 

 عمودي  (𝐴𝐷): بما أن المستقيم الناظم

 فإن: (𝐴𝐵𝐶)على المستوي 

𝑛⃗ (𝐴𝐵𝐶) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,−3,2) 

 𝐴(0,1,2)النقطة:

𝑥)1     المعادلة: − 0) − 3(𝑦 − 1) + 2(𝑧 − 2) = 0 

𝑥 − 3𝑦 + 3 + 2𝑧 − 4 = 0 

𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 

 𝑛⃗ 𝑃(2,−1,3)ناظمه  𝑃لدينا المستوي  .3

 𝑛⃗ 𝑄(3,−2,4)ناظمه  𝑄لدينا المستوي 

غير مرتبطين خطياً لعدم تناسب المركبات  𝑛⃗ 𝑄 و  𝑛⃗ 𝑃نلاحظ أن 

 :𝑑متقاطعان، لتحديد الفصل المشترك  𝑄و  𝑃ومنه المستويان 
 لدينا الجملة:

{
2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 9…… (1)

3𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 11……(2)
 

 :(2−)بالعدد  (1)نضرب المعادلة 

{
−4𝑥 + 2𝑦 − 6𝑧 = −18……(1)

3𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 11……(2)
 

 :(2)و  (1)بجمع 

−𝑥 − 2𝑧 = −7 

𝑥 = −2𝑧 + 7 

 نجد: (2)في  𝑥نعوض 

3(−2𝑧 + 7) − 2𝑦 + 4𝑧 = 11 

−6𝑧 + 21 − 2𝑦 + 4𝑧 = 11 

−2𝑧 − 2𝑦 = 11 − 21 

2𝑦 = −2𝑧 + 10 

𝑦 = −𝑧 + 5 

𝑧بفرض  = 𝑡  نعوض في𝑦  و𝑥: 

𝑥 = −2𝑡 + 7 

𝑦 = −𝑡 + 5 

 ومنه:

𝑑: {
𝑥 = −2𝑡 + 7
𝑦 = −𝑡 + 5
𝑧 = 𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 

يتقاطعان في  𝑄و  𝑃ن المستويان من الطلب السابق أوجدنا أ .4

و  𝑄و  𝑃ولتحديد نقطة تقاطع المستويات  𝑑الفصل المشترك 
(𝐴𝐵𝐶)  فإننا نوجد نقطة تقاطع المستقيم𝑑  مع المستوي(𝐴𝐵𝐶) 

هي  (𝐴𝐵𝐶)و  𝑄و  𝑃وبالتالي تكون نقطة تقاطع المستويات 

 .(𝐴𝐵𝐶)مع المستوي  𝑑نفسها نقطة تقاطع المستقيم 

 الخطوة الأولى:

  𝑑دراسة الوضع النسبي بين المستقيم 

 :(𝐴𝐵𝐶)والمستوي 

 𝑢⃗ 𝑑(−2,−1,1)شعاع توجيهه: 𝑑لدينا المستقيم 

 𝑛⃗ (1,−3,2)ناظمه: (𝐴𝐵𝐶)لدينا المستوي 

 ولدينا:

𝑛⃗ . 𝑢⃗ = −2 + 3 + 2 = 3 ≠ 0 

 متقاطعان. (𝐴𝐵𝐶)والمستوي  𝑑ومنه المستقيم 

 الخطوة الثانية:

 :(𝐴𝐵𝐶)مع المستوي  𝑑اثيات نقطة تقاطع المستقيم إحد

 لدينا الجملة:

{
 

 
𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0…(1)

𝑥 = −2𝑡 + 7… (2)

𝑦 = −𝑡 + 5  … (3)

𝑧 = 𝑡             … (4)

 

,(2)نعوض كلاً من  (3),  :(1)في  (4)

−2𝑡 + 7 − 3(−𝑡 + 5) + 2𝑡 − 1 = 0 

−2𝑡 + 7 + 3𝑡 − 15 + 2𝑡 − 1 = 0 

3𝑡 − 9 = 0 

3𝑡 = 9 

𝑡 = 3 

,(2)في  𝑡نعوض قيمة  (3), (4): 

𝑥 = −2(3) + 7 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑦 = −(3) + 5 ⇒ 𝑦 = 2 

𝑧 = 3 

  𝑑نقطة تقاطع المستقيم  𝐼ومنه إحداثيات 

 هي: (𝐴𝐵𝐶)مع المستوي 

𝐼(1,2,3) 
 الخطوة الثالثة:

هي نفسها نقطة  (𝐴𝐵𝐶)و  𝑄و  𝑃نقطة تقاطع المستويات الثلاثة 

 𝐼(1,2,3)وهي: (𝐴𝐵𝐶)مع المستوي  𝑑تقاطع المستقيم 

 شعاع توجيهه: 𝑑دينا المستقيم ل .5

𝑢⃗ (−2,−1,1) 
 ولدينا:

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
1

3
,
2

3
 ,
4

3
) 

⃗⃗′𝐴𝐴 نختبر تعامد كلاً من  ⃗⃗ ⃗⃗    

 وفق: 𝑑مع شعاع توجيه المستقيم 

𝑢⃗ . 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
2

3
−
2

3
+
4

3
= 0 

  𝐴هي المسقط القائم للنقطة  ′𝐴إذاً النقطة 

 .𝑑على المستقيم 

 :𝑑عن المستقيم  𝐴طة لحساب بعد النق

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑑) = 𝐴𝐴′ 

= √
1

9
+
4

9
+
16

9
= √

21

9
=
√21

3
 

 التمرين العاشر:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  متوازي مستطيلات فيه

𝐴𝐵 = 4  

𝐴𝐸و  = 𝐴𝐷 = منتصف  𝐽ولتكن  2

[𝐻𝐺]  ًونتأمل معلماً متجانسا

(𝐴;
1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  طلوب:والم (⃗ 

 .𝐽و  𝐶و  𝐹و  𝐴أوجد إحداثيات النقاط  .1

 .[𝐽𝐹]و  [𝐴𝐽]احسب المسافتين  .2

 واحسب مساحته. 𝐽قائم في  𝐴𝐹𝐽أثبت أن المثلث  .3

  𝑛⃗ (1,1,−2)أثبت أن  .4

 ثم اكتب معادلته. (𝐴𝐹𝐽)ناظم المستوي 

  𝐴𝐹𝐽عن المستوي  𝐶احسب بعد  .5

 .𝐴𝐹𝐽𝐶ثم استنتج حجم الرباعي الوجوه 

 المسقط القائم  𝑁أوجد إحداثيات النقطة  .6

 .(𝐴𝐹)على المستقيم  𝐸للنقطة 
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 الحل:

 إيجاد الإحداثيات: .1

𝐴(0,0,0) , 𝐵(4,0,0) 

𝐷(0,2,0) , 𝐸(0,0,2) 

𝐶(4,2,0) , 𝐹(4,0,2) 

𝐻(0,2,2) , 𝐺(4,2,2) 

𝐽 (
0 + 4

2
 ,
2 + 2

2
 ,
2 + 2

2
) 

𝐽(2,2,2) 

 لحساب المسافتين: .2

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ (2,2,2) 

𝐴𝐽 = √4 + 4 + 4 = √12 = 2√3 

𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ (2, −2,0) 

𝐽𝐹 = √4 + 4 + 0 = √8 = 2√2 

 يجب أن يكون: 𝐽قائم في  𝐴𝐹𝐽حتى يكون المثلث  .3

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ . 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ = 0 

4 − 4 + 0 

0 = 0 

 .𝐽قائم في  𝐴𝐸𝐽محققة، إذا المثلث 
 مساحتهُ:

𝑆𝐴𝐹𝐽 =
جداء الضلعين القائمتين

2
 

𝑆𝐴𝐹𝐽 =
𝐴𝐽. 𝐽𝐹

2
=
2√3. 2√2

2
= 2√6 

 لدينا: .4

𝑛⃗ . 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 2 + 2 − 4 = 0 

𝑛⃗ . 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ = 2 − 2 + 0 = 0 

   𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ و   𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ عمودي على كل من   𝑛⃗أي 

 (𝐴𝐹𝐽)ناظم على المستوي   𝑛⃗وبالتالي 

 معادلة المستوي حيث:

𝐴(0,0,0) النقطة 

𝑛⃗ (1,1,−2) الناظم 
 فتكون المعادلة:

1(𝑥 − 0) + 1(𝑦 − 0) − 2(𝑧 − 0) = 0 

𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0 

 لدينا: .5

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐶, (𝐴𝐹𝐽)) =
|4 + 2 − 0|

√1 + 1 + 4
=
6

√6
= √6 

 حساب الحجم:

𝑉𝐴𝐹𝐽𝐶 =
1

3
. 𝑆𝐴𝐹𝐽. ℎ 

 حيث:

𝑆𝐴𝐹𝐽 = 2√6 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐶, (𝐴𝐹𝐽)) = √6 

⇒ 𝑉𝐴𝐹𝐽𝐶 =
1

3
× 2√6 × √6 = 4 

 :(𝐴𝐹)التمثيل الوسيطي للمستقيم  .6

 𝐴(0,0,0)النقطة:

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗يه:شعاع التوج  ⃗(4,0,2) 

 فيكون التمثيل الوسيطي هو:

(𝐴𝐹): {
𝑥 = 4𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 2𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 

  𝑃معادلة المستوي  .7

 :𝐴𝐹والعمودي على المستقيم  𝐸المار من 

 𝐸(0,0,2)النقطة:

𝑢⃗ 𝐴𝐹الناظم: = 𝑛⃗ 𝑃(4,0,2) 

:𝑃  المعادلة: 4(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 2) = 0 

𝑃: 4𝑥 + 2𝑧 − 4 = 0 

𝑃: 2𝑥 + 𝑧 − 2 = 0 

هي  (𝐴𝐹)على المستقيم  𝐸المسقط القائم للنقطة  𝑁تكون إحداثيات 

 :𝐴𝐹والمستقيم  𝑃نقطة تقاطع المستوي 

 نحل الجملة:

{

2𝑥 + 𝑧 − 2 = 0…(1)

𝑥 = 4𝑡… (2)

𝑦 = 0  … (3)

𝑧 = 2𝑡… (4)

 

,(2)نعوض  (3) ,  :(1)في  (4)

2(4𝑡) + 2𝑡 − 2 = 0 

8𝑡 + 2𝑡 − 2 = 0 

10𝑡 = 2 

𝑡 =
1

5
 

 :(4)و  (3)و  (2)كل من  في 𝑡نعوض قيمة 

𝑥 =
4

5
  , 𝑦 = 0  , 𝑧 =

2

5
 

 هي: 𝑁ومنه إحداثيات 

𝑁(
4

5
 , 0,

2

5
) 

 التمرين الحادي عشر:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب فيه𝐼  و𝐽  منتصفا

[𝐴𝐷]  و[𝐸𝐻]  و𝑂  مركز الوجه

(𝐵𝐶𝐺𝐹)  نتخذ المعلم

(𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ معلماً متجانساً  (⃗ 

 مطلوب:وال

, 𝐼أوجد إحداثيات النقاط  .1 𝐹 , 𝐵. 

 ثم اكتب معادلته. (𝐵𝐹𝐽𝐼)ناظم على المستوي  𝑛⃗ (1,0,2)تأكد أن  .2

  (𝐵𝐹𝐽𝐼)عن المستوي  𝑂احسب بعد  .3

 .(𝑂𝐵𝐹𝐽𝐼)وحجم الهرم 

 (𝐵𝐹𝐽𝐼)العمودي على المستوي  𝑑اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .4

 𝑂والمار بالنقطة 

مع المستوي  𝑑نقطة تقاطع المستقيم  𝑁داثيات النقطة احسب اح .5

(𝐵𝐹𝐽𝐼). 

هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑁أثبت أن  .6

(𝐹, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐼, 𝛼)  حيث𝛼  و𝛽  و𝛾 .يطلب تعيينها 

 الحل:

 إحداثيات رؤوس المكعب: .1

𝐴(0,0,0) , 𝐷(0,0,1) 

𝐵(1,0,0) , 𝐶(1,0,1) 

𝐸(0,1,0) , 𝐻(0,1,1) 

𝐹(1,1,0) , 𝐺(1,1,1) 
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 :[𝐴𝐷]منصف  𝐼إحداثيات 

𝐼 (0,0,
1

2
) 

 :[𝐸𝐻]منتصف  𝐽إحداثيات 

𝐽 (0,1,
1

2
) 

 :(𝐵𝐶𝐺𝐹)مركز الوجه  𝑂إحداثيات 

 :[𝐵𝐺]تكون إحداثياتها هي منتصف القطر 

𝑂 (1,
1

2
 ,
1

2
) 

نه نثبت أ (𝐵𝐹𝐽𝐼)ناظم على المستوي  𝑛⃗ (1,0,2)لإثبات أن  .2

 عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً فيه وليكن لدينا:

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,0,1) , 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ (−1,0,
1

2
) 

نلاحظ أنهما غير مرتبطين خطياً لأنه لا ينتج أحدهما عن الآخر بضربه 

 بعدد.

𝑛⃗ . 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1(0) + 0(1) + 2(0) = 0 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗ و   𝑛⃗ومنه   متعامدين. ⃗ 

𝑛⃗ . 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 1(−1) + 0(0) + 2 (
1

2
) 

= −1+ 1 = 0 

 متعامدين.  𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ و   𝑛⃗ومنه 

 لكتابة معادلة المستوي نحتاج نقطة وناظم ولدينا:

 𝐵(1,0,0)النقطة: 

 𝑛⃗ (1,0,2)الناظم: 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

1(𝑥 − 1) + 0(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 0) = 0 

𝑥 − 1 + 2𝑧 = 0 

(𝐵𝐹𝐽𝐼): 𝑥 + 2𝑧 − 1 = 0 

 :(𝐵𝐹𝐽𝐼)عن المستوي  𝑂لحساب بعد  .3

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑂, (𝐵𝐹𝐽𝐼)) =
|1 + 2 (

1
2
) − 1|

√1 + 4
=
1

√5
 

 :(𝑂𝐵𝐹𝐽𝐼)حجم الهرم 

 القانون:

𝑉(𝑂𝐵𝐹𝐽𝐼) =
1

3
𝑆(𝐵𝐹𝐽𝐼). ℎ 

 :𝑆مساحة القاعدة 
 لدينا:

𝐵𝐹 = 1 , 𝐵𝐼 = √1 + 0 +
1

4
=
√5

2
 

 ومنهُ:

𝑆(𝐵𝐹𝐽𝐼) = 𝐵𝐹 × 𝐵𝐼 =
√5

2
 

 :ℎالارتفاع 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑂, (𝐵𝐹𝐽𝐼)) =
1

√5
 

 وبالتالي:

𝑉(𝑂𝐵𝐹𝐽𝐼) =
1

3
𝑆(𝐵𝐹𝐽𝐼). ℎ 

=
1

3
(
√5

2
)(

1

√5
) =

1

6
 

 

 لكتابة التمثيل الوسيطي نحتاج: .4

𝑂نقطة: (1,
1

2
 ,
1

2
) 

 شعاع توجيه:

 فإن: (𝐵𝐹𝐽𝐼)عمودي على المستوي  𝑑بما أن 

𝑢⃗ = 𝑛⃗ (1,0,2) 

⇒ 𝑑:

{
 
 

 
 
𝑥 = 𝑡 + 1

𝑦 =
1

2

𝑧 = 2𝑡 +
1

2

; 𝑡 ∈ ℝ 

 لتكن الجملة: .5

{
 
 

 
 
𝑥 + 2𝑧 − 1 = 0……(1)

𝑥 = 𝑡 + 1……(2)

𝑦 =
1

2
…… (3)

𝑧 = 2𝑡 +
1

2
……(4)

 

 :(1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

𝑡 + 1 + 2(2𝑡 +
1

2
) − 1 = 0 

𝑡 + 2 + 4𝑡 + 1 − 1 = 0 

5𝑡 + 1 = 0 

5𝑡 = −1 

𝑡 = −
1

5
 

 :(4)و  (3)و  (2)في كل من  𝑡نعوض قيمة 

𝑥 = −
1

5
+ 1 =

4

5
 

𝑦 =
1

2
 

𝑧 = 2 (−
1

5
) +

1

2
=
1

10
 

⇒ 𝑁(
4

5
 ,
1

2
 ,
1

10
) 

مع المستوي  𝑑هي نقطة تقاطع المستقيم  𝑁بما أن النقطة  .6

(𝐵𝐹𝐽𝐼)  فإن النقاط𝑁  و𝐼  و𝐽  و𝐹  و𝐵  تقع في مستو واحد

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗ وبالتالي الأشعة  مرتبطة خطياً وبالتالي يوجد   𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و   𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ و  ⃗ 

 يحققان: 𝑏و  𝑎ن عددين حقيقيي

𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

(

 
 
 
−
1

5
1

2
1

10)

 
 
 
= 𝑎 (

0
1
0
) + 𝑏(

−1
0
1

2

) 

(

 
 
 
−
1

5
1

2
1

10)

 
 
 
= (

0
𝑎
0
) + (

−𝑏
0
1

2
𝑏
) 

 وهي تكافئ:
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{
 
 

 
 −

1

5
= −𝑏…(1)

   
1

2
= 𝑎 … (2)

1

10
=
1

2
𝑏… (3)

 

 نجد: (1)من 

𝑏 =
1

5
 

 نجد: (2)من 

𝑎 =
1

2
 

 للتحقق: (3)نعوض في 

1

10
=
1

2
(
1

5
) 

1

10
=
1

10
 

 محققة.

 ومنه يوجد للجملة حل وحيد بحيث:

𝑏 =
1

5
   ,   𝑎 =

1

2
 

 أيّ أنّ:

𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

2
 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

10𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 5𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

10𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

10𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5(𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) − 2(𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  

10𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5𝑁𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

3𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5𝑁𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

−3𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 5𝑁𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

3𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
 هي مركز الأبعاد المتناسبة  𝑁ومنه النقطة 

,𝐼) للنقاط المثقلة:  2), (𝐹, 5) , (𝐵, 3) 

𝛼 أيّ أنّ:  = 2 , 𝛽 = 5 , 𝛾 = 3 
 ثاني عشر:التمرين ال

,𝑜)في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) :لدينا النقاط 

𝐵(1,0,−1) 𝐴(−1,1,3) 
𝐷(2,0,−1) 𝐶(2,−1,1) 

=:𝑃الذي معادلته  𝑃والمستوي  2𝑦 + 𝑧 + 1 =  Δوالمستقيم  0
 الذي تمثيله الوسيطي:

Δ: {

𝑥 = −1       
𝑦 = 2 + 𝛽  
𝑧 = 1 − 2𝛽

 

 [𝐵𝐶]ثم تحقق ان المستقيم  [𝐵𝐶]للمستقيم اكتب تمثيلاً وسيطياً  .1

 .𝑃محتوى في 

  (𝐵𝐶)و  (Δ)بين أن المستقيمين  .2

 ليسا في نفس المستوي.

 .𝑃والمستوي  𝐴احسب المسافة بين النقطة  .3

  𝑃من المستوي  𝐷بين أن النقطة  .4

 قائم. 𝐵𝐶𝐷وأنّ المثلث 

 .𝐴𝐵𝐶𝐷احسب حجم رباعي الوجوه  .5

 

 الحل:

 ثيل الوسيطي نحتاج:لكتابة التم .1

 𝐵(1,0,−1)النقطة:

= 𝑢⃗شعاع التوجيه: 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,2) 

 التمثيل الوسيطي للمستقيم يكون:

(𝐵𝐶): {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = −𝑡

𝑧 = 2𝑡 − 1
; 𝑡 ∈ ℝ 

 :𝑃محتوى في  [𝐵𝐶]التحقق من أن المستقيم 
,𝑢⃗ (1 شعاع توجيهه: (𝐵𝐶)لدينا المستقيم  * −1,2) 

 𝑛⃗ (0,2,1)ناظمه:  𝑃ولدينا المستوي  *

 متوازيان: 𝑃و  (𝐵𝐶)نختبر أن  *

𝑛⃗ . 𝑢⃗ = 0 − 2 + 2 = 0 

 متوازيان 𝑃و  (𝐵𝐶)ومنه 

 نختبر الاحتواء وفق:

 لدينا الجملة:

{
 

 
2𝑦 + 𝑧 + 1 = 0…(1)

𝑥 = 𝑡 + 1 … (2)

𝑦 = −𝑡      … (3)

𝑧 = 2𝑡 − 1… (4)

 

 فنجد: (1)في  (4)و  (3)و  (2)نعوض 

2(−𝑡) + 2𝑡 − 1 + 1 = 0 

0 = 0 

محتوى  (𝐵𝐶)عدد لا نهائي من الحلول إذاً المستقيم محققة ومنه للجملة 

 .𝑃في المستوي 

 

 يقصد في السؤال أن نبين  .2

 متخالفين. (𝐵𝐶)و  (Δ)أنّ المستقيمين 

 𝑢⃗ Δ(0,1,−2) شعاع توجيهه: (Δ)لدينا المستقيم  *

 𝑢⃗ (𝐵𝐶)(1,−1,2) شعاع توجيهه: (𝐵𝐶)لدينا المستقيم  *

 

ً  𝑢⃗ (𝐵𝐶)و  𝑢⃗ Δنلاحظ أن   غير مرتبطين خطيا

و  (Δ)لأنه لا ينتج أحدهما عن الآخر بضربه بعدد ومنه فإنّ المستقيمان 

(𝐵𝐶) .)إما متقاطعان أو متخالفان )ليسا من نفس المستوي 

 نجري اختبار الاشتراك بنقطة، لدينا الجملة:

{

−1 = 𝑡 + 1… (1)

2 + 𝛽 = −𝑡… (2)

1 − 2𝛽 = 2𝑡 − 1… (3)
 

 نجد: (1)من 

−1 = 𝑡 + 1 ⇒ 𝑡 = −2 

 نجد: (2)من 

2 + 𝛽 = −(−2) ⇒ 𝛽 = 0 

 :(3)نتحقق في 

1 − 2(0) = 2(−2) − 1 

1 ≠ −5 

و  (Δ)وهذا غير ممكن إذاً الجملة مستحيلة الحل وبالتالي المستقيمان 

(𝐵𝐶)  لا يشتركان بأية نقطة وبالتالي(Δ)  و(𝐵𝐶)  متخالفان، أي ليسا

 من نفس المستوي.

 :𝐴و  𝑃لحساب المسافة بين  .3

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|2(1) + 3 + 1|

√0 + 4 + 1
=
6

√5
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 وفق: 𝑃في المستوي  𝐷نعوض إحداثيات النقطة  .4

2(0) − 1 + 1 = 0 

0 = 0 

 محققة.

 .𝑃نقطة من المستوي  𝐷ومنه 

 لإثبات أن المثلث قائم، لدينا:

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,2) 

𝐵𝐶 = √1 + 1 + 4 = √6 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,0,0) 

𝐵𝐷 = √1 + 0 + 0 = 1 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,1,−2) 

𝐶𝐷 = √0 + 1 + 4 = √5 

 مختلف الأضلاع نختبر كونه قائماً: 𝐵𝐶𝐷ومنه المثلث 

(𝐵𝐶)2 = (𝐵𝐷)2 + (𝐶𝐷)2 

(√6)
2
= (1)2 + (√5)

2
 

6 = 1 + 5 

 

6 = 6 

 مختلف الأضلاع  𝐵𝐶𝐷إذاً المثلث 

 𝐵𝐶ووتره  𝐷وقائم في 

 :𝐴𝐵𝐶𝐷حجم رباعي الوجوه  .5

 تمهيد: *

 :  𝐴𝐵𝐶𝐷تحديد قاعدة رباعي الوجوه 

 .𝑃محتوى في المستوى  (𝐵𝐶)بما أن المستقيم 
و  𝐵معين بالنقاط  𝑃ومنه المستوي  𝑃من المستوي  𝐷وبما أن النقطة 

𝐶  و𝐷  وبالتالي فإن المثلث𝐵𝐶𝐷 .يمثل قاعدة رباعي الوجوه 

 : 𝐴𝐵𝐶𝐷تحديد رأس رباعي الوجوه 

مثل رأس رباعي ت 𝐴فإن  𝑃لا تنتمي إلى المستوي  𝐴بما أن النقطة 

 الوجوه.

 قانون: *

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐵𝐶𝐷. ℎ 

 حيث:

 : 𝑆𝐵𝐶𝐷مساحة القاعدة 

 بما أن المثلث قائم فإنّ مساحته:

𝑆𝐵𝐶𝐷 =
جداء الضلعين القائمين

2
=
𝐵𝐶. 𝐶𝐷

2
=
√5

2
 

 

 الارتفاع:

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
6

√5
 

 ومنهُ:

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
. 𝑆𝐵𝐶𝐷. ℎ 

=
1

3
×
√5

2
×
6

√5
= 1 

 

متوازي مستطيلات فيه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻ليكن  التمرين الثالث عشر:

𝐴𝐵 = 𝐴𝐷و  2 = 4  

𝐴𝐸و  =  𝐼، ولتكن النقطة 1

تحقق  𝐽والنقطة  [𝐴𝐷]منتصف 

  العلاقة 

𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ =
1

4
𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗ نتأمل المعلم المتجانس  .⃗ 

(𝐴;
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  والمطلوب: (⃗ 

 .𝐽و  𝐼جد إحداثيات رؤوس متوازي المستطيلات و  .1

 هي: (𝐸𝐼𝐵)أثبت أن معادلة المستوي  .2

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0 

 ، ثم احسب مساحته.𝐸𝐼𝐵بين نوع المثلث  .3

 (𝐸𝐼𝐵)عن المستوي  𝐺احسب بعد  .4

𝐺واستنتج حجم رباعي الوجوه  − 𝐸𝐼𝐵. 

  𝑑اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم  .5

 .(𝐸𝐼𝐵)عمودياً على المستوي  𝐽ر من الما

تقع على  (𝐸𝐼𝐵)على المستوي  𝐽استنتج أن المسقط القائم للنقطة  .6

 .[𝐵𝐼]القطعة المستقيمة 

 الحل:

 إحداثيات رؤوس متوازي المستطيلات: .1

𝐴(0,0,0) , 𝐵(2,0,0) 

𝐷(0,4,0)  , 𝐸(0,0,1) 

𝐶(2,4,0) , 𝐹(2,0,1) 

𝐻(0,4,1) , 𝐺(2,4,1) 

 :[𝐴𝐷]منتصف  𝐼إحداثيات 

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐷
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐷
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐷
2

) 

𝐼 (
0 + 0

2
,
0 + 4

2
,
0 + 0

2
) 

𝐼(0,2,0) 
 التي تحقق: 𝐽إحداثيات 

𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ =
1

4
𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐽(𝑥لتكن لدينا  𝑦, 𝑧) :ولدينا 

𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 2
𝑦 − 0
𝑧 − 1

) =
1

4
(
0
4
0
) 

(
𝑥 − 2
𝑦

𝑧 − 1
) = (

0
1
0
) 

 تكافئ:

𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2 

𝑦 = 1 

𝑧 − 1 = 0 ⇒ 𝑧 = 1 

⇒ 𝐽(2,1,1) 
 

 في المعادلة: 𝐸تعويض إحداثيات  .2

0 + 0 + 2 − 2 = 0 

0 = 0 

 محققة.



 

 

 لثانوي العلمي مكثفة الرياضيات/ قسم الاشعة            الثالث ا    فتراضية   منصة طريقي التعليمية الا

 

ق 
را

و
أ

فة
كث

لم
 ا
ت

سا
جل

ال
 

  عامر مكثفة الرياضيات/ قسم الأشعة    إعداد المدرس: خالد

 :0947050592WhatsAppأو           www.myway.edu.syللاستفسار عن التسجيل والجلسات الإمتحانية زوروا موقعنا 

 في المعادلة: 𝐼تعويض إحداثيات 

0 + 2 + 0 − 2 = 0 

0 = 0 

 محققة.

 في المعادلة: 𝐵تعويض إحداثيات 

2 + 0 + 0 − 2 = 0 

0 = 0 

 محققة.

 محققة  بما أن المعادلات الثلاثة

 هي: (𝐸𝐼𝐵)تكون معادلة المستوي 

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0 

 :𝐸𝐼𝐵نوع المثلث  .3

 لدينا:

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ (0,2,−1) 

⇒ 𝐸𝐼 = √0 + 4 + 1 = √5 

𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−1) 

⇒ 𝐸𝐵 = √4 + 0 + 1 = √5 

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ (−2,2,0) 

⇒ 𝐵𝐼 = √4 + 4 + 0 = √8 = 2√2 

 متساوي الساقين. 𝐸𝐼𝐵ومنه المثلث 

 اختبار كونه قائم:

(𝐵𝐼)2 = (𝐸𝐼)2 + (𝐸𝐵)2 

8 = 5 + 5 

8 ≠ 10 

 متساوي الساقين. 𝐸𝐼𝐵إذاً المثلث 

 :𝐸𝐼𝐵مساحة 

المساحة =
1

2
 (الارتفاع)(طول القاعدة)

 حيث:

𝐵𝐼طول القاعدة هو:  = 2√2 

 𝐸𝐾الارتفاع هو: 

 يكون الارتفاع هو:

𝐸𝐾 = √1 + 1 + 1 = √3 

 منه تكون المساحة:

𝑆𝐸𝐼𝐵 =
1

2
(𝐵𝐼)(𝐸𝐾) 

=
1

2
(2√2)(√3) = √6 

 :(𝐸𝐼𝐵)عن المستوي  𝐺بعد  .4

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺, (𝐸𝐼𝐵)) =
|2 + 4 + 2 − 2|

√1 + 1 + 4
 

=
6

√6
= √6 

𝐺حجم رباعي الوجوه  − 𝐸𝐼𝐵: 

 𝐺الرأس هو: 

 (𝐸𝐼𝐵)القاعدة هي: 

𝑆𝐸𝐼𝐵مساحة القاعدة:  = √6 

  𝐺الارتفاع هو: بعد رأس رباعي الوجوه 

 ، أي:(𝐸𝐼𝐵)ة عن مستوي القاعد

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺, (𝐸𝐼𝐵)) = √6 

𝐺ومنه حجم رباعي الوجوه  − 𝐸𝐼𝐵: 

𝑉𝐺−𝐸𝐼𝐵 =
1

3
. 𝑆𝐸𝐼𝐵 . ℎ 

=
1

3
√6(√6) =

6

3
= 2 

5.  

 𝐽(2,1,1)النقطة: 

 شعاع التوجيه: 

فإنّ، ناظم المستوي  (𝐸𝐼𝐵)عمودي على المستوي  𝑑بما ان المستقيم 

 هو نفسه شعاع التوجيه:

𝑢⃗ = 𝑛⃗ (1,1,2) 
 :𝑑التمثيل الوسيطي 

(𝑑): {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 + 1

; 𝑡 ∈ ℝ 

 

 معادلته: (𝐸𝐼𝐵)لدينا المستوي  .6

(𝐸𝐼𝐵): 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0 

، العمودي على المستوي 𝐽المار من  𝑑لدينا التمثيل الوسيطي للمستقيم 

(𝐸𝐼𝐵): 

(𝑑): {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 + 1

; 𝑡 ∈ ℝ 

هي نقطة  (𝐸𝐼𝐵)على المستوي  𝐽المسقط القائم لـ  ′𝐽داثيات تكون إح

 ويتم إيجادها وفق: (𝐸𝐼𝐵)المستوي  𝑑تقاطع المستقيم 

{
 

 
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0…(1)

𝑥 = 𝑡 + 2… (2)

𝑦 = 𝑡 + 1… (3)

𝑧 = 2𝑡 + 1… (4)

 

 

, (4)نعوض  (3) ,  :(1)في   (2)

𝑡 + 2 + 𝑡 + 1 + 2(2𝑡 + 1) − 2 = 0 

2𝑡 + 3 + 4𝑡 + 2 − 2 = 0 

6𝑡 + 3 = 0 

6𝑡 = −3 

𝑡 = −
1

2
 

, (4)في كل من  𝑡نعوض قيمة  (3) , (2): 

𝑥 = −
1

2
+ 2 ⇒ 𝑥 =

3

2
 

𝑦 = −
1

2
+ 1 ⇒ 𝑦 =

1

2
 

𝑧 = 2 (−
1

2
) + 1 ⇒ 𝑧 = 0 

 (𝐸𝐼𝐵)على المستوي  𝐽المسقط القائم للنقطة  ′𝐽ومنه تكون إحداثيات 

 هي:

𝐽′ (
3

2
,
1

2
, 0) 

 مة واحدة.تقع على استقا 𝐵و  ′𝐽و  𝐼يقصد في الطلب أثبت أن 

 لدينا:

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ (−2,2,0) , 𝐵𝐽′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−
1

2
,
1

2
, 0) 

و  𝐵مرتبطان خطياً ومنه تكون النقاط   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗′𝐵𝐽 و   𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ نلاحظ أن الشعاعين 

𝐼  و𝐽′  تقع على استقامة واحدة وبالتالي النقطة𝐽′  تقع على القطعة

 .[𝐵𝐼]المستقيمة 
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 التمرين الرابع عشر:

و  𝐽و  𝐼لتكن  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻عباً نتأمل مك

𝐾  منتصفات الأضلاع[𝐷𝐶]  و[𝐻𝐺]  

بالترتيب، نتخذ  [𝐷𝐻]و 

(𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ معلماً متجانساً في  (⃗ 

 الفراغ والمطلوب:

 .𝐸و  𝐼و  𝐴أوجد إحداثيات النقاط  .1

 .(𝐴𝐼𝐽𝐸)اكتب معادلة المستوي  .2

 𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸وحجم الهرم  (𝐴𝐼𝐽𝐸)عن المستوي  𝐾احسب بعد  .3

 (𝐴𝐼𝐽𝐸)العمودي على المستوي  𝑑اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .4

 .𝐾والمار بالنقطة 

مع المستوي  𝑑نقطة تقاطع المستقيم  𝑁احسب إحداثيات  .5

(𝐴𝐼𝐽𝐸). 

,𝐴)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑁أثبت أن  .6 𝛼)  و(𝐼, 𝛽)  و

(𝐸, 𝛾)  حيث𝛼  و𝛽  و𝛾 .أعداد حقيقية يطلب تعيينها 

  الحل:

 نلاحظ حسب الرسم أن: .1

𝐸(0,1,0) , 𝐼 (
1

2
 ,0,1) , 𝐴(0,0,0) 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,1,0) , 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ (
1

2
, 0,1) 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض شعاع ناظم  .2 𝑏, 𝑐)  للمستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸): 

𝑛⃗ . 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑏 = 0 

𝑛⃗ . 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒
1

2
𝑎 + 𝑐 = 0 

𝑐نفرض  =  ن ناظم:لأن للمستوي أكثر م 1

1

2
𝑎 + 1 = 0 ⇒ 𝑎 = −2 

 .𝑛⃗ (−2,0,1)وبالتالي يكون 

 :(𝐴𝐼𝐽𝐸)معادلة المستوي 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

−2(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 

−2𝑥 + 𝑧 = 0 

 :(𝐴𝐼𝐽𝐸)عن المستوي  𝐾بعد  .3

𝐾نلاحظ حسب الرسم أن  (0,
1

2
, 1): 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐾, 𝐴𝐼𝐽𝐸) =
|−2(0) + 0 + 1|

√4 + 1
=
1

√5
 

 

 :𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸حجم الهرم 

 :𝐴𝐼𝐽𝐸وهي  𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸نحسب مساحة قاعدة الهرم 

𝑆𝐴𝐼𝐽𝐸 = 𝐼𝐽. 𝐴𝐼 = 1 ×
√5

2
=
√5

2
 

𝑉𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸 =
1

3
. 𝑆𝐴𝐼𝐽𝐸 . ℎ =

1

3
.
√5

2
.
1

√5
=
1

6
 

 

 :(𝐴𝐼𝐽𝐸)العمودي على المستوي  𝑑بما أن المستقيم  .4

𝑢⃗ 𝑑 = 𝑛⃗ 𝐴𝐼𝐽𝐸 = (−2,0,1) 

𝑑:{

𝑥 = −2𝑡

𝑦 =
1

2
𝑧 = 𝑡 + 1

; 𝑡 ∈ ℝ 

 

مع المستوي  𝑑نقطة تقاطع المستقيم  𝑁لحساب إحداثيات  .5

(𝐴𝐼𝐽𝐸)  نوجد الحل المشترك لمعادلة المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸)  مع

 :𝑑المستقيم 

−2(−2𝑡) + 0 (
1

2
) + 𝑡 + 1 = 0 

4𝑡 + 𝑡 + 1 = 0 ⇒ 𝑡 = −
1

5
 

𝑁هي  𝑁يات ومنه إحداث (
2

5
,
1

2
,
4

5
). 

6. 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝑦𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(

 
 
 

2

5
1

2
4

5)

 
 
 
= 𝑥(

1

2
0
1

) + 𝑦(
0
1
0
) 

(

 
 
 

2

5
1

2
4

5)

 
 
 
= (

1

2
𝑥

0
𝑥

) + (
0
𝑦
0
) 

 فتكون:
1

2
𝑥 =

2

5
⇒ 𝑥 =

4

5
 

𝑦 =
1

2
 

⇒ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
4

5
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 10𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 5𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 10𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ + 5𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⇒ 3𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

⇒ −3𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
,(𝐴,−3)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑁إذاً  (𝐼, 8), (𝐸, 5). 

 

 


