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 : حلول هذا يحوي ملف ال

 والمسائل التحليلية ل التمارين  حلو -1
  3جلسة  عة الشعاعية )الأشمارين في التحلول  -2

 +4 ) 
   حلول بنوك الأشعة التحليلية -3

 ة لهم: قسم بينهم بالعناوين المناسبسن

 حلول التمارين والمسائل في الأشعة التحليلية 

 لتمرين الأول ا

 لدينا:  -1

𝐴(2,3,1), 𝐵(3,2,0) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1, −1) 

𝑃: 1(𝑥 − 2) − 1(𝑦 − 3) − 1(𝑧 − 1) = 0 
𝑥 − 2 − 𝑦 + 3 − 𝑧 + 1 = 0 

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0 

 لدينا:  -2

𝐴(3,2,2), 𝐵(0,1,0), 𝐶(1,1,1) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3, −1,−2) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2, −1,−1) 

 نلاحظ أنهم غير مرتبطين بسبب عدم تناسب المركبات. 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −3𝑎 − 𝑏 − 2𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −2𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0 

 نطرح المعادلتين: 

−𝑎 − 𝑐 = 0 
𝑎 = −𝑐 

𝑐نفرض   = 𝑎وبالتالي   1 = , نعوض في المعادلة  1−
 الثانية فنجد: 

2 − 𝑏 − 1 = 0 
𝑏 = 1 

 وبالتالي: 

𝑛⃗ (−1,1,1) 
(𝐴𝐵𝐶):−1(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 1) = 0 

−𝑥 + 1 + 𝑦 − 1 + 𝑧 − 1 = 0 

−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 

 لدينا:  -3

𝐴(1,1,1) , 𝐵(3,2,0) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1,−1) 

𝐼 (2,
3

2
 ,
1

2
) 

𝑃: 2(𝑥 − 2) + 1 (𝑦 −
3

2
) − 1 (𝑧 −

1

2
) = 0 

2𝑥 − 4 + 𝑦 −
3

2
− 𝑧 +

1

2
= 0 

2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 5 = 0 

 لدينا:  -4

𝑛′⃗⃗  ⃗(1,1,1) , 𝐴(1,1,1) , 𝐵(3, −1,1) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −2,0) 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝑛′⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 − 2𝑏 = 0 

 من المعادلة الثانية نجد: 

2𝑎 − 2𝑏 = 0 
2𝑎 = 2𝑏 
𝑎 = 𝑏 

𝑏نفرض   = 𝑎وبالتالي   1 = ثم نعوض في المعادلة   1
 الأولى: 

1 + 1 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −2 

 وبالتالي: 

𝑛⃗ (1,1, −2) 
𝑃: 1(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 1) − 2(𝑧 − 1) = 0 

𝑥 − 1 + 𝑦 − 1 − 2𝑧 + 2 = 0 
𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0 
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 لدينا:  -5

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (2,1, −1) , 𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,1 − 3), 𝐴(1,1,1) 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝑛1⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 = 0 

 نطرح المعادلتين: 

𝑎 + 2𝑐 = 0 
𝑎 = −2𝑐 

𝑐نفرض   = 𝑎وبالتالي   1 = نعوض في المعادلة   2−
 الثانية: 

−2 + 𝑏 − 3 = 0 
𝑏 = 5 

 وبالتالي يكون: 

𝑛⃗ (−2,5,1) 
𝑃:−2(𝑥 − 1) + 5(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 1) = 0 

−2𝑥 + 2 + 5𝑦 − 5 + 𝑧 − 1 = 0 
−2𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

 لدينا:  -6

𝑛⃗ (2,3, −1)  , 𝐴(1,1,1) 
𝑃: 2(𝑥 − 1) + 3(𝑦 − 1) − 1(𝑧 − 1) = 0 

2𝑥 − 2 + 3𝑦 − 3 − 𝑧 + 1 = 0 
2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 − 4 = 0 

 لدينا:  -7

𝑢⃗ = 𝑛⃗ (1,0, −1)  , 𝑂(0,0,0) 
𝑃: 1(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 0) − 1(𝑧 − 0) = 0 

𝑥 − 𝑧 = 0 

 

 

 

 

 التمرين الثاني 

 لدينا:  -1

𝑢⃗ (2,3, −1) , 𝐴(−1,1,0) 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 3𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا:  -2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1, −1) 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 1
𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡 + 2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا:  -3

𝑛⃗ = 𝑢⃗ (1, −1,1)  , 𝑂(0,0,0) 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = −𝑡
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا:  -4

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 

 بجمع المعادلتين: 

3𝑥 + 3𝑧 − 3 = 0 
3𝑥 = −3𝑧 + 3 
𝑥 = −𝑧 + 1 

𝑧بفرض   = 𝑡: 

𝑥 = −𝑡 + 1 

 نعوض في المعادلة الثانية: 

−𝑡 + 1 + 𝑦 + 2𝑡 − 1 = 0 
𝑦 = −𝑡 

𝑑: {
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = −𝑡
𝑧 = 𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 
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 التمرين الثالث 

 لدينا:  -1

𝑟 = 𝐴𝐵 = √1 + 1 + 1 = √3 
𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 3)2 = 3 

 لدينا:  -2

𝐼   منتصف[𝐴𝐵]: 

𝐼(3,2,2) 

𝑟 =
𝐴𝐵

2
=
√16 + 4

2
=
√20

2
= √5 

𝑆: (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 = 5 
 لدينا:  -3

𝑟 = 𝑑𝑖𝑠(𝐴, 𝑃) =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|1 + 1 − 1|

√2
=
1

√2
 

𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 1)2 =
1

2
 

 التمرين الرابع 

{
(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 2

3 ≤ 𝑧 ≤ 8
 

 التمرين الخامس 

{
(𝑥 − 2)2 + (𝑧 − 1)2 = 9

3 ≤ 𝑦 ≤ 8
 

 التمرين السادس

{𝑦
2 + 𝑧2 =

1

9
𝑥2

0 ≤ 𝑥 ≤ 3
 

 التمرين السابع 

 3المخروط الذي مركز قاعدته المبدأ وارتفاعه  تمثل 
 .3ونصف قطر قاعدته  

 : 5تمارين صفحة  

 التمرين الأول 

𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0 
𝑄: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (2,1,−1) , 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,1) 

فالمستويان غير   نلاحظ أن الأشعة غير مرتبطة خطيا  
 متوازيان. 

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 
𝑄: 4𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 
𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (2, −1,1)  , 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (4, −2,2) 

  نلاحظ أن الأشعة مرتبطة خطيا  فالمستويات متوازية 
𝑑وبنسبة  

𝑑′
 : 

𝑑

𝑑′
= 3 ≠

1

2
 

 المستويان غير منطبقان. 

 التمرين الثاني 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ (3,4, −1)  , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (−9,−12,3) 
 ننسب المركبات: 

3

−9
=

4

−12
= −

1

3
 

−
1

3
= −

1

3
= −

1

3
 

 مرتبطة خطيا  فالمستقيمان متوازيان. 

 التمرين الثالث 

 لدينا:  -1

𝑢1⃗⃗⃗⃗ (2,1,1)  , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ (3,1,5) 
نلاحظ أن الأشعة غير مرتبطة خطيا  فالمستقيمان  

 متقاطعان, لدراسة التقاطع: 

2𝑡 − 1 = 3𝑠 − 4 
𝑡 = 𝑠 − 1 

𝑡 − 1 = 5𝑠 − 6 
التي فثي المعادلة الثانية في المعادلة   𝑡نعوض  
 الثالثة: 
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𝑠 − 1 − 1 = 5𝑠 − 6 
4𝑠 = 4 ⇒ 𝑠 = 1 

𝑡فتكون   =  , نعوض في المعادلة الأولى للتحقق: 0

−1 = 3 − 4 
−1 = −1 

 𝑁محققة فالمستقيمان متقاطعان في نقطة  
 : 𝑑في المستقيم   𝑡نعوض  ولتعيين إحداثياتها 

𝑁(−1,0, −1) 
,𝑛⃗ (𝑎نفرض   -2 𝑏, 𝑐)  : ناظما 

𝑛⃗ . 𝑢1⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝑢2⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 3𝑎 + 𝑏 + 5𝑐 = 0 

 نطرح: 

−𝑎 − 4𝑐 = 0 
𝑎 = −4𝑐 

𝑐بفرض   = 𝑎فتكون   1− = في المعادلة   , نعوض4
 الأولى: 

8 + 𝑏 − 1 = 0 
𝑏 = −7 

 فيكون الناظم: 

𝑛⃗ (4, −7, −1) 
هي نقطة مشتركة للمستقيمان   𝑁ونقطة التقاطع  
 : في المستوي

4(𝑥 + 1) − 7(𝑦 − 0) − 1(𝑧 + 1) = 0 
4𝑥 + 4 − 7𝑦 − 𝑧 − 1 = 0 
4𝑥 − 7𝑦 − 𝑧 + 3 = 0 

 التمرين الرابع 

 : 𝑃في   𝑑نعوض   -1

4𝑡 − 4 − 0 − 4𝑡 + 7 = 3 
3 = 3 
0 = 0 

 .𝑃المستقيم محتوى في  

 : 𝑃في   𝑑نعوض   -2

2𝑡 + 2 + 𝑡 − 3𝑡 − 21 − 1 = 0 
−20 = 0 

 المستقيم يوازي المستوي. 

 : 6المسائل صفحة 

 ( 1المسألة )

𝑨(𝟐,−𝟐, 𝟐) , 𝑩(𝟏, 𝟏, 𝟎) , 𝑪(𝟏, 𝟎, 𝟏) , 𝑫(𝟎, 𝟎, 𝟏) 

 أنهم غير مرتبطين خطيا : نشكل الأشعة ونثبت  -1

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1,1) , 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−1,1) 

 ننسب: 
0

−1
≠
−1

−1
≠
1

1
 

الاشعة غير مرتبطة خطيا  وبالتالي النقاط ليست على  
 استقامة واحدة. 

لإثبات أنها المعادلة يجب أن تحقق النقاط عند   -2
 التعويض بها: 

 : (𝐵𝐶𝐷)في   𝐵نعوض  

1 + 0 − 1 = 0 
0 = 0 

𝐵 ∈ (𝐵𝐶𝐷) 

 : (𝐵𝐶𝐷)في   𝐶نعوض  

1 − 1 = 0 
0 = 0 

𝐶 ∈ (𝐵𝐶𝐷) 

 : (𝐵𝐶𝐷)في   𝐷نعوض  

1 − 1 = 0 
0 = 0 

𝐷 ∈ (𝐵𝐶𝐷) 
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 وبالتالي: 

(𝐵𝐶𝐷): 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 ويوجد طريقة أخرى: 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑛⃗ = 0 ⇒ −𝑏 + 𝑐 = 0 
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0 

 من المعادلة الأولى نجد: 

−𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑐 = 𝑏 

𝑏نفرض   = 𝑐وبالتالي   1 =  ثم نعوض:  1

 المعادلة الثانية: نعوض في 

𝑎 = 0 

 وبالتالي: 

𝑛⃗ (0,1,1) 
(𝐵𝐶𝐷): 0(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 1) = 0 

𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 بما أنه يعامد المستوي فإن:  -3

𝑢⃗ = 𝑛⃗ = (0,1,1) 

Δ: {
𝑥 = 2

𝑦 = 𝑡 − 2
𝑧 = 𝑡 + 2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 : (𝐵𝐶𝐷)في   Δنعوض   -4

𝑡 − 2 + 𝑡 + 2 − 1 = 0 
2𝑡 = 1 

𝑡 =
1

2
 

 : Δفي   𝑡نعوض  

𝐾 (2,−
3

2
 ,
5

2
) 

 قطرا  فإن:  𝐴𝐷بما أن   -5

𝐴𝐷 = 2𝑟 ⇒ 𝑟 =
𝐴𝐷

2
 

 .𝐴𝐷منتصف   𝐼ومركز الكرة  

𝐴𝐷 = √4 + 4 + 1 = 3 

⇒ 𝑟 =
3

2
 

𝐼 (1, −1,
3

2
) 

 وبالتالي الكرة: 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 −
3

2
)
2

=
9

4
 

 ( 2المسألة )

𝑨(𝟏, 𝟏, 𝟐) 
𝑷: 𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟏 = 𝟎 
𝑸: 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 ندرس الارتباط الخطي للنواظم فنجد:  -1

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (1, −1,2) 
𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (2,1,1) 
1

2
≠
−1

1
≠
2

1
 

الأشعة غير مرتبطة خطيا  وبالتالي المستويات  
 .𝑑متقاطعة بفصل مشترك  

لكتابة التمثيل الوسيطي للفصل المشترك   -2
 نستخدم الحل المشترك لمعادلات المستوي: 

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 نجمع: 

3𝑥 + 3𝑧 = 0 
𝑥 = −𝑧 

𝑧نفرض   = 𝑡: 

𝑥 = −𝑡 

 نعوض في أحد المعادلات: 

−2𝑡 + 𝑦 + 𝑡 + 1 = 0 
⇒ 𝑦 = 𝑡 − 1 
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𝑑: {
𝑥 = −𝑡
𝑦 = 𝑡 − 1
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

بما أن المستوي معامد للمستويين, نفرض   -3
𝑛⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 + 2𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

 نجمع: 

3𝑎 + 3𝑐 = 0 
⇒ 𝑎 = −𝑐 

𝑐نفرض   = 𝑎 فإن 1 =  نعوض:   1−

−2 + 𝑏 + 1 = 0 
𝑏 = 1 

 بالتالي: 

𝑛⃗ (−1,1,1) 
𝑅:−1(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 2) = 0 

−𝑥 + 1 + 𝑦 − 1 + 𝑧 − 2 = 0 
−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

 : 𝑅في   𝑑نعوض   -4

−(−𝑡) + 𝑡 − 1 + 𝑡 − 2 = 0 
3𝑡 − 3 = 0 
3𝑡 = 3 
𝑡 = 1 

 : 𝑑في   𝑡نعوض  

𝑥 = −1 
𝑦 = 0 
𝑧 = 1 

⇒ 𝐵(−1,0,1) 

 .𝐵نستنتج أن المستويات الثلاثة متقاطعة في نقطة  

 : 𝐴𝐵لحساب البعد يكفي حساب المسافة   -5

𝐴𝐵 = √4 + 1 + 1 = √6 

 ( 3المسألة )

𝑨(𝟏, 𝟐, 𝟎) 
𝑷: 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟐 = 𝟎 
𝑸: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 
𝑹: 𝒙 − 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

 نثبت أن النواظم غير مرتبطة خطيا :  -1

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (2, −1,2) , 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,1) 

 ننسب المركبات: 
2

1
≠
−1

1
≠
2

1
 

الأشعة غير مرتبطة خطيا  فالمستويات متقاطعة  
 .Δبفصل مشترك  

 بالحل المشترك لمعادلات المستوي: 

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 نجمع: 

3𝑥 + 3𝑧 − 3 = 0 

𝑧نفرض   = 𝑡: 

3𝑥 + 3𝑡 − 3 = 0 
3𝑥 = −3𝑡 + 3 
𝑥 = −𝑡 + 1 

 نعوض في المعادلة الثانية: 

−𝑡 + 1 + 𝑦 + 𝑡 − 1 = 0 
𝑦 = 0 

 وبالتالي: 

Δ: {
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

لإثبات التعامد نثبت أن الناظم مرتبط خطيا  مع   -2
 شعاع توحيه المستقيم: 

𝑢Δ⃗⃗ ⃗⃗  (−1,0,1) , 𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗  (1,0, −1) 
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 المركبات: ننسب 
−1

1
=

1

−1
 

−1 = −1 

الأشعة مرتبطة خطيا  فالمستقيم والمستوي  
 متعامدان. 

في المستوي لنثبت أنها تنتمي   𝐴نعوض النقطة  
 :𝑅للمستوي  

1 − 0 − 1 = 0 
0 = 0 

 محققة 

𝐴 ∈ 𝑅 

 𝑄و   𝑃ناتج عن تقاطع المستويين   Δلقد أثبتنا أن   -3
 :𝑅في   Δ, نعوض  𝑅مع   Δفيكفي دراسة تقاطع  

−𝑡 + 1 − 𝑡 − 1 = 0 
−2𝑡 = 0 
𝑡 = 0 

 : Δفي   𝑡نعوض  

𝑥 = 1 
𝑦 = 0 
𝑧 = 0 

⇒ 𝐼(1,0,0) 

 :𝐴𝐼يكفي حساب المسافة   Δعن   𝐴لحساب بعد   -4

𝐴𝐼 = √0 + 4 + 0 = 2 

 ( 4المسألة )

𝑨(𝟏, 𝟏, 𝟎) , 𝑩(𝟏, 𝟐, 𝟏) , 𝑪(𝟒, 𝟎, 𝟎) 

 نشكل الأشعة:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,1,1) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, −1,0) 
0

3
≠

1

−1
≠
1

0
 

الاشعة غير مرتبطة فالنقاط لا تقع على استقامة  
 واحدة. 

 الطريقة الأولى:  -2

 نعوض النقاط في المستوي ويجب أن تتحقق: 

 :𝐴نعوض  

1 + 3 − 0 − 4 = 0 
0 = 0 

𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

 :𝐵نعوض  

1 + 6 − 3 − 4 = 0 
0 = 0 

𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

 :𝐶نعوض  

4 + 0 + 0 − 4 = 0 
0 = 0 

𝐶 ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

 الطريقة الثانية: 

 : (𝐴𝐵𝐶)نوجد معادلة المستوي  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 3𝑎 − 𝑏 = 0 

 من المعادلة الأولى نجد أن: 

𝑏 = −𝑐 

𝑐نفرض   = 𝑏ويكون   1 = نعوض في المعادلة   1−
 الثانية: 

3𝑎 − (−1) = 0 
3𝑎 + 1 = 0 
3𝑎 = −1 

𝑎 = −
1

3
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⇒ 𝑛⃗ (−
1

3
,−1,1) 

(𝐴𝐵𝐶): −
1

3
(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 0) = 0 

−
1

3
𝑥 +

1

3
− 𝑦 + 1 + 𝑧 = 0 

 :3−نضرب بـ  

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0 

 النواظم: لإثبات ان المستويان يتقاطعان نأخذ  -3

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (1,2, −1) , 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (2,3, −2) 

 ننسب النواظم: 

1

2
≠
2

3
≠
−2

−1
 

غير مرتبط خطيا  وبالتالي المستويات متقاطعة بفصل  
 . 𝑑مشترك  

وللتأكد من التمثيل الوسيطي للفصل المشترك نعوض  
 التمثيل الوسيطي في المستويين: 

 : 𝑃عند التعويض في  

𝑡 − 2 + 6 − 𝑡 − 4 = 0 
0 = 0 

 محققة. 

 : 𝑄عند التعويض في  

2(𝑡 − 2) + 3(3) − 2𝑡 − 5 = 0 
2𝑡 − 4 + 9 − 2𝑡 − 5 = 0 

0 = 0 

 محققة. 

 .𝑃و   𝑄فصل مشترك للمستويين   𝑑وبالتالي  

 :𝑑مع   (𝐴𝐵𝐶)ندرس تقاطع   -4

 : (𝐴𝐵𝐶)في   𝑑نعوض  

𝑡 − 2 + 3(3) − 3𝑡 − 4 = 0 
−2𝑡 + 3 = 0 

2𝑡 = 3 

𝑡 =
3

2
 

 : 𝑑في   𝑡نعوض  

𝑥 =
3

2
− 2 = −

1

2
 

𝑦 = 3 

𝑧 =
3

2
 

 نقطة التقاطع:  𝑁بفرض  

⇒ 𝑁 (−
1

2
, 3,
3

2
) 

 𝑑على المستقيم   𝐴نوجد المسقط القائم للنقطة   -5
 :𝐴, معادلة المستوي المعامد المار بـ  

1(𝑥 − 1) + 0(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 0) = 0 
𝑥 + 𝑧 − 1 = 0 

 المستوي: في   dنعوض  

𝑡 − 1 + 𝑡 − 1 = 0 
2𝑡 = 2 
𝑡 = 1 

 نعوض في المستقيم: 

𝐴′(−1,3,1) 

 نوجد المسافة: 

𝐴𝐴′ = √4 + 4 + 1 = 3 

 ( 5المسألة )

𝑨(𝟏, 𝟑, 𝟎) , 𝑩(𝟎, 𝟔, 𝟎) , 𝑵(𝟎, 𝟎, 𝟑) ,𝑴(𝟎, 𝟔, 𝟐)  

 نشكل الشعاعين:  -1

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (−1,3,2) , 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−3,3) 

 نثبت أنهما غير مرتبطان خطيا : 
−1

−1
≠

3

−3
≠
2

3
 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐): 
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𝑛⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −𝑎 + 3𝑏 + 2𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 3𝑏 + 3𝑐 = 0 

 نجمع: 

−2𝑎 + 5𝑐 = 0 
−2𝑎 = −5𝑐 

𝑎 =
5

2
𝑐 

𝑐نفرض   = 𝑎فتكون   2 =  ونعوض:  5

−5 + 3𝑏 + 4 = 0 
3𝑏 = 1 

𝑏 =
1

3
 

 ويكون: 

𝑛⃗ (5,
1

3
, 2) 

(𝐴𝑀𝑁): 5(𝑥 − 0) +
1

3
(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 3) = 0 

5𝑥 +
1

3
𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 

 :3نضرب بـ  

15𝑥 + 𝑦 + 6𝑧 − 18 = 0 

 بما أنه معامد للمستوي فإن:  -2

𝑢⃗ = 𝑛⃗ = (15, +1,6) 

𝑑: {
𝑥 = 15𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 6𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 

 :[𝐵𝑀]المستوي المحوري للقطعة   -3

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (0,0,2) 

 : [𝐵𝑀]منتصف   𝐽بفرض  

𝐽(0,6,1) 
⇒ 0(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 6) + 2(𝑧 − 1) = 0 

2𝑧 − 2 = 0 

 :2نقسم على  

𝑧 − 1 = 0 

 ( 6المسألة )

 لدينا:  -1
(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = 3 

 نحسب البعد بين مركز الكرة والمستوي:  -2

𝑑𝑖𝑠(𝑂, 𝑃) =
|3|

√1 + 1 + 1
=
3

√3
= √3 = 𝑟 

 المستوي يمس الكرة. 

 (  7المسألة )

 لدينا: 

𝑑𝑖𝑠(𝐴, 𝑃) =
|1 − 4 + 0 − 1|

√1 + 4 + 1
=
4

√6
 

 فتكون معادلة الكرة: 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 0)2 =
16

6
=
8

3
 

 ( 8المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷. cos 𝐷𝐴𝐵̂ 
= 2 × 1 × cos 45° = √2 

 لدينا:  -2

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  
𝑀   تنطبق على𝐼. 

 

 ( 9المسألة )

 لدينا:  -1

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 1
𝑦 = 2𝑡
𝑧 = 𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا:  -2
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) , 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  (2,2,1) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = −2 + 2 + 0 = 0 

 متعامدان. 

 (  10المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,1,3) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ندرس الارتباط الخطي للناظم مع   ⃗ : 

−
3

3
=

1

−1
=

3

−1
 

−1 = −1 = −1 
 .𝑃يعامد المستوي   (𝐴𝐵)فالمستقيم  

 لدينا:  -2

(𝐴𝐵): {
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 3𝑡 − 2

; 𝑡 ∈ ℝ 

 نعوض المستقيم في المستوي: 

3(−3𝑡 + 2) − 𝑡 − 1 − 3(3𝑡 − 2) − 8 = 0 
−9𝑡 + 6 − 𝑡 − 1 − 9𝑡 + 6 − 8 = 0 

−19𝑡 = −3 

𝑡 =
3

19
 

 نعوض في المستقيم: 

𝑥 = −3 (
3

19
) + 2 =

29

19
 

𝑦 =
3

19
+ 1 =

22

19
 

𝑧 =
9

19
− 2 = −

29

19
 

𝐴′ (
29

19
  ,
22

19
 , −

29

19
) 

 ( 11المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,4)  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1, −2,0) 

 نلاحظ أنهم غير مرتبطين خطيا  لعدم تناسب المركبات. 

 لدينا:  -2

(
4
2
4
) = 𝛼 (

−1
−2
0
) + 𝛽 (

3
0
4
) 

4 = −𝛼 + 3𝛽 
2 = −2𝛼 
4 = 4𝛽 

 من المعادلة الثانية نجد: 

𝛼 = −1 
 ومن المعادلة الثالثة: 

𝛽 = 1 
 نعوض في المعادلة الأولى للتحقق: 

4 = 1 + 3 
4 = 4 

,𝐴فالأشعة الثلاثة مرتبطة خطيا  والنقاط   𝐵 , 𝐶 , 𝐷   تقع
 في مستوٍ واحد. 

 

 

 

 (  12المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0,1) , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,1,0) 
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶. 𝐴𝐵. cos𝐵𝐴𝐶̂ 

cos 𝐵𝐴𝐶̂ =
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐵. 𝐴𝐶
=

4

√5 . √5
=
4

5
 

 لدينا:  -2

||2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

 : مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 𝐺بفرض  
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(𝐴, 2) , (𝐵, 2) , (𝐶, 2) 
2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 6𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

||6𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

||𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  || =
||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗||

6
 

𝐴𝐵⃗⃗||ونصف قطرها   𝐺تمثل كرة التي مركزها   ⃗⃗  ⃗||

6
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗||وبتعويض    ⃗|| =  فلدينا:  5√

𝑟 =
5

6
 

 (  13المسألة )

,𝑀(𝑥بفرض   𝑦, 𝑧): 

√(−𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 + 𝑧)2 
= √(1 − 𝑥)2 + (2 + 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 

𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 + 2𝑧 + 𝑧2 = 1 − 2𝑥 
= 𝑥2 + 4 + 4𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2 

−2𝑥 + 6𝑦 − 4𝑧 + 5 = 0 
للقطعة المستقيمة   تمثل معادلة المستوي المحوري

[𝐴𝐵]. 

 ( 14المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −2, −6) 
 :[𝐴𝐵]نوجد منتصف القطعة المستقيمة  

𝐼(2,1,1) 
 فتكون المعادلة: 

0(𝑥 − 2) − 2(𝑦 − 1) − 6(𝑧 − 1) = 0 
−2𝑦 + 2 − 6𝑧 + 6 = 0 
−2𝑦 − 6𝑧 + 8 = 0 

,𝑀(𝑥  بفرض -2 𝑦, 𝑧): 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (2 − 𝑥, 2 − 𝑦, 4 − 𝑧) 
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (2 − 𝑥,−𝑦,−2 − 𝑧) 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (2 − 𝑥)2 − 2𝑦 + 𝑦2 + (4 − 𝑧)(−2 − 𝑧) 
= (𝑥 − 2)2 − 2𝑦 + 𝑦2 − 8 − 4𝑧 + 2𝑧 + 𝑧2 

 ونتمم لمربع كامل فنجد: نضعها تساوي الصفر  

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 10 
𝑟ونصف قطرها   Ω(2,1,1)معادلة كرة مركزها   =

√10. 

 ( 15المسألة )

 لدينا في البداية: 

𝑖 =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝑗 =

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝑘⃗ =

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝐴;
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 نوجد احداثيات الرؤوس:  -1

𝐴(0,0,0) , 𝐸(0,0,2) 
𝐵(2,0,0)  , 𝐹(2,0,2) 
𝐶(2,2,0) , 𝐺(2,2,2) 
𝐷(0,2,0)  , 𝐻(0,2,2) 

 نشكل الشعاعان: 

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −2, −2) , 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−2,0,−2) 
,𝑛⃗ (𝑎نلاحظ أنهم غير مرتبطين خطيا  , نفرض   𝑏, 𝑐)  : ناظما 

𝑛⃗ . 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −2𝑏 − 2𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −2𝑎 − 2𝑐 = 0 

 من المعادلة الأولى: 

−2𝑏 = 2𝑐 
𝑐 = −𝑏 

𝑏نفرض   = 𝑐فتكون   1 = نعوض في المعادلة   1−
 الثانية: 

−2𝑎 + 2 = 0 
𝑎 = 1 

 فيكون الناظم: 

𝑛⃗ (1,1, −1) 
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 المعادلة: 

1(𝑥 − 2) + 1(𝑦 − 0) − 1(𝑧 − 0) = 0 
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 2 = 0 

 لدينا:  -2

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2, −2) 

(𝐸𝐶): {
𝑥 = 2𝑡 + 2
𝑦 = 2𝑡 + 2
𝑧 = −2𝑡

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 نعوض المستقيم في المستوي:  -3

2𝑡 + 2 + 2𝑡 + 2 + 2𝑡 − 2 = 0 
6𝑡 = −2 

𝑡 = −
1

3
 

 : 𝐼نعوض في المستقيم لإيجاد احداثيات نقطة التقاطع  

𝑥 = −
2

3
+ 2 =

4

3
 

𝑦 =
4

3
 

𝑧 =
2

3
 

⇒ 𝐼 (
4

3
 ,
4

3
 ,
2

3
) 

,𝑀(𝑥بفرض   -4 𝑦, 𝑧): 

(
𝑥
𝑦

𝑧 − 2
) =

1

3
(
2
2
−2
) 

𝑥 =
2

3
 , 𝑦 =

2

3
 , 𝑧 =

4

3
 

𝑀(
2

3
,
2

3
,
4

3
) 

𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ نشكل الشعاع    ⃗: 

𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
2

3
, −
4

3
,−
2

3
) 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2, −2) 

𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
4

3
−
8

3
+
4

3
= 0 

 المستقيمان متعامدان. 

 ( 16المسألة )

 نفسا الرابعة هههههههه 

 ( 17المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1, −1,−4) 
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3, −1,1) 
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0) 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗ ندرس الارتباط الخطي للشعاعان  -2 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ و   ⃗   ⃗: 

−
3

−4
≠ −

1

4
 

الاشعة غير مرتبطة فالنقاط ليس على استقامة  
 واحدة. 

 لدينا:  -3

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 + 1 − 4 = 0 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 − 4 = 0 

 .(𝐶𝐷𝐸)يعامد المستوي   (𝐴𝐵)فالمستقيم  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ لدينا   -4  :𝐶(4,0,0)ونأخذ نقطة   ناظما  , ⃗ 

−1(𝑥 − 4) − 1(𝑦 − 0) − 4(𝑧 − 0) = 0 
−𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 4 = 0 

 لدينا:  -5

𝑑𝑖𝑠(𝐵, (𝐶𝐷𝐸)) =
|−1 − 0 + 4 + 4|

√18
 

=
7

√18
 

 لدينا:  -6

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 + 1)2 =
49

18
 

 ( 18المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴(0,0,0) , 𝐸(0,0,1) 
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𝐵(1,0,0)  , 𝐹(1,0,1) 
𝐶(1,1,0)  , 𝐺(1,1,1) 
𝐷(0,1,0)  , 𝐻(0,1,1) 

 نشكل الأشعة:  -2

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,0)  , 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,1,1) 
,𝑛⃗ (𝑎نلاحظ أنهم غير مرتبطين خطيا  , نفرض   𝑏, 𝑐)  : ناظما 

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑏 + 𝑐 = 0 

 من المعادلة الأولى نجد أن: 

𝑏 = −𝑎 
𝑎بفرض   = 𝑏فتكون   1 =  نعوض في الثانية: 1−

𝑐 = 1 
 فيكون الناظم: 

𝑛⃗ (1, −1,1) 
 فتكون معادلة المستوي: 

1(𝑥 − 0) − 1(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

 :𝑃لدينا ناظم المستوي   -3
𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (−2,2, −2) 

 :(𝐴𝐶𝐻)ندرس ارتباطه الخطي مع ناظم المستوي  
−
2

1
=

2

−1
= −

2

1
 

−2 = −2 = −2 
 مرتبطة خطيا  فالمستويات متوازية. 

 : 𝐼نوجد احداثيات مركز الثقل   -4

𝐼 (
1

3
 ,
2

3
 ,
1

3
) 

 نشكل الشعاعان: 

𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ (
2

3
 , −

2

3
 ,
2

3
) , 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ (−

1

3
 ,
1

3
 , −

1

3
) 

نلاحظ أنهم مرتبطين خطيا  فالنقاط تقع على استقامة  
 واحدة. 

 

 لدينا:  -5

𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 3 

 ( 19المسألة )

        دور عليها فوق  

 ( 20المسألة )

(𝐴;
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 نوجد احداثيات الرؤوس:  -1

𝐴(0,0,0) , 𝐸(0,0,2) 
𝐵(2,0,0)  , 𝐹(2,0,2) 
𝐶(2,2,0) , 𝐺(2,2,2) 
𝐷(0,2,0)  , 𝐻(0,2,2) 

𝑂   منتصف[𝐴𝐺]: 

𝑂(1,1,1) 

 لدينا:  -2

𝐺𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1) , 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −2, −2) 
,𝑛⃗ (𝑎نلاحظ انهم غير مرتبطين خطيا  , نفرض   𝑏, 𝑐)  : ناظما 

𝑛⃗ . 𝐺𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑛⃗ . 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −2𝑏 − 2𝑐 = 0 

 من المعادلة الثانية: 

2𝑐 = −2𝑏 
𝑐 = −𝑏 

𝑏بفرض   = 𝑐فتكون   1 =  نعوض:  1−

𝑎 = 0 
 فيكون الناظم: 

𝑛⃗ (0,1, −1) 
0(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 1) − 1(𝑧 − 1) = 0 

𝑦 − 1 − 𝑧 + 1 = 0 
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𝑦 − 𝑧 = 0 
 نشكل الأشعة:  -3

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1, −1, −1) , 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1,1,1) 
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 1 − 1 − 1 = −1 

 لدينا: 

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵.𝑂𝐺. cos 𝐺𝑂𝐵̂ 

cos 𝐺𝑂𝐵̂ =
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑂𝐵. 𝑂𝐺
=

−1

√3 √3
= −

1

3
 

 لدينا:  -4

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,0) 

(𝐷𝐶): {
𝑥 = 2𝑡 + 2
𝑦 = 2
𝑧 = 0

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

 

 لدينا:  -5

𝑛⃗ (0,1, −1)  , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,0) 
𝑛⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 المستقيم يوازي المستوي. 

 لدينا:  -6

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
𝛼 = 𝛾 = 1 , 𝛽 = −1 

 ( 21المسألة )

 لدينا:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, −1, −2) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2, −4) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −6 − 2 + 8 = 0 

 المستقيمان متعامدان. 

 لدينا:  -2

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6 − 4 − 2 = 0 ⇒ 𝑛⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −4 + 8 − 4 = 0 ⇒ 𝑛⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 فتكون معادلة المستوي:  

2(𝑥 − 2) + 4(𝑦 − 1) + 1(𝑧 − 1) = 0 
2𝑥 − 4 + 4𝑦 − 4 + 𝑧 − 1 = 0 

2𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 − 9 = 0 
 التمثيل الوسيطي:  -3

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 3
𝑦 = 4𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡 + 1

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 لدينا:  -4

𝑑𝑖𝑠(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) =
|6 + 4 + 1 − 9|

√4 + 16 + 1
=

2

√21
 

𝑉 =
1

3
𝑆. ℎ 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) 
𝐴𝐵 = √9 + 1 + 4 = √14 
𝐴𝐶 = √4 + 4 + 16 = √24 
𝐵𝐶 = √25 + 9 + 4 = √38 

 فيثاغورث: حسب مبرهنة عكس  

38 = 14 + 24 
38 = 38 

 , مساحته:  𝐴قائم في  

𝑆 =
𝐴𝐶. 𝐴𝐵

2
=
√14 × √24

2
 

=
√2 × √7 × √2 × √12

2
= √84 = 2√21 

⇒ 𝑉 =
1

3
2√21

2

√21
=
4

3
 

 لدينا:  -5

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
−2𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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 بما أنهم مرتبطين خطيا  فالمستقيمان متوازيان. 

 ( 22المسألة )

 )المسألة الثانية(   شكلها فوقولله كمان 

 ( 23المسألة )

 لدينا:  -1

𝐺 (
1

3
 ,
1

3
 ,
1

3
) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

3
 ,
1

3
 ,
1

3
) 

 نشكل الشعاعين: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,1) 
 نتحقق من التعامد: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

3
+
1

3
= 0 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

3
+
1

3
= 0 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ الشعاع بالتالي    .(𝐴𝐵𝐶)يعامد المستوي   ⃗ 

 لدينا:  -2
𝑥

1
+
𝑦

1
+
𝑧

1
= 1 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 
 لدينا:  -3

𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,2,0)  , 𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,0,4) 
نلاحظ أنهم غير مرتبطين خطيا  , نفرض الناظم  

𝑛⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐): 

𝑛⃗ . 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −2𝑎 + 2𝑏 = 0 
𝑛⃗ . 𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −2𝑎 + 4𝑐 = 0 

 من المعادلة الأولى نجد أن: 

𝑎 = 𝑏 

𝑏بفرض   = 𝑎تكون   1 = ثم نعوض في المعادلة   1
 الثانية: 

−2 + 4𝑐 = 0 

𝑐 =
1

2
 

𝑛⃗ (1,1,
1

2
 ) 

 :2نضرب بـ  

𝑛⃗ (2,2,1) 
 فتكون معادلة المستوي: 

2(𝑥 − 2) + 2(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 
2𝑥 + 2𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 

 لدينا:  -4

2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

 نطرح: 

𝑥 + 𝑦 = 3 
𝑦 = 3 − 𝑥 

𝑥بفرض   = 𝑡: 

𝑦 = 3 − 𝑡 
 نعوض في المعادلة الثانية: 

𝑡 + 3 − 𝑡 + 𝑧 = 1 
𝑧 = −2 

 يعطى بالعلاقة:  Δفالفصل المشترك  

{
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 3 − 𝑡
𝑧 = −2

 ; 𝑡 ∈ ℝ 

 𝑢⃗ Δويقبل   𝐷المار من   𝑃  نوجد معادلة المستوي -5
 ناظما : 

1(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 1) + 0(𝑧 − 1) = 0 
𝑥 − 𝑦 = 0 

 : 𝑃في   Δنعوض  

𝑡 − 3 + 𝑡 = 0 

𝑡 =
3

2
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 : Δفي   𝑡نعوض  

𝑥 =
3

2
 , 𝑦 =

3

2
 , 𝑧 = −2 

 المسقط القائم:  ′𝐷فتكون  

𝐷′ (
3

2
,
3

2
, −2) 

 الطويلة: نحسب 

𝐷𝐷′ = √
1

4
+
1

4
+ 9 = √

19

4
=
√19

2
 

 4+   3حل تمارين واسئلة في الجلسة 

 ( 2)التمرين 

 نشكل الشعاعين:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1, −2,0) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,4) 
 بنسبة المركبات نجد أنهم غير مرتبطين خطيا . 

 لدينا:  -2

(
4
2
4
) = 𝛼 (

−1
−2
0
) + 𝛽 (

3
0
4
) 

4 = −𝛼 + 3𝛽 
2 = −2𝛼 
4 = 4𝛽 

 نلاحظ من المعادلة الثانية والثالثة: 

𝛽 = 1 , 𝛼 = −1 
 المعادلة الأولى للتحقق: نعوض في 

4 = 1 + 3 
4 = 4 

 محققة. 

الاشعة الثلاثة مرتبطة خطيا  بالتالي النقاط تقع في  
 مستو واحد. 

 ( 3التمرين )

 لدينا:  -1

𝐴(0,0,0) , 𝐸(0,0,2) 
𝐵(2,0,0)  , 𝐹(2,0,2) 
𝐶(2,2,0) , 𝐺(2,2,2) 
𝐷(0,2,0)  , 𝐻(0,2,2) 

𝐼(0,1,0) , 𝐽(2,1,0) , 𝐾(2,1,2) 
 لدينا:  -2

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2,1,2) , 𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗  (0, −1, −2) 
𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  (2, −1, −2) 

 لدينا:  -3

(
2
1
2
) = 𝛼 (

0
−1
−2
) + 𝛽 (

2
−1
−2
) 

2 = 2𝛽 
1 = −𝛼 − 𝛽 
2 = −2𝛼 − 2𝛽 

 من المعادلة الأولى: 

𝛽 = 1 
 من الثانية: 

𝛼 = −2 
 نعوض في الثالثة فنجد: 

2 = 4 − 2 
2 = 2 

 محققة 

بما أن الاشعة الثلاثة مرتبطة خطيا  فإن المستقيم  
(𝐴𝐾)   يوازي المستوي(𝐻𝐼𝐽). 

 ( 4التمرين )

 لدينا: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1, −2,0) 
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,5, −1) 
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−5, −5,5) 
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 بوضع: 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−5
−5
5
) = 𝛼 (

−1
−2
0
) + 𝛽 (

3
5
−1
) 

−5 = −𝛼 + 3𝛽 
−5 = −2𝛼 + 5𝛽 

5 = −𝛽 
 من المعادلة الثالثة: 

𝛽 = −5 
 نعوض في الأولى: 

−5 = −𝛼 − 15 
−𝛼 = 10 
𝛼 = −10 

 نعوض في المعادلة الثانية للتحقق: 

−5 = 20 − 25 
−5 = −5 

, 𝐴محققة فالنقاط   𝐵 , 𝐶 , 𝐷   ,تقع في مستوي واحد
 :𝑃للمستوي   𝐸لنختبر انتماء  

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
1
1
1
) = 𝛼 (

−1
−2
0
) + 𝛽 (

3
5
−1
) 

1 = −𝛼 + 3𝛽 
1 = −2𝛼 + 5𝛽 

1 = −𝛽 
 نلاحظ من المعادلة الثالثة: 

𝛽 = −1 
 نعوض في الأولى: 

1 = −𝛼 − 3 
𝛼 = −4 

 نعوض في المعادلة الثانية للتحقق: 

1 = 8 − 5 

1 ≠ 3 
 .𝑃لا تنتمي للمستوي   𝐸النقطة  

 ( 5التمرين )

 نشكل الأشعة:  -1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0, −1)  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1, −3) 
نلاحظ أنهم غير مرتبطين خطيا  فالنقاط لا تقع على  

 استقامة واحدة. 

 لدينا:  -2

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝜆 − 3
−1
2

) = 𝛼 (
−2
0
−1
) + 𝛽 (

0
−1
−3
) 

𝜆 − 3 = −2𝛼 
−1 = −𝛽 

2 = −𝛼 − 3𝛽 
 من المعادلة الثانية: 

𝛽 = 1 
 الثالثة: نعوض في 

2 = −𝛼 − 3 
𝛼 = −5 

 :𝜆نعوض في الأولى لإيجاد  

𝜆 − 3 = 10 
𝜆 = 7 

, 𝐴لتكون النقاط   -3 𝐵 , 𝐶 , 𝐷  :في مستو واحد 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 3
𝑦 − 2
2

) = 𝛼 (
−2
0
−1
) + 𝛽 (

0
−1
−3
) 

𝑥 − 3 = −2𝛼 
𝑦 − 2 = −𝛽 
2 = −𝛼 − 3𝛽 

 من المعادلة الأولى: 
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𝛼 = −
𝑥 − 3

2
 

 من المعادلة الثانية: 

𝛽 = 2 − 𝑦 
 المعادلة الثالثة: نعوض في 

2 =
𝑥 − 3

2
− 3(2 − 𝑦) 

4 = 𝑥 − 3 − 12 + 6𝑦 
𝑥 + 6𝑦 − 19 = 0 

 تمثل معادلة مستو فالنقاط تقع في مستوٍ واحد. 

 ( 6التمرين )

 لدينا:  -1

ℓ1 = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
= 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
ℓ2 = 2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) 
= 2𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗  
= 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
ℓ1 = ℓ2 

 من الطلب السابق لدينا:  -2

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗  
= (𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ ) − 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 لدينا من الطلب السابق: 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) 

⇒ 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ =
1

2
(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 نعوض: 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  =
1

2
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = −
1

2
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

يوازي   (𝐼𝐽)بالتالي الاشعة مرتبطة خطيا  والمستقيم  
 .(𝐶𝐸𝐺)المستوي  

 المثال 

⃗⃗(𝐴𝐿)بما أن   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ مركز أبعاد متناسبة   𝐿نستنج أن   ⃗ 
,𝐷)للنقاط   1), (𝐴, ,I)و أن    (2 3) 

= 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗و بما ان  
2

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة   𝐽فإن   ⃗ 

,𝐵 )للنقاط   2), (𝐶, ,J)و أن    (1 3) 

مركز الأبعاد   𝐺فإن   [𝐼𝐽]منتصف   𝐺و أخيرا  بما أن  
,I)المتناسبة للنقاط   3), (J, 3)  

مركز   𝐺و حسب الخاصة التجميعية نستنج أن   و بالتالي
,𝐴)الأبعاد المتناسبة للنقاط   2), (𝐵, 2), (𝐶, 1), (𝐷, 1)   

مركز أبعاد متناسبة للنقاط   𝐾من حهة أخرى  
(𝐶, 1), (𝐷, ,K)و أن   (1 2)   

,A)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   𝐼و   2), (B, و أن    (2
(I, 4)  

مركز الأبعاد المتناسبة   𝐺فحسب الخاصة التجميعية  
,I)للنقاط   4), (K, 2)  

𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ =
2

6
𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  

,𝐼و بالتالي   𝐺, 𝐾   على استقامة واحدة 

 مسألة المستقيمات المتقاطعة 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 لدينا:  -1

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

1

5
(𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
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−
1

5
𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4

5
𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 : 5حسب خاصة التجانس نضرب بـ  

4𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:  𝑃وبالتالي  

(𝐵, 4), (𝐶, 1) 

 لدينا:  -2

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
3

4
(𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  

𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
3

4
𝑄𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

1

4
𝑄𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

 : 4حسب خاصة التجانس نضرب بـ  

𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:  𝑄وبالتالي  

(𝐴, 1) , (𝐷, 3) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط:  𝐺وبما أن  

(𝐴, 1) , (𝐷, 3) , (𝐵, 4), (𝐶, 1) 

مركز الأبعاد المتناسبة   𝐺فحسب الخاصة التجميعية  
على   𝑃و   𝑄و   𝐺وهذا يجعل النقاط   𝑃و   𝑄للنقاط  

 .(𝑃𝑄)تقع على المستقيم   𝐺استقامة واحدة وبالتالي  

 

 لدينا:  -3

𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

1

5
(𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−
1

5
𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑅𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4

5
𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑅𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 : 5حسب خاصة التجانس نضرب بـ  

4𝑅𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:  𝑅وبالتالي  

(𝐵, 1) , (𝐴, 4) 

 لدينا: 

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

1

4
(𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ) + 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−
1

4
𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

3

4
𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

 : 4حسب خاصة التجانس نضرب بـ  

3𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:  𝑆وبالتالي  

(𝐶, 1) , (𝐷, 3) 

 𝐷و   𝐶و   𝐵و   𝐴مركز أبعاد متناسبة للنقاط   𝐺وبما أن  
مركز الأبعاد المتناسبة   𝐺فحسب الخاصة التجميعية  

تقع على   𝐺و   𝑅و   𝑆وبالتالي النقاط   𝑆و   𝑅للنقاط  
 𝐺استقامة واحدة وهذا يؤدي إلى انتماء النقطة  

 .(𝑅𝑆)للمستقيم  

فإن   (𝑅𝑆)و   (𝑃𝑄)تنتمي للمستقيمان   𝐺بما أن  
 وبالتالي يعينان مستويا .  𝐺المستقيمان يتقاطعان في  

 التحليلية بنوك حل 

 الجواب:  1)
𝑣 = √2 𝑖 + √6 𝑗 − 𝑘⃗  

⟹ ||𝑣 || = √(√2)
2
+ (√6)

2
+ (−1)2 
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                = √2 + 6 + 1 = √9 = 3  
 الجواب:  2)

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  

       = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

       = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
(𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

       = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
(𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

      = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
   𝐵𝐶𝐺𝐹أي مركز الوجه   𝐵𝐺هي منتصف   𝑁حيثُ   

 الجواب:  3)
(𝐹 ; 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  

 وبالتالي: 
𝐴(1 , 0 , 0)    ,    𝐵(0 , 1 , 0)   
         𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

, 𝑁(𝑥بفرض    𝑦 , 𝑧)   :يكون 

(

𝑥 − 1
𝑦
𝑧

) = (

−𝑥
1 − 𝑦
−𝑧

) 

⟹ 𝑥 − 1 = −𝑥 ⟹ 2𝑥 − 1 = 0  
⟹ 𝑥 =

1

2
  

𝑦 = 1 − 𝑦 ⟹ 2𝑦 = 1 ⟹ 𝑦 =
1

2
 

𝑧 = −𝑧 ⟹ 2𝑧 = 0 ⟹ 𝑧 = 0  
 وبالتالي: 

𝑁 (
1

2
  ,
1

2
   , 0)  

 الجواب:  4)
𝐴(1 , 2 , −1) ,   𝐵(2 , 1 , 0)  

 𝐶   نظيرة𝐴  :ّبالنسبة للمبدأ أي أن 
𝐶(−1 , −2 , +1)  

 نشكّل الشعاعين: 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−1,1)  ,   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2, −4,2)  
 نلاحظ أنّ الشعاعين غير مرتبطين خطيّا  لأنّ: 

1

−2
≠
−1

−4
≠
1

2
 

,𝑛⃗ (𝑎لنفرض الناظم    𝑏, 𝑐)   : 
𝑎 = +(−2 + 4) = 2 

𝑏 = −(2 + 2) = −4

𝑐 = +(−4 − 2) = −6 
 

⟹ 𝑛⃗ (2, −4,−6)   ,   𝐴(1,2, −1)  
 نعوّض في معادلة المستوي: 

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0  

⟹ 2(𝑥 − 1) − 4(𝑦 − 2) − 6(𝑧 + 1) = 0  
⟹ 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 + 0 = 0  

 :    2نقسم على  
⟹ 𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 = 0  

 الجواب:   5)
𝐴(1,3, −1) ,   𝐵(2,5,2)  ,   𝐶(3,4, 𝛼) 

يجب أن   𝐵متساوي الساقين رأسه    𝐴𝐵𝐶ليكون المثلث  
 يكون: 

𝐴𝐵 = 𝐵𝐶  
 ومنه: 

𝐵𝐴 = √(−1)2 + (−2)2 + (−3)2 
      = √1 + 4 + 9 = √14  
𝐵𝐶 = √(1)2 + (−1)2 + (𝛼 − 2)2 
      = √2 + (𝛼 − 2)2 
⟹ √14 = √2 + (𝛼 − 2)2  

 نربّع الطرفين: 
2 + (𝛼 − 2)2 = 14  
⟹ (𝛼 − 2)2 = 12  
⟹ 𝛼2 − 4𝛼 + 4 = 12  
⟹ 𝛼2 − 4𝛼 − 8 = 0  

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 16 − 4(1)(−8) = 48 ⟹ √∆

= 4√3  

⟹

{
 
 

 
 
𝛼1 =

−𝑏 − √∆

2𝑎
=
+4 − 4√3

2
= 2 − 2√3

𝛼2 =
−𝑏 + √∆

2𝑎
=
+4 + 4√3

2
= 2 + 2√3 

   

 الجواب:   6)
𝐴(3, −2,2)  ,   𝑢⃗ (1,1,0)  ,   𝑣 (−1,1,1)  

 غير مرتبطان خطيّا  لأن:    𝑢⃗  و  𝑣نلاحظ أنّ   
1

−1
≠
1

1
≠
0

1
 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض الناظم    𝑏, 𝑐)   : 
𝑎 = +(0 − 1) = −1

𝑏 = −(0 − 1) = +1

𝑐 = +(−1 − 1) = −2 
 

⟹ 𝑛⃗ (−1,1, −2)  
 نعوّض في معادلة المستوي: 

−1(𝑥 − 3) + 1(𝑦 + 2) − 2(𝑧 − 2) = 0 
⟹ −𝑥 + 3 + 𝑦 + 2 − 2𝑧 + 4 = 0  
⟹ −𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 9 = 0  

 :  (1−)نضرب الطرفين بـِ   
⟹ 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 9 = 0  
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 الجواب:   7)
(2,0,0)  ,   (0,3,0)  ,   (0,0,5)   

 المستوي له شكل المعادلة:  
𝑥

2
+
𝑦

3
+
𝑧

5
= 1  

 نوحّد المقامات: 
⟹

15𝑥 + 10𝑦 + 6𝑧

30
= 1  

⟹ 15𝑥 + 10𝑦 + 6𝑧 = 30  
 الجواب:   8)

𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  = 2 𝑢⃗ − 𝑣  
𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 𝑢⃗ + 𝑣  

𝑤2⃗⃗⃗⃗بما أنّ    𝑤1⃗⃗  و  ⃗  ⃗⃗  متعامدان فإنّ:   
𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟹ 4 𝑢⃗ 2 − 𝑣 2 = 0 ⟹ 4 𝑢⃗ 2 = 𝑣 2 

||𝑢⃗ || =
1

4
||𝑣 ||

2 

⟹ ||𝑢⃗ || =
1

2
||𝑣 || 

 الجواب:   9)
𝐴(1,2, −3)  ,   𝐵(−1,3,3)  ,   𝐶(4, −1,2)   

,𝐷(𝑥بفرض     𝑦, 𝑧)   
 متوازي أضلاع يجب أن يتحقق:   𝐴𝐵𝐶𝐷ليكون  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(

−2
1
6
) = (

4 − 𝑥
−1 − 𝑦
2 − 𝑧 

) 

⟹ {
−2 = 4 − 𝑥 ⟹ 𝑥 = 6
1 = −1 − 𝑦 ⟹ 𝑦 = −2
6 = 2 − 𝑧 ⟹ 𝑧 = −4 

   
⟹𝐷(6 , −2 , −4)  

 الجواب:   10)
𝐴𝑀2 = 3 + (𝑥 + 1)2 

 هي التي تحقق:   𝐴𝑀2أصغر قيمة لـِ   
(𝑥 + 1)2 = 0 ⟹ 𝑥 = −1 

⟹ 𝐴𝑀2 = 3 ⟹ 𝐴𝑀 = √3  

 الجواب:   11)
𝑢⃗ (1,0,2)  ,   𝑣 (−1,2,0)  ,   𝑤⃗⃗ (−4,𝑚,−2)  

𝑤⃗⃗ = 𝛼𝑢⃗ + 𝛽𝑣       

(

−4
𝑚
−2
) = (

𝛼
0
2𝛼
) + (

−𝛽
2𝛽
0
)  

−4 = 𝛼 − 𝛽  … (1)

𝑚 = 2𝛽   … (2)

−2 = 2𝛼 ⟹ 𝛼 = −1  … (3) 
  

 :   (1)نعوّض في  
−4 = −1 − 𝛽 ⟹ 𝛽 = 3  

 :    (2)نعوّض في  
⟹𝑚 = 6  

 الجواب:   12)
𝐴(0,1,0)  ,   𝑢⃗ (0,1,2)  ,   𝑣 (0,3, −1)  

   𝑣   و  𝑢⃗    :ّغير مرتبطان خطيّا  لأن 
1

3
≠

2

−1
  

, 𝑛⃗ (𝑎بفرض    𝑏 , 𝑐)   : 
𝑎 = +(−1 − 6) = −7 

𝑏 = −(0 − 0) = 0 

𝑐 = +(0 − 0) = 0 

 

 المستوي: نعوّض في معادلة 
𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0  
⟹ 7(𝑥 − 0) + 0 + 0 = 0 ⟹ 7𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 0  

 الجواب:   13)
𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1 , 2 , −𝜆 ) ,   𝑛2⃗⃗⃗⃗ (3𝜆 − 7 , 4 , −6)  

𝑛1⃗⃗⃗⃗ . 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = 0  
⟹ 3𝜆 − 7 + 8 + 6𝜆 = 0  
⟹ 9𝜆 + 1 = 0 ⟹ 𝜆 =

1

9
 

 الجواب:   14)
2𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0  
𝜆 𝑥 + 2𝑦 +

𝜆

2
𝑧 − 3 = 0  

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (2,3, −4)   ,   𝑛2⃗⃗⃗⃗ (𝜆 ,2,
𝜆

2
) 

 المستويين متعامدين يجب أن يتحقق الشرط: ليكون  
𝑛1⃗⃗⃗⃗ . 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = 0  
⟹ 2𝜆 + 6 − 2𝜆 = 0  
⟹ 6 ≠   غير  موجودة   0

 الجواب:   15)
||𝑢⃗ || = 5   ,    ||𝑣 || = 3  
        𝑢⃗ . 𝑣 = −4  

2 𝑢⃗ (2 𝑣 + 3 𝑢⃗ )

= 4 𝑢⃗ . 𝑣 + 6 𝑢⃗ . 𝑢⃗ 

= 4 𝑢⃗ . 𝑣 + 6 ||𝑢⃗ ||
2

= 4(−4) + 6(25) = −16 + 150 = 134 
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 الجواب:   16)
𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1, −2,3)   ,    𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,1) ,   𝐴(2,5, −2)  

  𝑄 و 𝑅عمودي على المستويين    𝑃كون المستوي  
𝑛𝑄⃗⃗فإنّ    ⃗⃗ 𝑛𝑅⃗⃗  و   ⃗⃗  شعاعي توجيه له.    

𝑛𝑄⃗⃗نلاحظ أنّ    ⃗⃗ 𝑛𝑅⃗⃗ و   ⃗⃗  غير مرتبطان خطيّا  لأنّ:     
1

1
≠
−2

1
≠
3

1
 

,𝑛⃗ (𝑎هو     𝑃نفرض ناظم   𝑏, 𝑐)  : 
𝑎 = +(−2 − 3) = −5 

𝑏 = −(1 − 3) = +2

𝑐 = +(1 + 2) = +3 

  ⟹ 𝑛⃗ (−5,2,3) 

 المستوي: نعوّض في معادلة 
𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0  
⟹ −5(𝑥 − 2) + 2(𝑦 − 5) + 3(𝑧 + 2) = 0  
⟹ −5𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 6 = 0  

 :    2نضرب بـِ   
⟹−10𝑥 + 4𝑦 + 6𝑧 + 12 = 0  

 الجواب:   17)
𝐴𝐵 = 4   ,   𝐵𝐶 = 𝐶𝐺 = 2  

 نعرّف المعلم المتجانس: 
(𝐴 ;

1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗)  
 ونوجد الإحداثيّات: 

𝐴(0,0,0)  ,   𝐸(0,0,2) ,   𝐵(4,0,0)  ,   𝐹(4,0,2)  
𝐶(4,2,0)  ,   𝐺(4,2,2)  ,   𝐷(0,2,0)  ,   𝐻(0,2,2)  

𝐽 (
4 + 4

2
 ,
2 + 2

2
 ,
0 + 2

2
) ⟹ 𝐽(4,2,1)  

⟹ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ (−4,0, −1)  ,   𝐽𝐻⃗⃗⃗⃗  (−4,0,1)  
⟹ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ . 𝐽𝐻⃗⃗⃗⃗  = 16 + 0 − 1 = 15  

 الجواب:   18)
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 الجواب:   19)
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 1  

⟹ (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗). (𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 1  

⟹ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 1  
 ، وبالتالي:   [𝐴𝐵]منتصف     𝐼حيثُ  

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = −𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  
⟹−𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 1  
⟹−𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 1 ⟹ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 1 + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 2 

 .    𝒄الجواب هو الخيار    20)

 الجواب:   21)
𝐴(3,4,1)  

 𝐵     هي مسقط𝐴    على المستوي(𝑥𝑜𝑧)   :وبالتالي 
𝐵(3,0,1)  

 𝐶   هي مسقط𝐵    على محور الرواقم𝑜𝑧    :وبالتالي 
𝐶(0,0,1) 

⟹ 𝐴𝐶 = √(0 − 3)2 + (0 − 4)2 + (1 − 1)2  

              = √9 + 16 + 0 = √25 = 5  
 الجواب:   22)

𝑃 ∶ 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0   
𝑄 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0       × (−1) 

 بحل المعادلتين حل مشترك نجد:
𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0  … (1)                   
−𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 1 = 0    . . (2) 

 نجد:   (2) و  (1)بجمع المعادلتين  
−3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 ⟹ 𝑦 =

2

3
𝑧 − 2  

 :   𝑄نعوّض في  
⟹ 𝑥 +

2

3
𝑧 − 2 + 𝑧 + 1 = 0  

⟹ 𝑥 = −
5

3
𝑧 + 1  

⟹𝑀(−
5

3
𝑧 + 1 ,

2

3
𝑧 − 2 , 𝑧) 

 الجواب:   23)
2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0  … (1)  
𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 = 0  … (2)  

 ندرس الوضع النسبي للنواظم: 
𝑛1⃗⃗⃗⃗ (2,2,2) ,   𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,1, −4)  
2

1
=
2

1
≠

2

−4
  غير  مرتبطين  خطيّا    

 وبالتالي المستويين غير متوازيان. 
𝑛1⃗⃗⃗⃗ . 𝑛2⃗⃗⃗⃗ =

? 0 

2 + 2 − 8 = −4 ≠ 0 
 

 ومنه فإنّ المستويان متقاطعان دون تعامد.  

 الجواب:  24)
𝐴(1,2,−1)  ,   𝐵(3,0,1)  

,𝑀(𝑥النقطة   𝑦, 𝑧)    تنتمي إلى المستوي المحوري
 : [𝐴𝐵]للقطعة  
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الناظم      ⃗(2, −2,2)    

   𝑀   منتصف[𝐴𝐵]   :وبالتالي 
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𝑀(2,1,0)  
 معادلة المستوي المحوري: 

2(𝑥 − 2) − 2(𝑦 − 1) + 2(𝑧 − 0) = 0  
⟹ 2𝑥 − 4 − 2𝑦 + 2 + 2𝑧 = 0  
⟹ 2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0  

 :  2نقسم على  
⟹ 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  

 بالمقارنة مع  
𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑛𝑧 − 1 = 0  

 نجد أنّ: 
𝑚 = −1   ,    𝑛 = 1    

 بتطبيق فيثاغورث نجد:  25)
𝑟2 = 𝑑𝑖𝑠𝑡2 + (√2)

2 
⟹ 9 = 𝑑𝑖𝑠𝑡2 + 2  
⟹ 𝑑𝑖𝑠𝑡2 = 9 − 2 = 7  
⟹ 𝑑𝑖𝑠𝑡 = √7  

 الجواب:  26)
)𝑀هي :   𝑀نوجد النقطة  

1

2
,
1

2
, 0)  

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ونشكل الشعاعان   ⃗⃗ , 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   : 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
1

2
,
1

2
, −1) 

𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1) 
 : ||𝑂𝐸||و   ||𝐶𝑀||نوجد  

||𝐶𝑀|| = √
1

4
+
1

4
+ 1 =

√6

2
 

||𝑂𝐸|| = √1 + 1 + 1 = √3 

 من قانون الجداء السلمي نجد : 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ||𝐶𝑀||. ||𝑂𝐸||. cos(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
√6

2
 . √3 cos(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

cos(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

 الجواب:   27)
 

 الجواب:   28)
𝐴(−1,2,3)  ,   𝐵(1,4, −5)  

نوجد معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  
[𝐴𝐵]   : 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الناظم      ⃗(2,2, −8)    
 وبالتالي:   [𝐴𝐵]منتصف    𝑀النقطة   

𝑀(0,3, −1)  
⟹ 2(𝑥 − 0) + 2(𝑦 − 3) − 8(𝑧 + 1) = 0  

⟹ 𝑃 ∶ 2𝑥 + 2𝑦 − 8𝑧 − 14 = 0  
 إيجاد معادلة الكرة: 

 نصف القطر: 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|−2 + 4 − 24 − 14|

√4 + 4 + 64
=
|−36|

√72
=
36

√72
 

⟹ 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 1)2 = (
36

√72
)
2

 

 الجواب:   29)

𝑑 ∶  {
𝑥 = 𝑡 + 1   
𝑦 = 𝑡 − 2 
𝑧 = 3𝑡  

    ; 𝑡 ∈ ℝ  
⟹ 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,3)  
𝑃 ∶ 2𝑥 + 𝑎𝑦 − 𝑧 + 𝑏 = 0  
⟹ 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (2, 𝑎, −1)  

𝑑كون   ∈ 𝑃     :ّفإن𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  ⊥ 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  وبالتالي:   
𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⟹ 2 + 𝑎 − 3 = 0 ⟹ 𝑎 = 1  

𝑑وكون   ∈ 𝑃     ّفإن𝑑  :يحقق معادلته 
⟹ 2(𝑡 + 1) + (𝑡 − 2) − 3𝑡 + 𝑏 = 0  
⟹ 2𝑡 + 2 + 𝑡 − 2 − 3𝑡 + 𝑏 = 0 ⟹ 𝑏 = 0  

 الجواب:   30)
𝐴(3,2,1)  ,   𝐵(1,2,0)  ,   𝐶(3,1, −2)  ,   𝐷(𝑥, 𝑦, 3)  

 الجواب:  31)
 حسب خاصة الاختزال: 

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 6𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 نعوض : 

6 ||𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  || = 6 ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

||𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗||ونصف قطرها   𝐺تمثل كرة مركزها    ⃗||   . 

 الجواب:   32)
𝑙1 = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
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𝑙2 = 3𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 
= 3𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
= 3(𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

= 3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 نعوض: 

3 ||𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  || = 3 ||𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|| 

||𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  || = ||𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|| 

   [𝐷𝐺]ونصف قطرها   𝐺تمثل كرة مركزها  

 الجواب:   33)
𝑥2 + 𝑧2 =

9

4
𝑦2 

𝑟2 = 9 ⟹ 𝑟 = 3 
مخروط دوراني محوره محور التراتيب ونصف قطر                 

 3قاعدته  

 الجواب:   34)
(𝑂 ; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

⟹ 𝐴(1,0,0)   ,   𝐵(0,1,0)    ,   𝐶(0,0,1)  
⟹

𝑥

1
+
𝑦

1
+
𝑧

1
= 1 ⟹ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  

 الجواب:  35)
𝑃1 ∶   2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0  … (1)  
𝑃2 ∶   𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0  … (2)  

 نجد:    (2) و  (1)بطرح  
𝑥 − 𝑦 + 1 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑦 − 1  

 :    (2)نعوّض في  
𝑦 − 1 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 ⟹ 𝑧 = 3𝑦  

 وبالتالي: 
(𝑦 − 1 , 𝑦 , 3𝑦)  ;    𝑦 ∈ ℝ  

 الجواب:   36)
𝐴(−1,2,3) 

𝐵(1,2, −1) 
} ⟹ 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0, −4) 

𝑃 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  
 هي:   𝑑المعادلات الوسيطية للمستقيم 

𝑑 ∶  {
𝑥 = 2𝑡 − 1  
𝑦 = 2

𝑧 = −4𝑡 + 3  
  ; 𝑡 ∈ ℝ  

 :  𝑃في   𝑑نعوّض   

2𝑡 − 1 + 2 − 4𝑡 + 3 − 1 = 0  
⟹−2𝑡 + 3 = 0 ⟹ 𝑡 =

3

2
 

 :   𝑑نعوّض في  
𝑥 = 2  ,   𝑦 = 2  ,   𝑧 = −3   
⟹ 𝐼(2,2, −3)  

 الجواب:   37)
𝐴(2,0,0)  ,   𝐵(0,1,0)  ,   𝐶(0,0,1)   

⟹ {
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,1,0) ⟹ ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| = √4 + 1 + 0 = √5

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0,1) ⟹ ||𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|| = √4 + 0 + 1 = √5
  

⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . ||𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . cos(𝐵𝐴̂𝐶) 
⟹ 4+ 0 + 0 = √5 × √5 × cos(𝐵𝐴̂𝐶)  
⟹ cos(𝐵𝐴̂𝐶) =

4

5
 

 الجواب:   38)
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑦 − 8 = 0  

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 − 1 + 𝑧2 − 8 = 0  
⟹ 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 − 9 = 0  
⟹ 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 = 9  

 تمثّل كرة مركزها:  𝑀وبالتالي  
(0,1,0)  

 ونصف قطرها: 
𝑟 = √9 = 3  

 الجواب:   39)
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ||𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . ||𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|| . cos(𝐵̂) 

 حسب فيثاغورث: 
||𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|| = √2 + 2 = √4 = 2  

⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = √2 × 2 ×
√2

2
= 2  

 الجواب:  40)
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗   
                            = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 الجواب:  41)

𝑑 ∶  {
𝑥 = 0 
𝑦 = −𝑡

𝑧 = −𝑡 + 1
  ; 𝑡 ∈ ℝ  

⟹ 𝑛⃗ = 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = (0 , −1 , −1)  

 الجواب:  42)
⟸ تحقق  معادلته  𝐴 ∈ 𝑑  

{
−2 = 𝑎𝑡 − 1  … (1) 

5 = 3𝑡 + 2  
2 = 2𝑡 ⟹ 𝑡 = 1 
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 :   (1)نعوّض في  
−2 = 𝑎(1) − 1 ⟹ 𝑎 = −2 + 1 = −1  

 الجواب:  43) 

𝑑 ∶  {
𝑥 = 3𝑡 + 1 
𝑦 = 2𝑡 

𝑧 = −𝑡 + 1 
   ;   𝑡 ∈ ℝ  

⟹ 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  (3 , 2 , −1)  
∆∶  {

𝑥 = 𝑠 + 2 
𝑦 = 1

𝑧 = 3𝑠 + 1 
   ; 𝑠 ∈ ℝ   

⟹ 𝑢∆⃗⃗⃗⃗ (1 , 0 , 3)  
1

3
≠
0

2
 ≠

3

−1
 

غير مرتبطين خطيّا ، ومنه    ∆ و 𝑑وبالتالي شعاعي توجيه  
))إمّا متقاطعين أو   غير متوازيان أي أنهما  ∆  و 𝑑فإنّ  

 متخالفين((   
𝑥 = 𝑥 
𝑦 = 𝑦 
𝑧 = 𝑧 

} ⟹ {

3𝑡 + 1 = 𝑠 + 2 … (1) 

2𝑡 = 1   … (2) 

−𝑡 + 1 = 3𝑠 + 1 … (3) 

  

 نجد:   (2)من  
𝑡 =

1

2
  

 :  (1)نعوّض في  
⟹ 𝑠 = 3(

1

2
) + 1 − 2 =

3

2
− 1 =

1

2
⟹ 𝑠 =

1

2
 

 :   (3)نعوّض في  
−
1

2
+ 1 =? 3 (

1

2
) + 1  

1

2
≠
5

2
  

 متخالفين.   ∆ و 𝑑وبالتالي  

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑢∆⃗⃗⃗⃗ = (1)(3) + (0)(2) + (3)(−1) = 0  
 متخالفين ومتعامدين .    ∆ و 𝑑ومنه فإن المستقيمان  

 الجواب:  44)
𝐴(1 , 2 , 0)   ,    𝐵(0 , 0 , 1)  ,    𝐶(1 , 5 , 5)  
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 , 2 , −1)  ,   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 , 5 , 4)  
          

1

1
≠
2

5
  

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗الشعاعان   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ و ⃗   غير مرتبطان خطيّا .     ⃗ 
 نفرض: 

𝑛⃗ (𝑎 , 𝑏 , 𝑐) 

𝑎 = +(8 + 5) = 13 

𝑏 = −(4 + 1) = −5 

𝑐 = +(5 − 2) = 3 

⟹ 𝑛⃗ (13 , −5 , 3) 
𝐵(0 , 0 , 1) 

 

(𝐴𝐵𝐶) ∶ 13(𝑥 − 0) − 5(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 1) = 0 

⟹ (𝐴𝐵𝐶) ∶   13𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 3 = 0 
 

المار بالنقطة   𝑑نكتب معادلة المستقيم  
𝐷(−11 , 9 , −4) 

 وشعاع توجيهه هو: 
𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑛⃗ = (13 , −5 , 3)  

⟹ 𝑑 ∶  {
𝑥 = 13𝑡 − 11 
𝑦 = −5𝑡 + 9
𝑧 = +3𝑡 − 4 

   ;   𝑡 ∈ ℝ  

مع المستوي    𝑑نوجد نقطة تقاطع المستقيم  
(𝐴𝐵𝐶)   :بالحل المشترك 

13(13𝑡 − 11) − 5(−5𝑡 + 9) + 3(3𝑡 − 4) − 3 = 0  
⟹ 203𝑡 − 203 = 0 ⟹ 𝑡 = 1  

 وبالتالي: 

{

𝑥 = 13(1) − 11 

𝑦 = −5(1) + 9 

𝑧 = 3(1) − 4 

   ⟹ 𝐷′(2 , 4 , −1)  

 الجواب:  45)
𝐸 ∈ 𝑦𝑦′ ⟹ 𝐸(0 , 𝑦 , 0)  
𝐵(2 , 1 , 0)    ,    𝐴(2 , 0 , 2)  
⟹ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2 , 𝑦 , −2)  
        𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2 , 𝑦 − 1 , 0)  
                    ||𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗|| = ||𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗|| 
⟹√4 + 𝑦2 + 4 = √4 + (𝑦 − 1)2 + 0  

 بتربيع الطرفين نجد: 
8 + 𝑦2 = 4 + (𝑦 − 1)2 
⟹ 8+ 𝑦2 = 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1  
⟹ 3 = −2𝑦 ⟹ 𝑦 = −

3

2
  

⟹ 𝐸(0 , −
3

2
 , 0)  

 الجواب:   46)
𝐴(2 , 0 , 0)  ,   𝐵(0 , 3 , 0)   ,     𝐶(0 , 0 , 1)  
(𝐴𝐵𝐶):

𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑧

𝑐
= 1  

              
𝑥

2
+
𝑦

3
+
𝑧

1
= 1  

 :  6نضرب الطرفين بـِ   
⟹ (𝐴𝐵𝐶) ∶   3𝑥 + 2𝑦 + 6𝑧 = 6  
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𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑂 , 𝑃) =
|3(0) + 2(0) + 6(0) − 6|

√9 + 4 + 36
=
|−6|

√49

=
6

7
 

 الجواب:  47)
 المستقيم يوازي المستوي أي أنّ: 

𝑢⃗ ⊥ 𝑛⃗  
 وبالتالي: 

𝑛⃗ . 𝑢⃗ = 0 
⟹ (2 , −2 , 𝑎)(1 , −1 , 2) = 0 

⟹ 2(1) + (−2)(−1) + 𝑎(2) = 0 
⟹ 2 + 2 + 2𝑎 = 0 ⟹ 2𝑎 = −4 ⟹ 𝑎 = −2 

 

 الجواب:  48)

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑀 , 𝑃) =
|2(3) + 3 + 2(3) − 6|

√4 + 1 + 4
=
9

√9
=
9

3

= 3 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑀 , 𝑄) =
|2(3) − 2(3) − 3 + 6|

√4 + 4 + 1
=
3

√9
= 1 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑀 , 𝑑) = √32 + 12 = √10  
 الجواب:   49)

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

       =
1

2
(𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

        =
1

2
(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
(2 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ )  

 وبالتالي:   [𝐴𝐶]منتصف    𝐼حيثُ   
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

    [𝐴𝐶]تنطبق على منتصف   𝑀ومنه   

 الجواب:  50)
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

𝛼

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

       =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

6
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝑥 =
1

6
  ,   𝑦 =

2

6
=
1

3
 

 الجواب:  51)
 𝐼    مركز ثقل𝐵𝐶𝐷    وبالتالي𝐼   :هو م.أ.م للنقاط 

(𝐷 , 2)  ,   (𝐶 , 2)   ,   (𝐵 , 2)  ⟹ (𝐼 , 6)  
   𝐾   هي نظيرة𝐴    ِبالنسبة لـ𝐼   :أي أن 

𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ =
−1

1
𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗  

 م.أ.م للنقاط:  𝐾وبالتالي   
(𝐴 , −1)  ,   (𝐼 , 2)  

 م.أ.م  للنقاط:   𝐾ومنه   
(𝐴 , −3)  ,   (𝐼 , 6)   

 م.أ.م للنقاط:  𝐾ومنه  
(𝐴 , −3)  ,   (𝐵 , 2)  ,   (𝐶 , 2)  ,    (𝐷 , 2)  

 الجواب:   52)
 م.أ.م للنقاط:   𝐼فإنّ      𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث   𝐼بما أنّ   

(𝐴 , 1)  ,   (𝐵 , 1)  ,   (𝐶 , 1) ⟹ (𝐼 , 3)   
   𝐻  :م.أ.م  للنقاط 

(𝐼 , 3)  ,   (𝐷 , 3)  
 .    𝐷𝐼منتصف    𝐻وبالتالي  

 الجواب:  53)
𝑃 ∶ 𝑥 + 2𝑦 = 4   … (1)   
𝑄 ∶ 𝑥 − 𝑦 = 1  … (2)  

 نجد:   (1)من  
𝑥 = −2𝑦 + 4  

 نجد:   (2)ومن  
𝑥 = 𝑦 + 1  

 وبالتالي: 
−2𝑦 + 4 = 𝑦 + 1 ⟹ −3𝑦 = −3 ⟹ 𝑦 = 1  
⟹ 𝑥 = 1 + 1 = 2 ⟹ 𝑥 = 2  

𝑧نفرض أن   = 𝑡  : 

⟹ {
𝑥 = 2 
𝑦 = 1
𝑧 = 𝑡 

    ;   𝑡 ∈ ℝ    

 الجواب:  54)
𝑃1 ∶   𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 5 = 0  … (1) 

𝑃2 ∶   2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0    … (2) 

𝑃3 ∶   3𝑥 + 𝑦 − 4 = 0   … (3) 

 

⟹ {

𝑛𝑃1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,2,1) 

𝑛𝑃2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2, −1,0) 

𝑛𝑃3⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2,1,0) 

   

 :    𝑃1 و 𝑃3نوجد الفصل المشترك لـِ   
 نجد:   (2)من  

𝑦 = 2𝑥 − 1  
 نجد:   (3)ومن  

𝑦 = −3𝑥 + 4  
 وبالتالي: 

2𝑥 − 1 = −3𝑥 + 4 ⟹ 5𝑥 = 5 ⟹ 𝑥 = 1  
⟹ 𝑦 = 2(1) − 1 = 1 ⟹ 𝑦 = 1  

𝑧نفرض   = 𝑡   :ومنه 
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⟹ 𝑑 ∶  {
𝑥 = 1
𝑦 = 1
𝑧 = 𝑡 

    ; 𝑡 ∈ ℝ   

 فنجد:   𝑃1نعوّض في معادلة المستوي  
1 + 2(1) + 𝑡 − 5 = 0 ⟹ 𝑡 = 2  

متقاطعة بنقطة    𝑃1  و 𝑃2  و 𝑃3وبالتالي المستويات   
 واحدة وهي:   

(1 , 1 , 2)  
 الجواب:  كرة   55)

 الجواب:  56)
𝐼(2,0,1)  ,   𝐽(0, −2,3)  ⟹ 𝐼𝐽⃗⃗⃗  (−2 , −2 , 2)  
𝑃 ∶   𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0  
⟹ 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗  (1 , 1 , −1)  

هي معادلة المستوي المحوري للقطعة   𝑃بما أن  
[𝐼𝐽]      ّفإن𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ 𝐼𝐽⃗⃗⃗  و     مرتبطان خطيّا :    

−2

1
=
−2

1
=

2

−1
= −2     

⟹ 𝐽(0 , −2 ,   محققة    (3

 الجواب:   57)
   𝐺𝛼  :م.أ.م  للنقاط 

(𝐴, 𝛼) ,   (𝐵, 1 + 𝛼2)  ,   (𝐶, −𝛼)  
⟹ 𝛼𝐺𝛼𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + (1 + 𝛼2)𝐺𝛼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝛼𝐺𝛼𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗   
⟹ −𝛼(𝐴𝐺𝛼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝛼𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (1 + 𝛼2)𝐺𝛼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
⟹ −𝛼𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −(1 + 𝛼2)𝐺𝛼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
⟹ 𝐺𝛼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝛼

1 + 𝛼2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الجواب:   58)

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑂, 𝑃) =
|2(1) + (0) − 2(1) − 12|

√4 + 1 + 4
=
12

√9
= 4  

𝑅 = √𝑟2 + 𝑑𝑖𝑠𝑡2 = √42 + 32 = √16 + 9 = 5 

⟹ 𝑅 = 5 
 الجواب:  59)

𝑥 = 𝑥
𝑦 = 𝑦
𝑧 = 𝑧

} ⟹ {
𝜆 = 𝑡 + 1 

1 = 𝜆 − 1 ⟹ 𝜆 = 2
𝑡 = 1 

   

 نعوّض في المعادلة الأولى: 
2 = 1 +   محققة    1

 : 𝐿في    𝜆نعوّض   

⟹
𝑥 = 2

𝑦 = 2 − 1 = 1
𝑧 = 1 

} ⟹ (2,1,1)  

 الجواب:  60)
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
⟹𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0  

 م.أ.م للنقاط:  𝑀وبالتالي   
(𝐵, −1) ,   (𝐴, 1) ,   (𝐶, 1)  

 الجواب:  61)
 وعمودي على:   (1,2,1)مستوٍ مار من   

𝑑 ∶  {
𝑥 = 0 
𝑦 = −𝑡

𝑧 = −𝑡 + 1 
   ; 𝑡 ∈ ℝ  

⟹ 𝑛⃗ = 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = (0 , −1 , −1)    ,   𝐴(1,2,1)  
⟹ 0(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 2) − 1(𝑧 − 1) = 0  

⟹−𝑦 − 𝑧 + 3 = 0  
⟹ 𝑧 + 𝑦 − 3 = 0  

 الجواب:   62)
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1    … 𝐿1
−2𝑦 + 𝑧 = 1  … 𝐿2

−4𝑦 + 14𝑧 = −2   … 𝐿3 
 

 نجري التحويل السطري: 
−2𝐿2 + 𝐿3  ⟶ 𝐿3

′  
 فنحصل على: 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1  … 𝐿1
−2𝑦 + 𝑧 = 1  … 𝐿2 

12𝑧 = −4  … 𝐿3
′

 

𝐿3من  
 نجد:   ′

𝑧 = −
4

12
= −

1

3
⟹ 𝑧 = −

1

3
 

⟹ −2𝑦 −
1

3
= 1 ⟹ 𝑦 = −

2

3
 

⟹ 𝑥 =
2

3
+
1

3
+ 1 = 2 ⟹ 𝑥 = 2 

 وبالتالي المستويات الثلاث تشترك بنقطة واحدة هي: 
(2 , −

2

3
 , −

1

3
) 

 الجواب:   63)
{
𝑥 − 𝑦 + 1 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑦 − 1
𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 ⟹ 𝑥 = −𝑦 + 1 

 
⟹ 𝑦− 1 = −𝑦 + 1 ⟹ 2𝑦 = 2 ⟹ 𝑦 = 1  
⟹ 𝑥 = 1 − 1 = 0 ⟹ 𝑥 = 0  

𝑧نفرض    = 𝑡   :ومنه 

{
𝑥 = 0
𝑦 = 1
𝑧 = 𝑡 

   ;   𝑡 ∈ ℝ   

 الجواب:   64)
(𝑢⃗ + 𝑣 )(𝑢⃗ − 3𝑣 ) = 
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||𝑢⃗ ||
2
− 3𝑢⃗ . 𝑣 + 𝑢⃗ . 𝑣 − 3||𝑣 ||

2
= 

(5)2 − 3(−5) − 5 − 3(3)2 = 
25 + 15 − 5 − 27 = 
40 − 32 = 8  

 الجواب:   65) 
حول     𝐵𝐹𝐻𝐷من المستطيل     [𝐵𝐹]دوران الضلع  

(𝐷𝐻)    :ينتج مخروط محوره 
(𝐷𝐻) ⟶ (𝑂𝑍) 

 ومركزه: 
𝐷(0 , 0 , 0)  

 :   [𝐷𝐵]ونصف قطره   
𝐵(2 , 2 , 0)  

𝐷𝐵 = √(2 − 0)2 + (2 − 0)2 + (0 − 0)2 = 2√2 

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = (2√2)
2
    ;     0 ≤ 𝑧 ≤ 2  

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 8       ;      0 ≤ 𝑧 ≤ 2  
 الجواب:  66)

 خاطئ .  𝐶الاختيار  

 الجواب:  67)
𝐴(1,0) ,   𝐵(4,0)  ,   𝐶(5,3)   ,   𝐷(3,2)  ,   𝐸(0,1)   
⟹   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0)    ,     𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4,3)   
          𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2,2)   ,    𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1)   

⟹ {
𝑎 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 12 + 0 = 12 

𝑏 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 6 + 0 = 6

𝑐 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3 + 0 = −3 

  

⟹ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 12 + 6 − 3 = 15  

 بنوك الشعاعية 

𝟏 −      𝟏)  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
                           = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   𝑀   تنطبق على𝐹   . 
𝟐)   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
                = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   𝑀   تنطبق على𝐺   . 
𝟑)  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
               = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   𝑀   تنطبق على𝐸   . 
𝟒)   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
               = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   𝑀   خارج متوازي الأضلاع تقع في𝐸𝐴𝐺𝑍   . 

𝟓)  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

               =
1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

              = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  
2 −     1)  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  
                          = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

   𝑁   تقع على𝐽    . 
2)  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗   
              = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗   
              = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

   𝑁   تقع على𝐽    . 
3)   𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  
             = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

   𝑁   تقع على𝐼    . 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

2 −     1)   𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                          = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

                         = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
BG⃗⃗⃗⃗  ⃗ = AP⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .   𝐵𝐹𝐺𝐶مركز الرباعي    𝑃حيثُ  

𝟐)  𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  

=
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

=
1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

 .     𝐸𝐹𝐺𝐻مركز الرباعي   𝑄حيثُ  

𝟑)   𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

              =
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

              =
1

2
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

             =
1

2
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .    𝐷𝐻𝐸𝐴مركز الرباعي   𝑅حيثُ  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

𝟑 −  𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
                    = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 توازي.  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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2(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
2 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
−2 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹  𝛽 = 1  ,   𝛼 = −1 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
3

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

4𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 8𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
8𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 4𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
8(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) + 3(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) − 4𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
8𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 8𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 4𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
8𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 7𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
−7𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 8𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  
⟹  𝛽 = 8  ,   𝛼 = −7  ,   𝛾 = 3 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 تأمّل الشكل:  

𝟏)         
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
3

4
 

⟹ 4𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
⟹   4𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  
⟹ 4𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹ −𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹ 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹  𝛽 = 3  ,   𝛼 = 1 

𝟐)         
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
2

5
 

⟹ 5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
⟹ 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
⟹ 2(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) − 5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
⟹ 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
⟹ −3𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
⟹ 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
⟹  𝛽 = 2  ,   𝛼 = 3 

𝟑)    𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗     ∶    نلاحظ 
        ⟹  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
        ⟹  𝛽 = −1  ,   𝛼 = 1  ,   𝛾 = 1 

𝟒)    𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗          ∶    نلاحظ 
⟹ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  
⟹ 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ + 0𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
⟹  𝛽 = 1  ,   𝛼 = 0  ,   𝛾 = 1  

,𝐴)ثقل مركز الأبعاد   1), (𝐵,  .   4يساوي    (3
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   0), (𝐵, يقع    (3

 .   𝐵على  
,𝐵)مركز الأبعاد    10), (𝐴,    [𝐴𝐵]يقع في منتصف    (10

  . 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

   𝟐𝟏

𝟒𝟑
    : 

 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   ,      𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 من العلاقات:  

 (𝐸, ,𝐵)مركز لـ     (4 3) ,   (𝐶, 1)    . 
 (𝐹, ,𝐴)مركز لـ     (3 1) ,   (𝐷, 2)   . 
 (𝐺, ,𝐸)مركز لـ     (7 4) , (𝐹, 3)   . 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

7
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 وبالتالي:  
 (𝐺, ,𝐷)مركز لـ     (7 2), (𝐶, 1), (𝐵, 3), (𝐴, 1)  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ
 :   31صفحة   (𝟏)تدرّب 

 من الشكل:  
 (𝐾, ,𝐷)م.أ.م لـ     (3 1), (𝐴, 2)  . 
 (𝐼 ,2)    م.أ.م لـ(𝐶, 1), (𝐵, 1)     . 
 (𝐺, ,𝐼)م.أ.م لـ    (5 3), (𝐾, 2)    . 

لكن نلاحظ تناقض لذلك يجب تعديل أثقال النقاط  
𝐾 و 𝐼    :ُحيث 
2بـ     𝐼نضرب  

3
2بـ   𝐾ونضرب    

3
 لنصل إلى:   



 شغف الرياضيات   

 الأشعة  -  2025  –حلول مكثفة شغف الختام 

30  

(𝐼, ,𝐾)  و (3 2)  
 .   𝐺وهذا ما يتفّق مع  

 (𝐼,  م.أ.م لـلنقاط:   (3
(𝐶,

3

2
),   (𝐵,

3

2
) 

  (𝐾,  م.أ.م للنقاط:   (2
(𝐷,

3

2
) , (𝐴,

4

3
) 

 ومنه: 
𝑎 =

4

3
  ,      𝑏 =

3

2
  ,   𝑐 =

3

2
  ,    𝑑 =

3

2
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 تمرينات ومسائل 

 :   𝟑𝟓المسألة الأولى صفحة  
𝟏)    𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
                         = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
                         = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    
𝟐)          𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗    
              𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ              +  
                2 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝟑)      𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗   … (1)  

𝑙1 = 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑙2  
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗  … (2) 

𝑙1 = 𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝑙2 
 نجد:    (2) و(1)بجمع  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝟒)         𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗        … (1)  

𝑙1 = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

       𝐿𝐽⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗        … . (2)  

𝑙1 = 𝐿𝐶⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 نجد:   (1) و(2)من  
𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = 𝐿𝐽⃗⃗  ⃗ 

 متوازي أضلاع.    𝐼𝐾𝐽𝐿وبالتالي:   
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 :   𝟑𝟓المسألة الثانية صفحة  
𝟏)                     𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    

𝟐)                     𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝟑)                   𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐼𝐽⃗⃗⃗   

   𝐾    مركز لـ(𝐼, 3) ,   (𝐽, 3)     . 
𝟒)            𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

−2

−1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝟓)           𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
−1

−2
𝐿𝐶⃗⃗ ⃗⃗ =

1

2
𝐿𝐶⃗⃗ ⃗⃗  

𝟔)           𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
−2

−1
𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 𝑁    مركز لـ(𝐷, 1) ,   (𝑀,−2)    .

 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟐𝟓

𝟒𝟒
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 𝑀   مركز لـ(𝐸, 1) , (𝐺, 1) , (𝐵, 1) , (𝐴, 1)   
 (𝐽, ,𝐵)مركز لـ    𝟏)       (2 1) , (𝐺, 1)   

            (𝐼, ,𝐴)مركز لـ     (2 1) , (𝐸, 1)   
             (𝑀, ,𝐽)مركز لـ      (4 2) , (𝐼, 2)   

, 𝐽وبالتالي النقاط   𝐼 , 𝑀    .تقع على استقامة واحدة 
(𝐿, ,𝐵)مركز لـ    𝟐)       (2 1) , (𝐴, 1)    

            (𝐾, ,𝐺)مركز لـ     (2 1) , (𝐸, 1)   
             (𝑀, ,𝐿)مركز لـ      (4 2) , (𝐾, 2)   

, 𝐿وبالتالي النقاط   𝐾 ,𝑀    .تقع على استقامة واحدة 
[𝐾𝐿] و  [𝐼𝐽]        (𝟑     متناصفان في𝑀  

, 𝑀ومنه   𝐾 , 𝐿 , 𝐼 , 𝐽    .تقع في مستوٍ واحد 
 متوازي أضلاع.   𝐼𝐿𝐽𝐾وبالتالي  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟏

𝟗𝟒
  

 
𝟏)             𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

,𝐸)وبالتالي:    ,𝐷)مركز لـ     (1 𝛼) , (𝐴, 1 − 𝛼)  
𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   

,𝐹)وبالتالي:   ,𝐶)مركز لـ    (1 𝛼) , (𝐵, 1 − 𝛼)   . 
,𝐻)مما سبق نستنتج أنّ:    𝟐)     مركز لـ:  (2

(𝐶, 1), (𝐷, 1), (𝐴, 1 − 𝛼) , (𝐵, 1 − 𝛼)  
 (𝟑     (𝐼, 2 − 2𝛼)    :مركز لـ 

(𝐴, 1 − 𝛼) , (𝐵, 1 − 𝛼)  
  (𝐽, 2𝛼)   :مركز لـ 

(𝐶, 𝛼) , (𝐷, 𝛼)  
,𝐻)وبالتالي    مركز لـ:    (2

(𝐽, 2𝛼) ,   (𝐼, 2 − 2𝛼)  

, 𝐼ومنه فإنّ    𝐽 , 𝐻    .تقع على استقامة واحدة
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟐

𝟗𝟒
     𝟏)         𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗       

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
⟹𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

  (𝑀, ,𝐵)مركز لـ    (3 1) , (𝐶, 1) , (𝐷, 1)  
, 𝐵ومنه   𝐷 , 𝐶 , 𝑀    .تقع في مستوي واحد 

𝟐)    𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  

,𝑀)ومنه    مركز لـ :   (4
(𝐵, 1), (𝐷, 2) , (𝐶, 1)  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟔

𝟗𝟓
  

 
 بحث أول:  

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
,𝑄)وبالتالي     مركز لـ :   (1

(𝐴, 1 − 𝛼) ,   (𝐷, 𝛼)  
𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

,𝑃)وبالتالي     مركز لـ :   (1
(𝐴, 1 − 𝛼) ,   (𝐵, 𝛼)  

𝐶𝑆⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝑆)وبالتالي     مركز لـ :   (1

(𝐶, 1 − 𝛼) ,   (𝐵, 𝛼)  
𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝑅)وبالتالي     مركز لـ :   (1
(𝐶, 1 − 𝛼) ,   (𝐷, 𝛼)  
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  (𝐼, 2 − 2𝛼)    : مركز لـ 
(𝐶, 1 − 𝛼) , (𝐴, 1 − 𝛼)  "منتصف "  

 (𝐽, 2𝛼)    : مركز لـ 
(𝐷, 𝛼) , (𝐵, 𝛼)  "منتصف "  

 (𝐺,  مركز لـ :    (2
(𝐷, 𝛼) , (𝐶, 1 − 𝛼)  , (𝐵, 𝛼) , (𝐴, 1 − 𝛼)   

 لأنّ: 
 (𝐺, ,𝑃)مركز لـ     (2 1) ,   (𝑅, 1)  

(𝐺, ,𝑄)مركز لـ     (2 1) ,   (𝑆, 1)  
(𝐺, ,𝐽)مركز لـ     (2 2𝛼 ) ,   (𝐼, 2 − 2𝛼)   

 مما سبق نستنتج أنّ:  
(𝑄𝑆) ,   (𝑃𝑅) ,   (𝐼𝐽)  

 تلتقي في نقطة واحدة.  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟏

𝟖𝟎
      𝑀   𝟏مركز لـ)            (𝐵, 1) ,   (𝐴, −2)   

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

1

−1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  
⟹ 𝑡 = −1  

 𝑀   𝟐مركز لـ)                (𝐵, 3) ,   (𝐴, 2)    
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

3

5
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

⟹ 𝑡 =
3

5
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟐

𝟖𝟎
      𝑀   𝟏مركز لـ)            (𝐴, 5) ,   (𝐵, 2)   

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
2

7
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝟐)        2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀    مركز أبعاد لـ(𝐴, 3) ,   (𝐵, −1)   

𝟑)       𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 :    1طريقة 

 𝑀    مركز أبعاد لـ(𝐴, 4) , (𝐵,−3)   
 طريقة ثانية:  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

4𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
𝑀    مركز أبعاد لـ(𝐴, 4) , (𝐵,−3)   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟑

𝟖𝟏
    

 
𝐶   مركز لـ    (𝐴, 2) ,   (𝐵, −5)    

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
−5

−3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

5

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

     𝐴   مركز لـ    (𝐶, −3) ,   (𝐵, 5)    
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

−3

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

    𝐵   مركز لـ    (𝐶, 3) ,   (𝐴, 2)    
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

5
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

     
𝐶   مركز لـ    (𝐴, 6) ,   (𝐵, −4)    

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
−4

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

    𝐴   مركز لـ    (𝐶, 2) ,   (𝐵, 4)    
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

6
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

    𝐵   مركز لـ    (𝐴, −6) ,   (𝐶, 2)    
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

−4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟒

𝟖𝟏
     𝑀   𝟏مركز لـ)   (𝐶, 1), (𝐵, 1) , (𝐴, −1)  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
       =

1

1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

1
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

      = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 𝑀   𝟐مركز لـ)           (𝐶, 2) , (𝐵, 1) , (𝐴, 3)   

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

6
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟒

𝟖𝟏
        𝟏)                𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗          
 𝑀   :مركز أبعاد لـ 

(𝐴, 0) , (𝐵, 2) , (𝐶, −1)  
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𝟐)                     𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗       
𝑀   :مركز أبعاد لـ 

(𝐴, 1) , (𝐵, 1) , (𝐶, −1)  
𝟑)               𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗         

𝑀   :مركز أبعاد لـ 
(𝐴, 3) , (𝐵, 2) , (𝐶, −4)  

𝟒)           𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ط 𝟏             ⃗ 

              𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

       =
2

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝑀   :مركز أبعاد لـ 
(𝐴, 1) , (𝐵, 2) , (𝐶, 1)  

 :   2ط
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +

1

2
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +

1

2
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

1

2
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +

1

2
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟔

𝟖𝟏
     (𝐵′, ,𝐶)  مركز لـ   (2 1) ,   (𝐴, 1)   
 (𝐼, ,𝐵)مركز لـ    (4 2) , (𝐵′, 2)  

 وبالتالي:  
 (𝐼, ,𝐵)مركز لـ    (4 2) , (𝐴, 1) , (𝐶, 1)   

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
1 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⟹  𝜆 = 2  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟕

𝟖𝟏
     (𝐼, ,𝐶)  مركز لـ   (2 1) ,   (𝐵, 1)   
 (𝐽, ,𝐷)مركز لـ    (4 2) , (𝐼, 2)  

(𝐾, ,𝐴)مركز لـ    (8 4) , (𝐽, 4)  
 وبالتالي:  

 (𝐾, ,𝐵)مركز لـ:      (8 1) , (𝐴, 4) , (𝐶, 1), (𝐷, 2)       
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 𝟖

𝟖𝟏
     𝐺       :𝟏مركز لـ)                                  
 (𝐷, 3) ,   (𝐶, 1) ,   (𝐵, 1), (𝐴, 1)       

 (𝐾,  مركز أبعاد لـ:      (3
(𝐶, 1)  , (𝐵, 1) , (𝐴, 1)  

 وبالتالي:  
 (𝐺,  مركز لـ:    (6

(𝐷, 3) , (𝐾, 3)  
 𝐺   منتصف[𝐷𝐾]  

 
𝐺         :𝟐مركز لـ)                                    

(𝐷,−2) , (𝐶, −1) , (𝐵, 2) , (𝐴,−1)  
 (𝐼,  مركز لـ:    (2−

(𝐶, −1) , (𝐴, −1)  
 (𝐽,  مركز لـ:    (4−

(𝐷,−2) , (𝐼, −2)   
 (𝐺,  مركز لـ:    (2−

(𝐵, 2) , (𝐽, −4)  
𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗ = −1 𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗  

 
 𝐺            :𝟑مركز لـ)                                      

(𝐷, 6) , (𝐶, 3) , (𝐵, 2) , (𝐴, 1)  
 (𝐼,  مركز لـ:   (3

(𝐴, 1) , (𝐵, 2)  
 وبالتالي: 
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𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 (𝐽, ,𝐼)مركز لـ:    (6 3) , (𝐶,  "منتصف"    (3
 (𝐺,  مركز لـ:   (12

(𝐷, 6) ,   (𝐽, 6)  
 مركز أبعاد لـ:   𝐺وبالتالي  

(𝐷, 6) , (𝐶, 3) , (𝐵, 2) , (𝐴, 1)  

 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


