
 

 

يقي إلى  ت   طر قاق الاش  
ية        يم تعل يقي ال منصة طر

يقي  يبدا_بطر تقبل_ب  #المس

توى   المح
ترتيب كامل لأفكار بحثي   توي هذا الملف على  يح

تقاق  تاب و أسئلة    الاش مع حل أغلب مسائل الك
ية   ين خارج تمار الدورات السابقة بالإضافة إلى 

تكون عوناً للطالب في إنجاز   ير محلولة ل محلولة و غ
 هذا البحث باتقان و كفاءة 

 مدرس المادة 
 نذير تيناوي 
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 دراسة قابلية اشتقاق تابع  

 أولًا: عند نقطة :  

تابع   تقاق عند   𝒇نقول إن ال قابل للاش
 𝒂النقطة  

 إذا كانت النهاية 

𝒇′ሺ𝒂ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
 

يدة وندعو ذلك )   𝒇موجودة ومحدودة ووح
تقاق عند   تقاقي عند   𝒂أو𝒇قابل للاش  (𝒂اش

 :  1تمرين

تابع   𝒇ሺ𝒙ሻاثبت ان ال = √𝒙 + قابل   𝟏
تقاق عند   𝒂للاش = 𝟎 

 الحل: 

𝒇′ሺ𝒂ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝟎ሻ

𝒙 − 𝟎
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

√𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

ሺ√𝒙 + 𝟏 − 𝟏ሻሺ√𝒙 + 𝟏 + 𝟏ሻ

𝒙ሺ√𝒙 + 𝟏 + 𝟏ሻ

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙ሺ√𝒙 + 𝟏 + 𝟏ሻ
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝟏

√𝒙 + 𝟏 + 𝟏
=

𝟏

𝟐
 

  𝒇   ّتقاقي عند الصفر و إن  اش
  𝒇′ሺ𝟎ሻ =

𝟏

𝟐
 

 

 

 :  2تمرين

تابع   𝒇ሺ𝒙ሻاثبت ان ال = 𝟐√𝟐𝒙 + قابل   𝟏
تقاق عند   𝒂للاش = 𝟐 

 الحل: 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................
 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........ ................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

................................................ ........................
 ............................................................. 

ين تابع :  3تمر 𝒇ሺ𝒙ሻأثبت أن ال = 𝒙|𝒙|  
تقاقي عند   𝒂اش = 𝟎   
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 الحل: 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................ 

ين تابع   4تمر تقاق ال ية اش : ادرس قابل
𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙   عند𝒂 = 𝟎 

 الحل: 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ............................... 

ين   تابع  5تمر تقاق ال ية اش : ادرس قابل
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝒂عند   𝟒 = 𝟏   

 الحل: 

 ........................................................................
.............................................................. ..........

 ........................................................................
 ........................................................................

 ................. 

 ............................................................. 

ين   ية    6تمر تابع  : ادرس قابل تقاق ال اش
𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝒙+𝟏

𝒙𝟐+𝟐
𝒂عند    = 𝟎   

 الحل: 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................ 

..................................................... ....... 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................ 

 ............................................................. 

ياً : على مجال :    ثان

 :  1مبرهنة 

تقاقي على   -1 يح اش تابع صح    𝑹كل 
تابعان   -2 𝒙ال ↦ 𝒔𝒊𝒏𝒙   و𝒙 ⟼ 𝒄𝒐𝒔𝒙  

تقاقيان على      𝑹اش
تابع   -3 𝒙ال ↦ √𝒙   تقاقي على اش

]𝟎, +∞[   
تقاقي على   -4 تابع الكسري اش ما   𝑹ال

تعدم مقامه   عدا القيم التي 
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تقاقين   -5 تابعين اش مجموع و فرق 
تقاقي على   𝑰على    𝑰هو اش

تابع جذري :  م تقاق   جال اش

تابع جذري معرف على مجال من   إن أي 
,𝒂]النمط   [أو   ]∞+ − ∞, 𝒂]   ًتما تقاقي ح اش

,𝒂[على المجال   [أو   ]∞+ − ∞, 𝒂[   ثم
تقاق عند الطرف   ية الاش    𝒂ندرس قابل

تقاق . نغلق مجال   فإذا كان قابلًا للاش
تقاقية    الاش

 تدرب : 

توابع   تقاقية كلًا من ال أوجد مجال اش
ية ثم أوجد   تال   𝒇′ሺ𝒙ሻال

1 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 
  
2 𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
 

3 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟐𝒙 − 𝟒 
  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

4 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝟐 − 𝒙 
  

 
 
 
 
 

5 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟗 − 𝒙𝟐 
  

 
 
 
 
 
 

6 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝒙 
  

 
 
 
 
 
 
 

7 𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝟑 − 𝒙ሻ√𝟑 − 𝒙 
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تيجة :    ن

يكون   تابع جذري مضروب بمضمونه  كل 
تقاقي عند طرف المجال    اش

 قواعد الاشتقاق:  

 (1جدول الاشتقاقات الشهيرة: جدول )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أمثلة :  

 𝒇൫𝒙൯ = 𝟑𝒙 

 𝒇൫𝒙൯ = −𝟐𝒙 

 𝒇൫𝒙൯ =
𝒙

𝟐
 

 𝒇൫𝒙൯ = −𝒙 

 𝒇൫𝒙൯ = 𝒙𝟑 

 𝒇൫𝒙൯ = 𝒙𝟒 

 𝒇൫𝒙൯ = 𝒙𝟐 

 𝒇൫𝒙൯ = 𝒙−𝟑 

 𝒇൫𝒙൯ =
𝟑𝒙

𝟒
 

 𝒇൫𝒙൯ = ට𝟐 𝒙 
 𝒇൫𝒙൯ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 

 𝒇൫𝒙൯ = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 𝒇൫𝒙൯ = ට𝒙 
 (2جدول الاشتقاقات الشهيرة: جدول )

𝒇′ሺ𝒙ሻ 𝒇ሺ𝒙ሻ 
𝒖′ + 𝒗′ 𝒖 + 𝒗 
𝒖′ − 𝒗′ 𝒖 − 𝒗 

𝝀. 𝒖′ 𝝀. 𝒖 
𝒖′𝒗 + 𝒗′𝒖 𝒖. 𝒗 
𝒖′𝒗 − 𝒗′𝒖

𝒗𝟐
 

𝒖

𝒗
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ 𝒇ሺ𝒙ሻ 
𝟎 𝒌 
𝟏 𝒙 
𝒌 𝒌. 𝒙 

𝒏. 𝒙𝒏−𝟏 𝒙𝒏 
−𝟏

𝒙𝟐
 𝟏

𝒙
 

𝟏

𝟐√𝒙
 √𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 
−𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙 
= 𝟏/ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

𝒕𝒂𝒏𝒙 

−ሺ𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙ሻ 
= −𝟏/ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

𝒄𝒐𝒕𝒙 

http://www.myway.edu.sy/


 نذير تيناويإعداد المدرس:                   شتقاقبحث الا إلىطريقي                       منصة طريقي التعليمية      
 ثالث ثانوي علمي  الصف:                             1التحليل مادة:                                     

                     whatsapp/tel:0947050592                                                          WWW.Myway.edu.sy 

ية  تال توابع ال تق كلًا من ال  : اوجد مش
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑√𝒙 +

𝟏

𝒙
 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟏 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = −𝒙𝟐 +

𝟐

𝟑
𝒙𝟑 + √𝒙 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 +

𝟑

𝒙
 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝒙 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙  

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 

 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏 + 𝒙

𝟐𝒙
 

 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟑
 

 
 

 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐

𝒙 + 𝟏
 

 
 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝟐

𝟐𝒙
 

 
 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
 

 
 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
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𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 −

𝟐

𝒙 + 𝟏
 

 
 
 
 
 

 الاشتقاق المركب:

يكن   التابع المركب:  ,𝒈ل 𝒇   يث  𝒇تابعان بح
𝒈ሺ𝒙ሻو   𝑫𝒇معرف على   ∈ 𝑫𝒇   مهما يكن

𝒙 ∈ 𝑫𝒈 
تابع المركب   تابع    𝒇𝒐𝒈عندئذٍ ال هو ال

 المعرف بالشكل: 
𝒙 ⟼ ሺ𝒇𝒐𝒈ሻ = 𝒇൫𝒈ሺ𝒙ሻ൯ 

 اشتقاق التابع المركب:

ሺ𝒇൫𝒖ሺ𝒙ሻ൯
′

= 𝒇′൫𝒖ሺ𝒙ሻ൯. 𝒖′ሺ𝒙ሻ 
 مثال: 

ሺ𝒔𝒊𝒏ሺ𝒙𝟐ሻሻ′ = 𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙𝟐ሻ . ሺ𝒙𝟐ሻ′ 
= 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙𝟐ሻ 
 (3جدول الاشتقاقات الشهيرة: جدول )

𝒇′ሺ𝒙ሻ 𝒇ሺ𝒙ሻ 
𝒏 𝑼𝒏−𝟏ሺ𝒙ሻ. 𝑼′ሺ𝒙ሻ 𝑼𝒏ሺ𝒙ሻ 
𝑼′ሺ𝒙ሻ𝒄𝒐𝒔 ൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯ 𝒔𝒊𝒏൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯ 

−𝑼′ሺ𝒙ሻ𝒔𝒊𝒏 ൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯ 𝒄𝒐𝒔൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯ 

−
𝑼′

𝑼𝟐
 𝟏

𝑼ሺ𝒙ሻ
 

𝑼′

𝟐√𝑼ሺ𝒙ሻ
 √𝑼ሺ𝒙ሻ 

𝒂𝒇′ሺ𝒂𝒙 + 𝒃ሻ 𝒇ሺ𝒂𝒙 + 𝒃ሻ 
 : تدريب

ية:  تال توابع ال تقات كل من ال  اوجد مش
𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏ሻ𝟒 

 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔ሺ𝟑𝒙ሻ − 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟑

ሺ𝒙𝟐 − 𝟏ሻ𝟐
 

 
 
 
 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

√𝒙
 

 
 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐜𝐨 𝐬ሺ𝒙𝟐ሻ 
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𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢 𝐧ሺ𝟑𝒙 + 𝟏ሻ 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 

 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝒙𝟐 − 𝟏ሻ𝟑 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙𝟐 + 𝟏 
 
 

يب :    تدر

𝒇ሺ𝒙ሻليكن لدينا التابع   =
𝒙𝟐+𝟏

𝒙−𝟏
     , 

𝑫 = 𝑹\{𝟏} 
 احسب مشتقه  -1

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙ሺ𝒙 − 𝟏ሻ − ሺ𝒙𝟐 + 𝟏ሻ

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 − 𝟏

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

 استنتج مشتق التابع  -2
𝒈ሺ𝒙ሻ =

𝒙 + 𝟏

√𝒙 − 𝟏
 

 الحل 

 نلاحظ أن: 
𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇൫√𝒙൯ 

تقاق المركب:   حسب قاعدة الاش

⟹ 𝒈′ሺ𝒙ሻ = 𝒇′൫√𝒙൯. ൫√𝒙൯
′ 

=
𝒙 − 𝟐√𝒙 − 𝟏

൫√𝒙 − 𝟏൯
𝟐 .

𝟏

𝟐√𝒙
 

𝒈′ሺ𝒙ሻ =
𝒙 − 𝟐√𝒙 − 𝟏

𝟐√𝒙൫√𝒙 − 𝟏൯
𝟐  

𝒉ሺ𝒙ሻاستنتج مشتق :  -3 =
𝒙𝟒+𝟏

𝒙𝟐−𝟏
 

𝒉ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙𝟐ሻ 
تابع مركب:  تقاق   وحسب قاعدة اش

𝒉′ሺ𝒙ሻ = 𝒇′ሺ𝒙𝟐ሻ. ሺ𝒙𝟐ሻ′ 
=

𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏

ሺ𝒙𝟐 − 𝟏ሻ𝟐
. 𝟐𝒙 

𝒉′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙𝟓 − 𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝒙

ሺ𝒙𝟐 − 𝟏ሻ𝟐
 

𝒌ሺ𝒙ሻاستنتج مشتق   -4 =
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙+𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙−𝟏
 

𝒌ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ 
𝒌′ሺ𝒙ሻ = 𝒇′ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ . ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ′ 

𝒌′ሺ𝒙ሻ =
𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 − 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟏

ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
. 𝒄𝒐𝒔 𝒙  

𝒍ሺ𝒙ሻاستنتج مشتق:  -5 = ට
𝒙𝟐+𝟏

𝒙−𝟏
 

𝒍ሺ𝒙ሻ = √𝒇ሺ𝒙ሻ 
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𝒍′ሺ𝒙ሻ =
𝒇′ሺ𝒙ሻ

𝟐√𝒇ሺ𝒙ሻ
 

=

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐

𝟐√𝒇ሺ𝒙ሻ
 

=
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐ට𝒙𝟐 + 𝟏
𝒙 − 𝟏

 

𝒍′ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
. √

𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
 

يب:  تدر

    𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙+𝟑

𝒙−𝟏
 

 𝑫𝒇عين  -1
ثم استنتج مشتق التابع   𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب   -2

𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇൫√𝒙൯   , 𝒉ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ 
𝒍ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙𝟒ሻ 

 الحل 
𝒇   معرف على𝑹\{𝟏} 

تقاقي على    𝑹\{𝟏}واش

1- 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙+𝟑

𝒙−𝟏
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐ሺ𝒙 − 𝟏ሻ − 𝟏ሺ𝟐𝒙 + 𝟑ሻ

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟐𝒙 − 𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

= −
𝟓

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

(𝒇൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯)
′

= 𝒇′൫𝑼ሺ𝒙ሻ൯. 𝑼′ 

𝒇′൫√𝒙൯ =
−𝟓

൫√𝒙 − 𝟏൯
𝟐 . ൫√𝒙൯

′ 

𝒈′ሺ𝒙ሻ =
−𝟓

൫√𝒙 − 𝟏൯
𝟐 .

𝟏

𝟐√𝒙
 

𝒉′ሺ𝒙ሻ = 𝒇′ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ′ 

=
−𝟓

ሺ𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
. 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒍′ሺ𝒙ሻ = 𝒇′ሺ𝒙𝟒ሻ. 𝟒𝒙𝟑 

=
−𝟓

ሺ𝒙𝟒 − 𝟏ሻ𝟐
. 𝟒𝒙𝟑 

يب:   تدر

𝒇ሺ𝒙ሻلدينا التابع   =
𝒙+𝟏

𝒙
 

 𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب   (1
 𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯استنتج مشتق التابع   (2
  𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯احسب بشكل مباشر   (3

 . ومشتقه ثم استنتج تطابق الحلين

 الحل 

1) 𝒇′ሺ𝒙ሻ = −
𝟏

𝒙𝟐
 

2) [𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯]
′

= 𝒇′൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯. 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

=
−𝟏

𝒇𝟐ሺ𝒙ሻ
(−

𝟏

𝒙𝟐
) 

= −
𝟏

(
𝒙 + 𝟏

𝒙 )
𝟐 . (−

𝟏

𝒙𝟐
) =

𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

3) 𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯ =
𝒇ሺ𝒙ሻ+𝟏

𝒇ሺ𝒙ሻ
=

𝒙+𝟏

𝒙
+𝟏

𝒙+𝟏

𝒙
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=

𝒙 + 𝟏 + 𝒙
𝒙

𝒙 + 𝟏
𝒙

=
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
 

[𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯]
′

=
𝟐ሺ𝒙 + 𝟏ሻ − 𝟏ሺ𝟐𝒙 + 𝟏ሻ

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟐𝒙 + 𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
=

𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

تطابقان.   م

 تدرب:    

 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 
 𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب   -1
[𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯]استنتج   -2

′ 
بشكل مباشر   𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯احسب   -3

 . واشتقه

 الحل: 

1- 𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 + 𝟑 
2- [𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯]

′
= 𝒇′൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯. 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

= [𝟐൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯ + 𝟑]ሺ𝟐𝒙 + 𝟑ሻ 
= [𝟐ሺ𝒙𝟐 + 𝟑𝒙ሻ + 𝟑]ሺ𝟐𝒙 + 𝟑ሻ 
= [𝟐𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟑]ሺ𝟐𝒙 + 𝟑ሻ 

= 𝟒𝒙𝟑 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟖𝒙 + 𝟔𝒙 + 𝟗 
= 𝟒𝒙𝟑 + 𝟏𝟖𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 + 𝟗 

3- 𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯ = ൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯
𝟐

+ 𝟑൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯ 

= ሺ𝒙𝟐 + 𝟑𝒙ሻ𝟐 + 𝟑ሺ𝒙𝟐 + 𝟑𝒙ሻ 
= 𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟗𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 

= 𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 

[𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯]
′

= 𝟒𝒙𝟑 + 𝟏𝟖𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 + 𝟗 

 تدرب :  

تق   في كل من الحالات الآتية . أوجد مش
تابع    الموافقة   𝒂عند   𝒇′ሺ𝒂ሻثم احسب   𝒇ال

𝒂 = 𝟏 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
+ 𝟏 

𝒂 = −𝟏 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 +

𝟏

𝒙
 

𝒂 = 𝟐 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟐𝒙 + 𝟒 
𝒂 = 𝟎 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 
𝒂 = 𝟎 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
 

تابع مركب( : 2مبرهنة  تقاقية   : )مجال اش

يكن   تقاقياً على مجال   𝒈ل   𝒖و   𝑱تابعاً اش
تقاقي على مجال   ياً   𝑰تابع اش و بفرض أنه أ

𝒙كان   ∈ 𝑰   فإن𝒖ሺ𝒙ሻ ∈ 𝑱   تابع يكون ال عندئذٍ 
𝒇: 𝒙 ↦ 𝒈൫𝒖ሺ𝒙ሻ൯   تقاقي على   𝑰اش

 تدرب :  

تابع   يكن ال وفق    𝑹\{𝟏}المعرف على   𝒇ل
𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝟐𝒙+𝟑

𝒙−𝟏
   

   𝒇′ሺ𝒙ሻعين   -1
تابع المعرف على   𝒈نرمز بالرمز   -2 لل

𝑰 =] −
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
 وفق   ]
  𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒔𝒊𝒏𝒙ሻ   أثبت أن .𝒈  

تقاقي على     𝒈′ሺ𝒙ሻثم احسب   𝑰اش
  𝑰على  
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تابع المعرف على   𝒉نرمز بالرمز   -3 𝑱لل =

]𝟏, 𝒉ሺ𝒙ሻوفق   ]∞+ = 𝒇൫√𝒙൯   
تقاقي على   𝒉أثبت أن   -4 ثم أوجد   𝑱اش

𝒉′ሺ𝒙ሻ   على𝑱 
 الحل : 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

........ ..................................................... 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

................ ............................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

........................ ..................................... 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

................................ ............................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

........ ..................................................... 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

................ ............................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 
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 ............................................................. 

........ ..................................................... 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

................ ............................................. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التفسير الهندسي للاشتقاق  

يد   :   تمه

تب بالشكل :   تك تقيم   إن معادلة أي مس
𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃 

و لكن يمكن أن نأخذ شكلًا آخر للمعادلة  
تقياً مار من النقطة   dفإذا كان  مس
𝑨ሺ𝒙𝟎, 𝒚𝟎ሻ    يله فإن معادلة   𝒎و م

تقيم تصبح :    المس
𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎ሺ𝒙 − 𝒙𝟎ሻ 

تمرين : أوجد معادلة المستقيم المار من 

,𝑨ሺ𝟏النقطة  𝟑ሻ  و ميله𝒎 = 𝟐   

 الحل :  
𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎ሺ𝒙 − 𝒙𝟎ሻ 

𝒚 − 𝟑 = 𝟐ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

𝒚 − 𝟑 = 𝟐𝒙 − 𝟐 

𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟐 + 𝟑 

𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟏 
يل   𝒙لاحظ أن أمثال   هي نفسها م

تقيم    المس

تقيم مثال يل المس  : إن م
  𝒚 = 𝟑𝒙 −   𝟑هو   𝟒

تقيم من  ملاحظة  يل مس : لمعرفة م
ته بالشكل القانوني أي   تاب يجب ك ته  معادل

𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃   

 سيكون العوض جميلاً 

واصل المسير .. واستبشر بكل 

 خير فهو آتٍ 
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 مثال : حدد ميل المستقيم في الحالات التالية 

1- 𝒚 − 𝟐𝒙 = 𝟏   
 نصلح شكل المعادلة:  

𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟏 
تالي   𝒎و بال = 𝟐  

2- 𝟐𝒚 − 𝟒𝒙 = 𝟎   
𝟐𝒚نصلح شكل المعادلة   = 𝟒𝒙 

𝒚 = 𝟐𝒙 
تالي   𝒎و بال = 𝟐 

3- 𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟓   
 نصلح :  

𝟐𝒚 = −𝒙 + 𝟓 

𝒚 = −
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟓

𝟐
 

تالي   𝒎و بال −
𝟏

𝟐
 

تاج معادلة المماس تن  اس

يكن   تابع  𝒄𝒇ل ياني لل المعرف و   𝒇الخط الب
تقاقي عند   تمر و الاش يكن   𝒂المس من   𝒙و ل

   𝒂جوار ما لـ  

 

يكن   ياني   𝑻و ل تقيم القاطع للخط الب المس
𝒄𝒇   : تين  في النقط

ሺ𝒂, 𝒇ሺ𝒂ሻ   , ൫𝒙, 𝒇ሺ𝒙ሻ൯ 

يفاً -نعلم  تقيم   𝒎أن  -تعر يل المس   𝑻م
يث   𝒕𝒂𝒏ሺ𝜽ሻيساوي   تي   𝜽ح الزاوية ال
   مع محور الفواصل  𝑻يصنعها 

 

تك هنا :            ضع رسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نلاحظ أن : 

𝒇ሺ𝒙ሻالمقابل =   − 𝒇ሺ𝒂ሻ   

𝒙المجاور =   − 𝒂  

 و لما كان :  
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𝒎 = 𝒕𝒂𝒏𝜽 =
المقابل 
المجاور 

 

𝒎 =
𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
 

𝒙و لكن عندما  → 𝒂   تقيم  𝑻يسعى المس
يكون مماساً للخط   تي   𝑪𝒇ل في النقطة ال

تها  يل هذا   𝒂فاصل تالي يكون م و بال
 المماس :  

𝒎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

 

 

تك هنا :                           ضع رسم

 

 

 

 

 

 

 

 

تالي :  سي للعدد و بال ير الهند تفس   ال
تق   يل المماس عند   𝒇′ሺ𝒂ሻالمش هو م

تها   تي فاصل   𝒂النقطة ال

 معادلة المماس :  

يله  تقيم م يمر من   𝒎نعلم أن أي مس و 
,𝑨ሺ𝒙𝟎النقطة   𝒚𝟎ሻ   : تعطى بالشكل 

𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎ሺ𝒙 − 𝒙𝟎ሻ 
تقيم المطلوب هو   فإذا كان المس
تها   تي فاصل   𝒂المماس في النقطة ال

يكون :    ف

تماس     𝒂فاصلة نقطة ال

تماس   𝒚𝟎تراتيب نقطة ال = 𝒇ሺ𝒂ሻ   

يل المماس   𝒎و م = 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

 نعوض:  
𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎ሺ𝒙 − 𝒙𝟎ሻ 

𝒚 − 𝒇ሺ𝒂ሻ = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ 

𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ  
 لإيجاد معادلة المماس :   إذن : 

   𝒂نحدد الفواصل   -1
تيب   -2 ترا    𝒇ሺ𝒂ሻنحدد ال
يل   -3 𝒎نوجد الم = 𝒇′ሺ𝒂ሻ  
 نعوض في القانون   -4
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ين :    تمر

تابع   𝒇ሺ𝒙ሻأثبت أن ال = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏  

تقاق عند   𝒂قابل للاش = 𝟐   

تج معادلة المماس في النقطة   تن ثم اس
تها   تي فاصل 𝒂ال = 𝟐  

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

................ ............................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

........................ ..................................... 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

 ............................................................. 

يل المماس للخط  :  مثال عند  𝒄𝒇 أوجد م
𝒙 = يث :  𝟏  ح

  𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏  

تقاقي على    𝒇:   الحل   :   𝑹اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟒𝒙 − 𝟒 

𝒎 = 𝒇′ሺ𝟏ሻ = 𝟒 − 𝟒 = 𝟎 
يل يساوي الصفر   )))إذا كان الم

تقيم أفقي (((   فالمس

تابع :  مثال يل المماس لل  أوجد م
  𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏𝒙  تها تي فاصل 𝝅في النقطة ال

𝟑
   

تقاقي على    𝒇:   الحل   :    𝑹اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝒎 = 𝒇′ (
𝝅

𝟑
) = 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) =

𝟏

𝟐
 

𝒙قانون معادلة المماس عند   = 𝒂   : 
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 

 :  تدرب

عند قيمة  𝒄𝒇أوجد معادلة المماس للخط  

𝒂 : الموافقة في كلٍ من الحالات الآتية   

1- 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝒙+𝟏
  ∶ 𝒂 = 𝟏 

2- 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟐𝒙 − 𝟒    ∶    𝒂 = 𝟏𝟎   
3- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙   ∶   𝒂 = 𝟎 
4- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝒙    ∶ 𝒂 = 𝟏 
5- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ     𝒂 =

𝝅

𝟒
   

 الحل :  

1- 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝒙+𝟏
    ;   𝒂 = 𝟏 

𝒇   تقاقي على  :𝑹\{−𝟏}اش
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𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟏 − 𝒙

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
=

𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

𝒂لدينا فاصلة نقطة التماس   = 𝟏  

 نوجد التراتيب :

❖𝒇ሺ𝟏ሻ =
𝟏

𝟏 + 𝟏
=

𝟏

𝟐
 

 نوجد الميل :  

❖𝒇′ሺ𝟏ሻ =
𝟏

ሺ𝟏 + 𝟏ሻ𝟐
=

𝟏

𝟒
 

 فمعادلة المماس :  
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝟏ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ + 𝒇ሺ𝟏ሻ 

𝒚 =
𝟏

𝟒
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ +

𝟏

𝟐
 

𝒚 =
𝟏

𝟒
𝒙 −

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟐
 

𝒚 =
𝟏

𝟒
𝒙 +

𝟏

𝟒
 

2- 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟐𝒙 − 𝟒    𝒂 = 𝟏𝟎 

𝒇   تقاقي على ,𝟐[اش +∞[    : 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐

𝟐√𝟐𝒙 − 𝟒
=

𝟏

√𝟐𝒙 − 𝟒
 

𝒂لدينا الفواصل   = 𝟏𝟎   

 نوجد التراتيب :  

❖𝒇ሺ𝟏𝟎ሻ = √𝟐𝟎 − 𝟒 = 𝟒 

 نوجد الميل :  

❖𝒇′ሺ𝟏𝟎ሻ =
𝟏

√𝟐𝟎 − 𝟒
=

𝟏

𝟒
 

 فمعادلة المماس :  
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝟏𝟎ሻሺ𝒙 − 𝟏𝟎ሻ + 𝒇ሺ𝟏𝟎ሻ 

𝒚 =
𝟏

𝟒
ሺ𝒙 − 𝟏𝟎ሻ + 𝟒 

𝒚 =
𝟏

𝟒
𝒙 −

𝟓

𝟐
+ 𝟒 

𝒚 =
𝟏

𝟒
𝒙 +

𝟑

𝟐
 

3- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙   ∶   𝒂 = 𝟎 

𝒇   تقاقي على  :   𝑹اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝒂لدينا الفواصل :   = 𝟎  

 نوجد التراتيب :  
❖𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟎 

 نوجد الميل :  

❖𝒇′ሺ𝟎ሻ = 𝟎 

 فمعادلة المماس :  
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝟎ሻሺ𝒙 − 𝟎ሻ + 𝒇ሺ𝟎ሻ 

𝒚 = 𝟎ሺ𝒙 − 𝟎ሻ + 𝟎 

𝒚 = 𝟎 
4- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝒙    ∶ 𝒂 = 𝟏 

𝒇   تقاقي على ,𝟎[اش +∞[  

𝒇′ሺ𝒙ሻ = √𝒙 +
𝟏

𝟐√𝒙
𝒙 = √𝒙 +

√𝒙

𝟐

=
𝟑

𝟐
√𝒙 

𝑎لدينا الفواصل   = 1   

 نوجد التراتيب :  

❖𝒇ሺ𝟏ሻ = 𝟏   

 نوجد الميل :  

❖𝒇′ሺ𝟏ሻ =
𝟑

𝟐
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 فمعادلة المماس : 
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝟏ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ + 𝒇ሺ𝟏ሻ 

𝒚 =
𝟑

𝟐
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ + 𝟏 

𝒚 =
𝟑

𝟐
𝒙 −

𝟑

𝟐
+ 𝟏 

𝒚 =
𝟑

𝟐
−

𝟏

𝟐
 

5- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ     𝒂 =
𝝅

𝟒
  

𝒇   تقاقي على  :   𝑹اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐 𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙ሻ 

𝑎لدينا الفواصل   =
𝜋

4
 

 نوجد التراتيب :  

❖𝒇 (
𝝅

𝟒
) = 𝒔𝒊𝒏 (𝟐

𝝅

𝟒
) 

= 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
) = 𝟏 

 نوجد الميل :  

❖𝒇′ (
𝝅

𝟒
) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟐

𝝅

𝟒
) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟐
)

= 𝟎 
 فمعادلة المماس :  

𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 

    𝒚 = 𝟎 (𝒙 −
𝝅

𝟒
) + 𝟏 

𝒚 = 𝟏 

 حالات خاصة لطلبات المماس : 

 : الفواصل معلومة  الحالة الأولى 

يه سابقاً   تدربنا عل  و هي ما 

 : ية تراتيب معلومة  الحالة الثان  :  𝒃ال

𝒇ሺ𝒙ሻنضع   -1 = 𝒃   
الفواصل  بحل المعادلة نحصل على  -2

𝒂 = 𝟏   
تق   -3  نش
يل   -4 𝒎نوجد الم = 𝒇′ሺ𝒂ሻ  
 نعوض في القانون   -5

 تدرب :  

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝒙

𝒙+𝟏
  𝑪. جد معادلة المماس للخط   

ترتيبها  تي  𝟑في النقطة ال

𝟒
 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................
 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........ ................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

................................................ ........................
 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................
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................ ........................................................
 ........................................................................ 

 تدرب :  

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝟏

𝒙+𝟐
  𝑪. جد معادلة المماس للخط   

ترتيبها  تي     𝟏−في النقطة ال

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........... .............................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

................................................... .....................
.............................................   

يحقق  ملاحظة :  يوجد أكثر من مماس  قد 
 الشرط  

 تدرب :  

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙   جد معادلة المماس .

ترتيبها  𝑪للخط      𝟐−في النقطة التي 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................
 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................   

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

. .......................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

......................................... ...............................
.............................................   

 : يل معلوم   الحالة الثالثة  :   𝒎الم

تق   -1  نش
𝒇′ሺ𝒙ሻنضع   -2 = 𝒎   
نحل المعادلة فنحصل على   -3

   𝒂الفواصل  
تيب   -4 ترا  𝒇ሺ𝒂ሻنوجد ال
 نعوض في القانون   -5

 تدرب :   

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙   جد معادلة المماس .

يله   𝑪للخط     𝟐الذي م
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 ........................................................................
 ........................................................................

..................... ...................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

............................................................. ...........
 ........................................................................

.............................................   

 ........................................................................
 .................................................. 

 تدرب :   

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝟐+𝒙

𝒙
  𝑪. جد معادلة المماس للخط   
يله   −الذي م

𝟏

𝟐
 

 ........................................................................
 .................................................. 

 ........................................................................
 .................................................. 

 .......... ..............................................................
 .................................................. 

 ........................................................................
 .................................................. 

 ........................................................................
 .................................................. 

 .......... ..............................................................
 .................................................. 

 ........................................................................
 .................................................. 

.................... ......................................... 

: تقم موازي   الحالة الرابعة  مس

تقيم بالشكل   -1 تب معادلة المس نك
𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒑   

تق   -2  نش
𝒇′ሺ𝒙ሻنضع   -3 = 𝒎   
 تُرد إلى الحالة السابقة   -4

 تدرب :  

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + . جد معادلة المماس للخط   𝟓

𝑪 ته تقيم الذي معادل  الموازي للمس
  𝒚 − 𝟐𝒙 = 𝟎 

 ........................................................................
 ........................................................................

 .......................................... ..............................
 ........................................................................
 ........................................................................
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 ........................................................................
 .......... ..............................................................

 ........................................................................
 ........................................................................

 .................................................. ......................
 ............ 

 : مماسٌ أفقي   الحالة الخامسة 

تق   -1  نش
يله بما أن المماس أف  -2 قي فإن م

𝒎 = 𝟎  
𝒇′ሺ𝒙ሻفنضع   = 𝟎  

 نكمل كما الحالة السابقة  -3
 

   

 تدرب :  

يكن   تابع  𝒄ل ياني لل المعرف وفق   𝒇الخط الب
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 جد معادلة المماس .   

   𝑪للخط   الأفقي 

 ........................................................................
 ........................................................................
 ........................................................................

........................................ ................................
 ........................................................................
 ........................................................................

 ........................................................................
........ ................................................................

 ........................................................................
 ........................................................................

 ............ 

 المميزة التالية : أضف إليها  الحالة☺

تقيم  تابع ومس للمماس   معامد إذا أعطانا 
ية :  تال تبع الخطوات ال  عندئذ ن

تب معادلة المماس بالشكل   -1 نك
 القانوني  

𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃 
تقيم المعطى   -2 يل المس    ′𝒎نرمز لم
تعام -3 .𝒎 د شرط ال 𝒎′ = −𝟏 
تق ثم نضع   -4 𝒇ሺ𝒙ሻنش = −

𝟏

𝒎′
 

فنحصل على الفواصل   𝒙ثم نعزل  
𝒙 = 𝒂   

تعلمنا   -5 نوجد معادلة المماس كما 
 سابقاً . 

أوجد معادلة المماس للخط  :    مثال

تابع   ياني لل  المعرف بالشكل :     𝒇الب
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 

تقيم   𝒚و المعامد للمس +
𝒙

𝟒
= 𝟏 

 الحل :  

http://www.myway.edu.sy/


 نذير تيناويإعداد المدرس:                   شتقاقبحث الا إلىطريقي                       منصة طريقي التعليمية      
 ثالث ثانوي علمي  الصف:                             1التحليل مادة:                                     

                     whatsapp/tel:0947050592                                                          WWW.Myway.edu.sy 

تقيم بالشكل   -1 تب معادلة المس نك
 القانوني :  

𝒚 = −
𝟏

𝟒
𝒙 + 𝟏 

′𝒎لدينا  -2 = −
𝟏

𝟒
  

يل المماس المطلوب هو :   -3  فم
𝒎 = −

𝟏

𝒎′
 

𝒎 = −
𝟏

−
𝟏
𝟒

= 𝟒 

يكون :   -4 تالي   و بال
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟒 

𝟒𝒙 − 𝟒 = 𝟒 

𝟒𝒙 = 𝟖   → 𝒙 = 𝟐 
𝒇ሺ𝟐ሻثم نحسب   = فنجد أن   𝟑

 معادلة المماس :  
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝟐ሻሺ𝒙 − 𝟐ሻ + 𝒇ሺ𝟐ሻ 

𝒚 = 𝟒ሺ𝒙 − 𝟐ሻ + 𝟑 

𝒚 = 𝟒𝒙 − 𝟓 
ين :    تمار

ين الأول  تمر يكن  ال تابع   𝒄: ل ياني لل الخط الب
𝒇   المعرف على𝑹  \{−𝟏}   وفق𝒇ሺ𝒙ሻ =

𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟏

𝒙+𝟏
 

 

تب معادلة لمماس   -1 في النقطة    𝑪اك
تها   تي تساوي فاصل   𝟏ال

يقبل   -2 ياً    𝑪هل  مماساً مواز
ته  تقيم الذي معادل 𝒚للمس = −𝟒𝒙   

يقبل   -3 ياً  𝑪هل  مماساً مواز
ته  تقيم الذي معادل 𝟑𝒙للمس −

𝟐𝒚 = 𝟎   
ين الثاني  تمر يكن    ال تابع   𝑪: ل ياني لل الخط الب

𝒇   المعرف على𝑹   وفق𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝒙𝟐+𝟐
   

في النقطة    𝑪أعطِ معادلة لمماس   -1
تها   تي تساوي فاصل  𝟏ال

يقبل   -2 ياً  𝑪هل  مماساً مواز
ته تقيم الذي معادل  للمس

  𝟒𝒚 + 𝒙 = 𝟎 
يقبل   -3 ياً  𝑪هل  مماساً مواز

ته تقيم الذي معادل  للمس
  𝟒𝒙 − 𝒚 = 𝟎  

 

ين الثالث تمر تابع   ال يكن لدينا ال   𝒇: ل
𝒇ሺ𝒙ሻوفق    𝑹المعرف على   = √𝒙𝟐 + 𝟓   

تابع  ياني لل تب معادلة لمماس الخط الب اك
𝒇  تها 𝒙في النقطة التي فاصل = −𝟐  

 الحل:  

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟓
=

𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟓
 

𝒇ሺ−𝟐ሻ = √ሺ−𝟐ሻ𝟐 + 𝟓 = √𝟗 = 𝟑 

𝒇′ሺ−𝟐ሻ =
−𝟐

√ሺ−𝟐ሻ𝟐 + 𝟓
= −

𝟐

𝟑
 

 فمعادلة المماس :  
𝑻: 𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 
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𝒚 = −
𝟐

𝟑
ሺ𝒙 + 𝟐ሻ + 𝟑 

𝒚 = −
𝟐

𝟑
𝒙 −

𝟒

𝟑
+ 𝟑 

𝒚 = −
𝟐

𝟑
𝒙 +

𝟓

𝟑
 

 ^_^ : الشغفملاحظات 

يرد السؤال بالشكل : أوجد :  1ملاحظة  قد 
ياني في نقطة   معادلة المماس للخط الب

تراتيب  تقاطعه مع محور ال

تيب   ترا تقاطع مع محور ال  لإيجاد نقطة ال

𝒙نضع   = تكون نقطة     𝒇ሺ𝟎ሻأي نحسب   𝟎 ف
تماس   ,൫𝟎ال 𝒇ሺ𝟎ሻ൯ 

ياني   : مثال  أوجد معادلة لمماس الخط الب
تابع   المعرف بالشكل  𝒇لل

  𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + تقاطعه   𝟒 في نقطة 
تراتيب    مع محور ال

 الحل :  

تماس : نضع   - 𝒙إيجاد نقطة ال = 𝟎    : 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟒 

تماس   ,ሺ𝟎فنقطة ال 𝟒ሻ 
يل :   -  إيجاد الم

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 − 𝟑 

𝒎 = 𝒇′ሺ𝟎ሻ = −𝟑 
يه تكون معادلة المماس :   -  و عل

𝒚 = 𝒇′ሺ𝟎ሻሺ𝒙 − 𝟎ሻ + 𝒇ሺ𝟎ሻ 

𝒚 = −𝟑𝒙 + 𝟒 

في حال كان الطلب إيجاد    :2ملاحظة 
تقاطع مع   معادلة المماس في نقطة ال

محور الفواصل عندئذٍ لإيجاد نقطة  
تماس نضع   𝒚ال = 𝟎   

𝒇ሺ𝒙ሻأي   = ونحل المعادلة للوصول إلى    𝟎
تماس   𝒙فواصل نقطة ال = 𝒂  

ياني  : مثال  أوجد معادلة لمماس الخط الب
تابع   المعرف بالشكل :   𝒇لل

𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝟐𝒙 − 𝟒 − 𝟏  
تقاطعه مع محور الفواصل   . في نقطة 

 الحل :  

𝒚نضع   =  أي :   𝟎
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

√𝟐𝒙 − 𝟒 − 𝟏 = 𝟎 

√𝟐𝒙 − 𝟒 = 𝟏 

𝟐𝒙 − 𝟒 = 𝟏 

𝟐𝒙 = 𝟓 

𝒙 =
𝟓

𝟐
 

تماس   و  تالي نقطة ال ሺبال
𝟓

𝟐
, 𝟎ሻ 

يل :    لنوجد الم

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐

𝟐√𝟐𝒙 − 𝟒
=

𝟏

√𝟐𝒙 − 𝟒
 

𝒎 = 𝒇′ (
𝟓

𝟐
) =

𝟏

√𝟓 − 𝟒
= 𝟏 
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 فمعادلة المماس :  

𝒚 = 𝒇′ (
𝟓

𝟐
) (𝒙 −

𝟓

𝟐
) + 𝒇 (

𝟓

𝟐
) 

𝒚 = 𝒙 −
𝟓

𝟐
 

يكون السؤال أوجد  :   3الملاحظة  ياناً  أح
تابع   ياني لل في   𝒇معادلة المماس للخط الب

تقه الثاني   تعدم مش تي   النقطة ال

 عندئذٍ :  

 𝒇′ሺ𝒙ሻنحسب   -1
𝒇′′ሺ𝒙ሻنحسب   -2 = ൫𝒇′ሺ𝒙ሻ൯

′   
تق الثاني   -3 𝒇′′ሺ𝒙ሻنعدم المش = 𝟎 

تماس   فنحصل على فواصل نقطة ال
𝒙 = 𝒂   

,𝒇ሺ𝒂ሻنحسب   -4 𝒇′ሺ𝒂ሻ    و نعوض في
 القانون . 

 

ياني  مثال :  أوجد معادلة المماس للخط الب
تابع  𝒇ሺ𝒙ሻالمعرف بالشكل   𝒇لل = 𝟑𝒙𝟐 −

𝒙𝟑  تقه الثاني تعدم مش  . في النقطة التي 

 الحل :  

تق الاول :   -1  نوجد المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟔𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 

تق الثاني :   -2  نوجد المش
𝒇′′ሺ𝒙ሻ = 𝟔 − 𝟔𝒙 

تق الثاني :   -3  نعدم المش

𝟔 − 𝟔𝒙 = 𝟎 

𝒙 = 𝟏 
تماس  و  تالي فواصل نقطة ال 𝒂بال =

𝟏 
𝒇ሺ𝟏ሻنحسب   -4 = 𝟑 − 𝟏 = 𝟐 

𝒇′ሺ𝟏ሻ = 𝟔 − 𝟑 = 𝟑 
 فمعادلة المماس هي :   -5

𝒚 = 𝒇′ሺ𝟏ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ + 𝒇ሺ𝟏ሻ 

𝒚 = 𝟑ሺ𝒙 − 𝟏ሻ + 𝟐 

𝒚 = 𝟑𝒙 − 𝟑 + 𝟐 

𝒚 = 𝟑𝒙 − 𝟏 
يمر من  :   4الملاحظة  إيجاد معادلة مماس 

تابع  ياني لل تُدرس في   𝒇المبدأ للخط الب  (
تابع اللوغارتمي لاحقاً(    بحث ال

ي  تقر تآلفي    بال  :  ال

𝑓ሺ𝑎لإيجاد قيمة تقريبية للعدد   + ℎሻ  
 باستخدام التقريب التآلفي :  

 نفرق المضمون إلى مجموع عددين :  -1
 سهل الحساب  𝑎الأول :  

   ℎالباقي :  
   𝑓نشتق التابع   -2
 نعوض في القانون :   -3

𝑓ሺ𝑎 + ℎሻ ≈ ℎ𝑓′ሺ𝑎ሻ + 𝑓ሺ𝑎ሻ 
𝑓ሺ𝑥ሻ: ليكن   1مثال =

𝑥

𝑥+1
, جد قيمة تقريبية   

   𝑓ሺ1.1ሻللعدد  
 ...........................................................................................

................................................... ........................................
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 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.................................. .........................................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

................. ..........................................................................
 ........................................................................................... 

𝑓ሺ𝑥ሻ: ليكن   2مثال   = 𝑥2 − 3𝑥 + 1   

  𝑓ሺ1.9ሻجد قيمة تقريبية للعدد  
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

........................................................................ ...................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

....................................................... ....................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

...................................... .....................................................
 ................................. 

  9.2√: جد قيمة تقريبية للعدد   3مثال
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ................................................... 

 ملاحظة :  

في حال كان لدينا معادلة المماس عند  
 فإن تعويض القيمة aالنقطة  

   𝑎 + ℎ   في معادلة المماس يعطي نفس
 القيمة التقريبية 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  مثال :  = 𝑥 +
1

𝑥
  . 

جد معادلة المماس عند النقطة التي   -1
  1فاصلتها  

 𝑓ሺ1.1ሻجد قيمة تقريبية للعدد   -2
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ............. ..............................................................................
 ...........................................................................................

....................................................................................... ....
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ...................................................................... .....................
 ...........................................................................................
 ........................................................................................... 
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تقاق     تطبيقات الاش

يستخدم الاشتقاق في دراسة سلوك تابع و  
 معرفة مجالات تزايده و تناقصة  

 و لذلك سنبدأ بأول التطبيقات 

 دراسة اطراد تابع 

 مبرهنات :  

𝑓′ሺ𝑥ሻإذا كان  ❖ >   𝑓فإن   𝐼على المجال   0
 𝐼متزايد تماماً على  

𝑓′ሺ𝑥ሻإذا كان  ❖ <   𝑓فإن   𝐼على المجال   0
  𝐼متناقص تماماً على  

𝑓′ሺ𝑥0ሻإذا كان  ❖ = إشارته   ′𝑓غير التابع  و  0
قيمة حدية محلياً للتابع    𝑓ሺ𝑥0ሻعندها قلنا أن  

𝑓    
 تابع   تغيراتدراسة 

يرات تهدف دراسة  تابع لمراقبة سلوك   تغ
تناقصه و    تابع و مراقبة  تزايده و  ترات  ف
 قيمه الحدية  

تابع أو أصغر قيمة   يبلغها ال  و أعلى قيمة 

تالي :  يرات هي كال تغ  و خطوات دراسة ال

تبها   -1 يف و نك تعر نوجد مجموعة ال
تماع مجالات    على شكل مجال أو اج

تابع عند أطراف   -2 نوجد نهايات ال
توحة و الصور عند   المجالات المف

 أطراف المجالات المغلقة  
توقع   -3 نذكر ما له من مقاربات و ن

تقارب ) إضافي(    جهة ال
4- 𝒇  :.....................تقاقي على  اش
تابع لنوجد   -5 تق ال    𝒇′ሺ𝒙ሻنش
تق أي نضع  -6 𝒇′ሺ𝒙ሻنعدم المش = 𝟎 
تق   -7 تعدم المش في حال وجود قيم 

فإننا نوجد صور هذه النقاط فقط  
يف و   تعر تمت لمجموعة ال في حال ان

تخدمها   إلا لا نصورها و لا نس
يأخذ   -8 يرات الذي  تغ ننظم جدول ال

تالي :    الشكل ال
يف  تعر القيم   – مجموعة ال

تق إن وجدت  تي عدمت المش  ال
𝒙 

تحت القيم التي عدمت   أصفار 
ينها تق و إشارات ب  المش

𝒇′ሺ𝒙ሻ 

تي  النهايات و صور القيم ال
تق )القيم الحدية(   عدمت المش

و أسهم وفق الإشارات في  
 𝒇′ሺ𝒙ሻحقل  

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 أشكال مميزة : 

ير   :  الشكل الاول  تابع غ في حال كان ال
ني نقطة(   تث معرف عند نقطة فقط )يس
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𝑫𝒇مثل   =] − ∞, 𝟏[∪]𝟏, يكون    ]∞+ عندئذٍ 
 الجدول من الشكل :  

−∞             𝟏                  + ∞ 𝒙 
 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
 𝒇ሺ𝒙ሻ 

يث أن مرور        من حقل   ني أن   ′𝒇ح ير   𝒇يع غ
تقاقي عن النقطة المقابلة    اش

ته للوصول لحقل   تابع ني أن   𝒇و م ير   𝒇يع غ
 معرف عند هذه النقطة  

 أما إذا كان شكل الجدول : الشكل الثاني :
−∞            𝟏                  + ∞ 𝒙 

 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
 𝒇ሺ𝒙ሻ 

يف هي   تعر  𝑹فهذا يعني أن مجموعة ال
يس لديه    في   𝒇) لأن    𝟏معرف عند   𝒇اي   ل

يعاني مشكلة   𝒇ሺ𝒙ሻحقل   تالي لا  (   و بال
𝒙فهو معرف عند   = تقاقي   𝟏 يس اش و ل

 عندها

تابع الجذري   وهذه الحالة نصادفها في ال
 غالباً 

ية و   ينا معلومة في غاية الأهم يعط ))هذا 
ير  𝒇هي إذا كان   معرف عند نقطة فهو   غ

تقاقي عندها (( ير اش تماً غ  ح

إذا كانت مجموعة    الشكل الثالث:
ني مجالًا مثلًا   تث يف تس تعر 𝑫𝒇ال =] −

∞, 𝟎[∪]𝟒, يأخذ المجال الشكل :    ]∞+  فهنا 
−∞        𝟎        𝟒       + ∞ 𝒙 

 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
 𝒇ሺ𝒙ሻ 

ير موجود بين الصفر و   تابع غ ني أن ال هذا يع
   4ال

تين: مثلًا  الشكل الرابع :   ني نقط تث تابع يس ال
  : 

𝑫𝒇 =] − ∞, 𝟏[∪]𝟏, 𝟑[∪]𝟑, +∞[  
يكون شكل الجدول عندئذٍ :    ف

−∞      𝟏          𝟑           + ∞ 𝒙 
 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
 𝒇ሺ𝒙ሻ 

توابع :   خطوات رسم ال

تقارب (  ❶ توقع جهة ال   نرسم المقاربات )ون
 و في حال عدم وجود مقاربات نحدد الأرباع  

 . القيم الحدية                        ❷

 نقاط مساعدة :   ❸

𝒚نضع   ⇐  ′𝒙𝒙النقاط مع   = 𝟎   

𝒙نضع   ⇐  ′𝒚𝒚النقاط مع   = 𝟎 
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يرات   تغ تنوعة في دراسة ال  مسائل م

 ادرس تغيرات التابع  :  1التمرين 
 𝑓ሺ𝑥ሻ = −

1

3
𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥 + 1 

 و ارسم خطه البياني 

 الحل : 

يف :   -1 تعر  مجموعة ال
𝒇   يح معرف على  𝑹تابع صح

𝑫𝒇 =] − ∞, +∞[  
 النهايات و المقاربات :   -2

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = −
𝟏

𝟑
ሺ−∞ሻ𝟑 = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = −
𝟏

𝟑
ሺ+∞ሻ𝟑 = −∞ 

يوجد مقاربات   ولا 
تقاق:  -3  الاش

  𝒇   تقاقي على  :   𝑹اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = −

𝟏

𝟑
𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = −𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑 
تق :   -4  نعدم المش

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

−𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑 = 𝟎 
 :   𝟏−نضرب الطرفين بـ  

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝟎 
ሺ𝒙 − 𝟏ሻሺ𝒙 − 𝟑ሻ = 𝟎 

𝒙 = 𝟏 , 𝒙 = 𝟑 

تمي إلى   تن تين  نلاحظ أن كل من النقط
يف ,  تعر لذلك نوجد صورة كل   مجموعة 

 منهما  

5- 𝒇ሺ𝟏ሻ = −
𝟏

𝟑
+ 𝟐 − 𝟑 + 𝟏 

= −
𝟏

𝟑
           

𝒇ሺ𝟑ሻ =  و        𝟏

يرات الآن :   -6 تغ  نشكل جدول ال
−∞     𝟏           𝟑     + ∞ 𝒙 
−        𝟎    +     𝟎      −  𝒇′ሺ𝒙ሻ 

+∞ ↘ −
𝟏

𝟑
  ↗  𝟏   ↘   −∞ 𝒇ሺ𝒙ሻ 

 

 

 

 

 

 

تببببه:    ان

تقر الفعلي فإنه من   لو طُلب معرفة المس
تقر   يرات يمكن أن نقول إن المس تغ جدول ال

يؤخذ من حقل   على شكل   𝒇ሺ𝒙ሻالفعلي 
يته أصغر قيمة في هذا الحقل و   مجال بدا

يته أكبر قيمة من هذا الحقل    نها
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تقابل أعداداً في   و هذه الأطراف إذا كانت 
 فنأخذها مجالات مغلقة    𝑫𝒇من  𝒙حقل  

تقابل  تمي إلى   أما إذا كانت  تن   𝑫𝒇قيماً لا 
توحة   فنضع الأقواس مف

تقر الفعلي :    في المثال السابق : إن المس
𝑬𝒇 =] − ∞, +∞[ 

 : 2التمرين 

ثم استنتج مستقره  𝒇ادرس تغيرات التابع 
 الفعلي 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏 
 الحل :  

[معرف على   𝒇لدينا  − ∞,  و إنّ:    ]∞+
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞    
𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 − 𝟒 
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎   ⟹ 𝟐𝒙 − 𝟒 = 𝟎 

𝟐𝒙 = 𝟒 

𝒙 = 𝟐  
𝒇ሺ𝟐ሻ = 𝟒 − 𝟖 + 𝟏 = −𝟑 

−∞               𝟐               + ∞ 𝒙 
− − −        𝟎     + + + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

+∞    ↘    −𝟑    ↗        +∞ 𝒇ሺ𝒙ሻ 
يرات يمكن ملاحظة أن   تغ من جدول ال

تقر الفعلي هو  :    المس
𝑬𝒇 = [−𝟑, +∞[  

 

 

 

 

 

 

 

 : 3التمرين 

المعرف  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪𝒇ليكن لدينا 
 بالشكل

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 

 ونظم جدولًا بها . 𝒇ادرس تغيرات 

 الحل :  

①  𝒇   يح معرف على    ℝتابع صح
𝑫𝒇 =] − ∞ , +∞ [   

② 
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
ሺ𝒙𝟐ሻ = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

ሺ𝒙𝟐ሻ = +∞ 

③   𝒇   تقاقي على  :  ℝاش
④  𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 − 𝟒  
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تق    ⑤  نعدم المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

𝟐𝒙 − 𝟒 = 𝟎 
𝟐𝒙 = 𝟒 
𝒙 = 𝟐 

𝒇ሺ𝟐ሻ = 𝟒 − 𝟖 + 𝟑 = −𝟏 

 
تقاطع مع    𝒙نضع   ′𝒚𝒚بال = 𝟎  : 

𝒚 = 𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟑 
تقاطع مع   𝒚نضع   ′𝒙𝒙ال = 𝟎 : 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝟎 
ሺ𝒙 − 𝟑ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ = 𝟎 

𝒙 = 𝟑        , 𝒙 = 𝟏 
 

 

 

 الرسم:  

 

 

 

 

 

 : 4التمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝒙 + 𝟏
 

𝒇   يعرف بشرط المقام  0 ≠كسري 
𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

𝒙 = −𝟏 
𝑫𝒇 = ℝ \ {−𝟏} 

=] − ∞, −𝟏[∪] − 𝟏, +∞[ 
 النهايات :

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(
𝒙

𝒙 + 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
(

𝒙

𝒙
) = 𝟏 

𝒚 =  ∞−مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

(
𝒙

𝒙 + 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
(

𝒙

𝒙
) = 𝟏 

𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏−

(
𝒙

𝒙 + 𝟏
) =

−𝟏

𝟎−
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏−

 يقع على يسار مقاربه   𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏+

(
𝒙

𝒙 + 𝟏
) =

−𝟏

𝟎+
= −∞ 

𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟏−

 يقع على يمين مقاربه     𝑪و  

𝒇   تقاقي على  :  ℝ \ {−𝟏}اش
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𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏ሺ𝒙 + 𝟏ሻ − 𝟏ሺ𝒙ሻ

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝒙 + 𝟏 − 𝒙

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
=

𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎
𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
= 𝟎

𝟏 ≠ 𝟎

}  مستحيلة   

 
تقاطع مع    𝒙نضع    ′𝒚𝒚ال = 𝟎  : 

𝒚 = 𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟎 
 

 

 

 

 

 

 

 

 : 5التمرين

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 

 الحل :  

𝒇   معرف علىℝ ∶ ] − ∞ , +∞ [ 
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒇   تقاقي على  :  ℝاش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟑
. 𝟑. 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 
 

تق    نعدم المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 = 𝟎 
𝒙ሺ𝒙 − 𝟒ሻ = 𝟎 

𝒙 = 𝒙 أو 𝟎 =  إما 𝟒

 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟎 

𝒇ሺ𝟒ሻ =
𝟏

𝟑
ሺ𝟒ሻ𝟑 − 𝟐ሺ𝟒ሻ𝟐 =

𝟔𝟒

𝟑
−

𝟑𝟐

𝟏
 

=
𝟔𝟒

𝟑
−

𝟗𝟔

𝟑
= −

𝟑𝟐

𝟑
 

 
𝒇ሺ𝟎ሻ =   قيم حدية كبرى  𝟎

𝒇ሺ𝟒ሻ = −
𝟑𝟐

𝟑
 قيمة حدية الصغرى   
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 :  6تمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
 

 الحل :  

𝒇    كسري معرف على 
𝑫𝒇 = ℝ \ {𝟏} 

𝑫𝒇 =] − ∞, 𝟏[∪]𝟏, +∞[ 
 النهايات :

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
(

𝒙

𝒙
) = 𝟏 

𝒚 =  ∞−مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

(
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
(

𝒙

𝒙
) = 𝟏 

𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

(
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
) =

+𝟐

𝟎−
= −∞ 

𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟏

 يقع على يسار مقاربه   𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
) =

+𝟐

𝟎+
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏

 يقع على يمين مقاربه     𝑪و  

𝒇   تقاقي على  :  ℝ \ {𝟏}اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏ሺ𝒙 − 𝟏ሻ − 𝟏ሺ𝒙 + 𝟏ሻ

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝒙 + 𝟏 − 𝒙 − 𝟏

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
=

−𝟐

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
< 𝟎 

 
تقاطع مع    𝒙نضع    ′𝒚𝒚ال = 𝟎  : 

𝒚 = 𝒇ሺ𝟎ሻ =
𝟎 + 𝟏

𝟎 − 𝟏
= −𝟏 

تقاطع مع   𝒚نضع   ′𝒙𝒙ال = 𝟎 : 
𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
= 𝟎 

𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝟏 
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 :  7تمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 − 𝟐 +
𝟏

𝒙
 

 جد مجموعة تعريف التابع  -1
عند أطراف مجموعة  𝑓احسب نهايات  -2

 تعريفه و اذكر ما له من مقاربات 
و نظم جدول تغيرات  𝑓ادرس تغيرات  -3

 بها 
و  𝑐𝑓جد معادلة مقارب مائل للخط  -4

 ادرس الوضع النسبي لهما 
 الحل :  

𝑫𝒇 =] − ∞, 𝟎[∪]𝟎, +∞[ 
 النهايات :

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ − 𝟐 + 𝟎 = −∞ 
𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ − 𝟐 + 𝟎 = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 − 𝟐 +
𝟏

𝟎+
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يسار مقاربه   𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 − 𝟐 +
𝟏

𝟎−
= −∞ 

𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يمين مقاربه     𝑪و  

 

𝒇   تقاقي على  :  ℝ \ {𝟎}اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐
=

𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙𝟐
 

تق   نعدم المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎 

𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 
𝒙𝟐 = 𝟏 

 نجذر  
𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒇ሺ𝟏ሻ = 𝟏 − 𝟐 + 𝟏 = 𝟎  

𝒙 = −𝟏 ⇒ 𝒇ሺ−𝟏ሻ = −𝟏 − 𝟐 − 𝟏 = −𝟒 

 
 

:𝚫نضع   𝒚 = 𝒙 − يكون :    𝟐  ف

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚𝚫 =
𝟏

𝒙
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚𝚫ሻ = 𝟎 
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𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚𝚫ሻ = 𝟎 

تقيم   مقارب مائل في جوار   𝚫فالمس
+∞, −∞   

 
 : 8تمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐

𝒙ሺ𝒙 − 𝟑ሻ
 

 الحل :  

𝒇   تابع كسري معرف بشرط المقام لا
 ينعدم 

𝒙ሺ𝒙 − 𝟑ሻ = 𝟎 
𝒙 = 𝟎 

 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 
𝑫𝒇 =] − ∞ , 𝟎 [ ∪ ] 𝟎 , 𝟑 [ ∪ ] 𝟑 , +∞ [ 

تابع:   نصلح شكل ال

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙
 

 النهايات :

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒙𝟐

𝒙𝟐
= 𝟏 

𝒚 =  ∞−مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒙𝟐

𝒙𝟐
= 𝟏 

𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار الـ   𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
+𝟏

𝟎−
= −∞ 

𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يمين مقاربه   𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒇ሺ𝒙ሻ =
+𝟏

𝟎+
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يسار مقاربه     𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

𝒇ሺ𝒙ሻ =
+𝟒

𝟎−
= −∞ 

𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟑

 يقع على يسار مقاربه     𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
+𝟒

𝟎+
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟑

 يقع على يمين مقاربه     𝑪و  

 

𝒇   تقاقي على , ℝ \ {𝟎اش 𝟑}  : 
𝒇′ሺ𝒙ሻ

=
ሺ𝟐𝒙 − 𝟐ሻ൫𝒙𝟐 − 𝟑𝒙൯ − ሺ𝟐𝒙 − 𝟑ሻ൫𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏൯

ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ𝟐
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𝒇′ሺ𝒙ሻ

=
𝟐ሺ𝒙 − 𝟏ሻሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ − ሺ𝟐𝒙 − 𝟑ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐

ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ[𝟐𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − ሺ𝟐𝒙 − 𝟑ሻሺ𝒙 − 𝟏ሻ]

ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ[𝟐𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑𝒙 − 𝟑]

ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 − 𝟏ሻሺ−𝒙 − 𝟑ሻ

ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ𝟐
 

تق    نعدم المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

ሺ𝒙 − 𝟏ሻሺ−𝒙 − 𝟑ሻ = 𝟎  
𝒙إما    = 𝟏 ⇐ 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝒙أو    = −𝟑 ⇐  −𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

 
𝒇ሺ𝟏ሻ = 𝟎 

𝒇ሺ−𝟑ሻ =
𝟏𝟔

−𝟑ሺ−𝟔ሻ
=

𝟏𝟔

𝟏𝟖
=

𝟖

𝟗
 

 

 

 

 

 

 

 

 :  9تمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 + 𝟏 −
𝟏

𝒙 + 𝟏
 

  𝒇أوجد مجموعة تعريف  

 عند أطراف مجال تعريفه  𝒇احسب نهايات  

∶∆أثبت أن   𝒚 = 𝒙 +  𝑪𝒇مقارب مائل ل  𝟏
 وادرس الوضع النسبي 

 ونظم جدولًا بها  𝒇ادرس تغيرات  

  𝑪𝒇وارسم  ∆ارسم  

 الحل :  

𝑫𝒇 = ℝ \ {−𝟏} 
𝑫𝒇 =] − ∞ , −𝟏 [ ∪ ] − 𝟏 , +∞ [ 

  

 النهايات :
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏−

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 −
+𝟏

𝟎−
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏−

 يقع على يسار مقاربه   𝑪و  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏+

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 −
−𝟏

𝟎+
= −∞ 
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𝒙 =    ∞−مقارب شاقولي نحو   𝟏−

 يقع على يمين مقاربه     𝑪و  

 

 المقارب المائل :  إثبات 

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ = 𝒙 + 𝟏 −
𝟏

𝒙 + 𝟏
− ሺ𝒙 + 𝟏ሻ 

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ =
−𝟏

𝒙 + 𝟏
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ሻ = 𝟎

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ሻ = 𝟎
}  

 ∞−و   ∞+مقارب عند   𝚫فالمستقيم  

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ = −
𝟏

𝒙 + 𝟏
=  مستحيلة  𝟎

 
𝒇   تقاقي على  ℝ \ {−𝟏}اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 −
𝟎ሺ𝒙 + 𝟏ሻ − 𝟏ሺ𝟏ሻ

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 +
𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐 + 𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
> 𝟎 

 

تقاطع مع    نضع   ′𝒙𝒙ال
𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ

𝟏
−

𝟏

𝒙 + 𝟏
= 𝟎 

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐 − 𝟏

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ
= 𝟎 

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐 − 𝟏 = 𝟎 
ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐 = 𝟏 

 نجذر  
𝒙 + 𝟏 = +𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝟎

𝒙 + 𝟏 = −𝟏 ⇒ 𝒙 = −𝟐
 

 لنضع نقاطاً مساعدة لرسم المقارب  

 

 

 

 

 
 :  10التمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙 + 𝟏  

𝑦 = 𝑥 + 1 

ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑦 𝑥 

ሺ0,1ሻ 1 0 

ሺ1,2ሻ 2 1 
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 الحل :  

𝒇   معرف بشرط 
𝒙 + 𝟏 ≥ 𝟎 

𝒙 ≥ −𝟏 
𝑫𝒇 = [ −𝟏 , +∞ [  
𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒇ሺ−𝟏ሻ = 𝟎 
𝒇   تقاقي على [اش − 𝟏 , +∞ [  

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟏
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 ⇒ 𝟏 =  مستحيلة  𝟎

 
تقاطع مع    نضع   ′𝒚𝒚ال

𝒙 = 𝟎 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟏 

 

 

 

 : 11التمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ට𝒙𝟐 + 𝟖 

𝑫𝒇 = ℝ 
𝑫𝒇 =] − ∞ , +∞ [ 

 النهايات :
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒇   تقاقي على  :  ℝاش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟖
=

𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟖
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 
𝒇ሺ𝟎ሻ = √𝟖 = 𝟐√𝟐 

 
 

 

 

 

 :  12التمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐√𝟐 − 𝒙 
 الحل :  

 

 معرف بشرط  
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𝟐 − 𝒙 ≥ 𝟎 
−𝒙 ≥ −𝟐 

𝒙 ≤ 𝟐 
𝑫𝒇 =] − ∞ , 𝟐 ]  

 النهايات :
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒇ሺ𝟐ሻ = 𝟐√𝟐 − 𝟐 = 𝟎 
𝒇   تقاقي على [اش − ∞ , 𝟐 [  

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐.
−𝟏

𝟐√𝟐 − 𝒙
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
−𝟏

√𝟐 − 𝒙
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 ⇒  −𝟏 =  مستحيلة  𝟎

𝟐  −∞ 𝒙 
       −  𝒇′ሺ𝒙ሻ 
𝟎   +∞ 𝒇ሺ𝒙ሻ 

تقاطع مع محور   𝒙نضع  ′𝒚𝒚ال = 𝟎 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟐√𝟐 − 𝟎 = 𝟐√𝟐 

 
 13التمرين

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝟑 − 𝒙 

أوجد مجموعة تعريفه واحسب النهايات  
 من أطرافها المفتوحة .

 ونظم جدولًا بها . 𝒇ادرس تغيرات  

 . 𝑪𝒇ارسم  

 الحل :  
𝟑 − 𝒙 ≥ 𝟎 
−𝒙 ≥ −𝟑 

𝒙 ≤ 𝟑 
𝑫𝒇] − ∞ , 𝟑 ] 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 
𝒇ሺ𝟑ሻ = 𝟑√𝟑 − 𝟑 = 𝟎 

𝒇   تقاقي على [اش − ∞ , 𝟑 [  

𝒇′ሺ𝒙ሻ = ሺ𝟏ሻ൫√𝟑 − 𝒙൯ + (
−𝟏

𝟐√𝟑 − 𝒙
) ሺ𝒙ሻ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = √𝟑 − 𝒙 −
𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
 

 نوحد المقامات 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐൫√𝟑 − 𝒙൯

𝟐
− 𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟔 − 𝟐𝒙 − 𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
=

𝟔 − 𝟑𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
 

 

تق    نعدم المش
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𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝟔 − 𝟑𝒙 = 𝟎 

𝟔 = 𝟑𝒙 
𝒙 =

𝟔

𝟑
= 𝟐 

𝒇ሺ𝟐ሻ = 𝟐√𝟑 − 𝟐 = 𝟐 

 
تقاطع مع   𝒚نضع   ′𝒙𝒙ال = 𝟎 

𝒙√𝟑 − 𝒙 = 𝟎 
𝒙 = 𝟎 , 𝒙 = 𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 :  15تمرين 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 − 𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐
 

 . 𝑫𝒇أوجد  

 احسب النهايات . 

∶∆أثبت أن   𝒚 = 𝟐𝒙 − مقارب مائل  𝟏
 وادرس الوضع النسبي .

 . 𝒇ادرس تغيرات  

 . 𝑪𝒇وارسم  ∆ارسم  

 الحل :  
𝑫𝒇 = ℝ \ {𝟎} = ℝ∗ 

𝑫𝒇 =] − ∞ , 𝟎 [ ∪ ] 𝟎 , +∞ [ 
𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 − 𝟏 +
𝟏

𝟎+
= +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يمين مقاربه   𝑪و  

 
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 

𝒙 =    ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟎

 يقع على يسار مقاربه   𝑪و  

 

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ = 𝟐𝒙 − 𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐
− ሺ𝟐𝒙 − 𝟏ሻ 
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𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ =
𝟏

𝒙𝟐
 

 
𝒇   تقاقي على  :  ∗ℝاش

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐 +
𝟎ሺ𝒙𝟐ሻ − 𝟐𝒙ሺ𝟏ሻ

𝒙𝟒
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐 −
𝟐𝒙

𝒙𝟒
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟐 −
𝟐

𝒙𝟑
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙𝟑 − 𝟐

𝒙𝟑
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝟐𝒙𝟑 − 𝟐 = 𝟎 

𝟐𝒙𝟑 = 𝟐 
𝒙𝟑 = 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝟏 

𝒇ሺ𝟏ሻ = 𝟏 +
𝟏

𝟏
= 𝟐 

 
 

 
 : 16التمرين 

 التابع المعرف بالشكل: 𝒇ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟑
 

 ونظم جدولًا بها. 𝒇ادرس تغيرات 

 

 المعرف بالشكل: 𝒇: ليكن التابع 17التمرين

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 
ونظم جدولًا بها واذكر حالة  𝒇ادرس تغيرات 

 من قيم حدية مبيناً نوعها
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 تابع معرف بالشكل: 𝒇: 18التمرين

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 + 𝒙

𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑
 

𝑫𝒇حيث:   = 𝑹  

 ونظم جدولًا بها. 𝒇ادرس تغيرات  -1
عند  𝒇اوجد معادلة المماس للتابع  -2

 النقطة التي فاصلتها صفر
 الحل :  

1- 𝑫𝒇 =] − ∞, +∞[ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟏 

  𝒚 =  ∞+مقارب افقي بجوار   𝟏
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟏 

𝒚 =  ∞−مقارب افقي بجوار   𝟏

 𝒇  تقاقي على  𝑹اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝟐𝒙 + 𝟏ሻ൫𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑൯ − ሺ𝟐𝒙 + 𝟏ሻሺ𝒙𝟐 + 𝒙ሻ

ሺ𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝟐𝒙 + 𝟏ሻሺ𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙ሻ

ሺ𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟑ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝟑ሺ𝟐𝒙 + 𝟏ሻ = 𝟎 

𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝟎 
𝟐𝒙 = −𝟏 
𝒙 = −

𝟏

𝟐
 

𝒇 (−
𝟏

𝟐
) =

𝟏
𝟒

−
𝟏
𝟐

𝟏
𝟒

−
𝟏
𝟐

+ 𝟑
 

=
−

𝟏
𝟒

−
𝟏
𝟒

+ 𝟑
 

𝒇 (−
𝟏

𝟐
) = −

𝟏

𝟏𝟏
 

+∞ 
−

𝟏

𝟐
 −∞ 𝒙 

 𝟎 − 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
𝟏  

 
−

𝟏

𝟏𝟏
 

𝟏 
 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

  𝒇 (−
𝟏

𝟐
) = −

𝟏

𝟏𝟏
ياً    قيمة صغرى محل

𝒂 = 𝟎 
2- 𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 

𝒚 = 𝒇′ሺ𝟎ሻሺ𝒙 − 𝟎ሻ + 𝒇ሺ𝟎ሻ 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟎 

𝒇′ሺ𝟎ሻ =
𝟑

𝟗
=

𝟏

𝟑
 

𝒚 =
𝟏

𝟑
ሺ𝒙ሻ + 𝟎 

𝒚 =
𝟏

𝟑
𝒙 
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 𝑹/{−𝟏}المعرف على  𝒇: ليكن 22التمرين 
 بالشكل:

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙 + 𝟏
 

عند اطراف مجال  𝒇ادرس نهايات  -1
 تعريف

عين حاله من مقاربات افقية او  -2
 شاقولية

 وادرس اشارته 𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب  -3
 ونظم جدولًا بها.  𝒇ادرس تغيرات  -4
 𝒄𝒇ارسم ماوجدته من مقاربات وارسم  -5

 الحل : 

𝑫𝒇 =] − ∞, −𝟏[∪] − 𝟏, +∞[ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐 
  𝒚 = ,∞+مقارب افقي في جوار   𝟐 −∞ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−𝟏+𝒇ሺ𝒙ሻ = −
𝟔

+𝟎
= −∞ 

   𝒙 = يقع   𝒄و   ∞−مقارب شاقولي نحو  𝟏−
 على يمين مقاربه.

𝒍𝒊𝒎𝒙→−𝟏−𝒇ሺ𝒙ሻ −
𝟔

−𝟎
= +∞ 

𝒙 = يقع   𝒄و   ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏−
 على يسار مقاربه.

   𝒇    تقاقي على  𝑹/{−𝟏}تابع اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐ሺ𝒙 + 𝟏ሻ − ሺ𝟐𝒙 − 𝟒ሻ

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟐𝒙 + 𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟔

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
> 𝟎 

  𝒇  ًتزايد دوما  م
+∞ −𝟏 −∞ 𝒙 
+ || + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

 𝟐 
 

−∞          

||  +∞ 
 

𝟐             

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 

تقاطع مع   𝒙نضع     ′𝒚𝒚ال = 𝟎 

𝒚 =
𝟐ሺ𝟎ሻ − 𝟒

𝟎 + 𝟏
= −𝟒 ⟹ ሺ𝟎, −𝟒ሻ 

تقاطع مع   𝒚نجعل   ′𝒙𝒙ال = 𝟎 
𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙 + 𝟏
= 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟐   𝑴ሺ𝟐, 𝟎ሻ 

 
 : 23التمرين
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 بالشكل: ∗𝑹المعرف على  𝒇ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
−𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙
 

 ونظم جدولًا بها. 𝒇ادرس تغيرات  -1
عين ماله من مقاربات افقية او  -2

 𝒄𝒇وارسم  شاقولية
 الحل :  

  𝒇   معرف على𝑹/{𝟎} 
] − ∞, 𝟎[∪]𝟎, +∞[ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = −𝟐 
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = −𝟐 

  𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار   𝟐−

𝒚 =  ∞−مقارب أفقي في جوار   𝟐−

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟎+
= +∞ 

   𝒙 =   ∞+مقارب افقي شاقولي نحو   𝟎
 على يمين مقاربه 𝒄𝒇ويقع  

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎−𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟎−
= −∞ 

𝒙 =  ∞−مقارب افقي شاقولي نحو   𝟎
 على يسار مقاربه 𝒄𝒇ويقع  

  𝒇   تقاقي على  𝑹/{𝟎}اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
−𝟐ሺ𝒙ሻ − 𝟏ሺ−𝟐𝒙 + 𝟏ሻ

𝒙𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
−𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
 

= −
𝟏

𝒙𝟐
< 𝟎 

تناقص دوماً   م
+∞ 𝟎 −∞ 𝒙 
− || − 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

+∞ 
 

−𝟐 

|| −𝟐 
 

 −∞ 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 
−𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙
= 𝟎 

𝒙 =
𝟏

𝟐
 

(
𝟏

𝟐
, 𝟎) 

تقاطع مع   𝒙نضع   ′𝒚𝒚ال = 𝟎 

ير معرف عند الصفر اذاً   تابع غ  𝒄𝒇ولكن ال
 ′𝒚𝒚لايقطع محور  

تابع :   ية  يف نثبت فردية أو زوج  ك

يتحقق  الشرط   يجب أن  تين  تا الحال في كل
 الآتي :  

𝒙 ∈ 𝑫𝒇    ⇒ −𝒙 ∈ 𝑫𝒇 
 ثم نقول بما يلي :  

   𝒇ሺ−𝒙ሻنحسب   -1
تبدل كل    (   𝒙−بـ   𝒙) و ذلك بأن نس
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يز الحالات الآتية :   -2  نم
𝒇ሺ−𝒙ሻإذا كان   -أ = 𝒇ሺ𝒙ሻ   ٍعندئذ𝒇 

 زوجي  
𝒇ሺ−𝒙ሻإذا كان   - ب  = −𝒇ሺ𝒙ሻ   فإن

𝒇  فردي 
  بدلالة إذا لم نصل إلى شكل  - ت 

𝒇ሺ𝒙ሻ   يس يس فردياً و ل فهو ل
ياً.  زوج

 التناظرية : الصفات 

تناظر بالنسبة لمحور   - تابع الزوجي م ال
تراتيب  ال

تناظر بالنسبة للمبدأ  - تابع الفردي م  ال
 

أمثلة : في كل من الحالات الآتية ادرس 

زوجية أو فردية التابع على مجموعة 

 .  تعريفه

 

1) 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 + 𝟏      , 
𝑫𝒇 = 𝑹   

 الشرط الأول :  
𝒙 ∈ 𝑹  ⟹ −𝒙 ∈ 𝑹 

 الثاني :  الشرط 
𝒇ሺ−𝒙ሻ = ሺ−𝒙ሻ𝟒 − ሺ−𝒙ሻ𝟐 + 𝟏 

             = 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒇ሺ𝒙ሻ 

تناظر   ياني م تابع زوجي و خطه الب فهو 
تراتيب.  بالنسبة لمحور ال

2) 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝟐
+

𝟏

𝒙
     ,     𝑫𝒇 = 𝑹∗ 

 الشرط الأول:  
𝒙 ∈ 𝑹∗   ⟹  −𝒙 ∈ 𝑹∗ 

 الشرط الثاني :  

𝒇ሺ−𝒙ሻ =
−𝒙

𝟐
+

𝟏

−𝒙
= −

𝒙

𝟐
−

𝟏

𝒙

= − (
𝒙

𝟐
+

𝟏

𝒙
) = −𝒇ሺ𝒙ሻ 

تناظر  فهو  ياني م تابع فردي و خطه الب
 بالنسبة للمبدأ .  

3) 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝒙𝟐 + 𝟏     , 
  𝑫𝒇 = 𝑹   
𝒙الشرط الاول :   ∈ 𝑹      ⟹    −𝒙 ∈ 𝑹  

 الشرط الثاني :  

𝒇ሺ−𝒙ሻ = −𝒙√ሺ−𝒙ሻ𝟐 + 𝟏 = −𝒙√𝒙𝟐 + 𝟏

= −𝒇ሺ𝒙ሻ 
تناظر   ياني م تابع فردي و خطه الب فهو 

 للمبدأ  

4) 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏𝒙      , 𝑫𝒇 = 𝑹 
𝒙الاول :  الشرط  ∈ 𝑹   ⟹ −𝒙 ∈ 𝑹   

يي :    الشرط الثان
𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝒔𝒊𝒏ሺ−𝒙ሻ = −𝒔𝒊𝒏𝒙 = −𝒇ሺ𝒙ሻ 
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تناظر  ياني م تابع فردي خطه الب فهو 
 بالنسبة للمبدأ 

5) 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔𝒙     ,   𝑫𝒇 = 𝑹 
𝒙الشرط الأول :   ∈ 𝑹   ⟹  −𝒙 ∈ 𝑹 

 الشرط الثاني :  
𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔ሺ−𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒇ሺ𝒙ሻ 

تيب   ترا تناظر لمحور ال  فهو زوجي م

6) 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒕𝒂𝒏𝒙    , 𝑫𝒇 =] −
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
[    

 الشرط الأول : 

𝒙 ∈] −
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
[   ⟹ −𝒙 ∈] −

𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
[  

 الشرط الثاني :  

𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝒕𝒂𝒏ሺ−𝒙ሻ =
𝒔𝒊 𝒏ሺ−𝒙ሻ

𝒄𝒐 𝒔ሺ−𝒙ሻ

=
−𝒔𝒊 𝒏ሺ𝒙ሻ

𝒄𝒐 𝒔ሺ𝒙ሻ
= −𝒕𝒂𝒏ሺ𝒙ሻ

= −𝒇ሺ𝒙ሻ 
تناظر للمبدأ.  فهو فردي و م

7) 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙𝟐+𝟒
    ,   𝑫𝒇 =] −

𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
[   

 الشرط الأول : 

𝒙 ∈] −
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
[   ⟹ −𝒙 ∈] −

𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
[  

 الشرط الثاني :  

𝒇ሺ−𝒙ሻ =
𝒕𝒂𝒏ሺ−𝒙ሻ

ሺ−𝒙ሻ𝟐 + 𝟒 
=

−𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙𝟐 + 𝟒
= −𝒇ሺ𝒙ሻ 

تناظر   ياني م تابع فردي و خطه الب فهو 
 للمبدأ 

تابع الدوري :    ال

تابع   إذا   𝑻إنه دوري و دوره   𝒇نقول عن ال
 تحقق أن :  

∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇   ∶ 𝒇ሺ𝒙 + 𝑻ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 
   أمثلة : 

𝒙 ⟼ 𝒔𝒊𝒏𝒙   𝟐دوري و دوره𝝅   : ذلك أن 
∀𝒙 ∈ 𝑹 ∶ 𝒔𝒊𝒏ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻ = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒙 ⟼ 𝒄𝒐𝒔𝒙   𝟐دوري و دوره𝝅   : ذلك أن 
∀𝒙 ∈ 𝑹 ∶ 𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝒙 ⟼ 𝒕𝒂𝒏𝒙   دوري و دوره𝝅   : ذلك أن 

∀𝒙 ∈ 𝑹\ {
𝝅

𝟐
+ 𝝅𝒌}  ∶ 

𝒕𝒂𝒏ሺ𝒙 + 𝝅ሻ =
𝒔𝒊𝒏ሺ𝒙 + 𝝅ሻ

𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙 + 𝝅ሻ
=

−𝒔𝒊𝒏𝒙

−𝒄𝒐𝒔𝒙

= 𝒕𝒂𝒏𝒙 
  𝑻دوري و دوره   𝒇إذا كان  : ملاحظة هامة 

ته   𝑹معرف على   𝒇و كان   فإنه تكفي دراس
−]على المجال  

𝑻

𝟐
,

𝑻

𝟐
]  
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 مسألة دراسة تابع مثلثاتي :

تابع   يكن لدينا ال بالشكل    𝑹المعرف على   𝒇ل
: 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟑 𝒙 
تج    ① تن تابع ثم اس ية أو فردية ال ادرس زوج

ياني .  ية لخطه الب تناظر  الصفة ال

 الحل : 
𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⇒ −𝒙 ∈ 𝑫𝒇 

𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝟐ሺ−𝒙ሻ + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟑ሺ−𝒙ሻ 
𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟑 𝒙 

𝒇ሺ−𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 
تناظر ل    ′𝒚𝒚زوجي وخطه م

𝒇ሺ𝒙احسب    ② + 𝟐𝝅ሻ   تج أنه يكفي تن ثم اس
تابع على المجال   ,𝟎 ]دراسة ال 𝝅 ]  

𝒇ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻ = 𝟑ሺ𝒔𝒊𝒏ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻሻ𝟐

+ 𝟒ሺ𝒄𝒐𝒔ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻሻ𝟑 
𝒇ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻ = 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟑 𝒙 

𝒇ሺ𝒙 + 𝟐𝝅ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 
 

𝒇ሺ𝒙 + 𝑻ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 
يث   ته   𝟐𝝅دوري ودوره   𝒇ح إذن تكفي دراس

, 𝝅− ]على المجال   𝝅 ]  

ته على المجال  يكفي دراس  ولأنه زوجي ف
  𝑰 = [ 𝟎 , 𝝅 ] 

 

يرات    ③ تغ , 𝟎 ]على المجال   𝒇ادرس  𝝅 ] 
𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟒 

𝒇ሺ𝝅ሻ = −𝟒 
 

𝒇   تقاقي على , 𝟎 ]اش 𝝅 ]  : 
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟔 𝒔𝒊𝒏 𝒙 . 𝒄𝒐𝒔 𝒙

+ 𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 . ሺ− 𝒔𝒊𝒏 𝒙ሻ 
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟔 𝒄𝒐𝒔 𝒙 . 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ሺ𝟏 − 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙ሻ 

تق    نعدم المش
𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

 إما  

𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒙 =
𝝅

𝟐
+ 𝝅𝒌 

𝒌 = 𝟎 ⇒ 𝒙 =
𝝅

𝟐
  مقبول 

𝒌 = 𝟏 ⇒ 𝒙 =
𝝅

𝟐
+ 𝝅  مرفوض 

 أو  
𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 

𝒙 = 𝟎 + 𝝅𝒌 
𝒙 = 𝝅𝒌 

𝒌 = 𝟎 ⇒ 𝒙 =   مقبول 𝟎

𝒌 = 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝝅 مقبول 

 أو  
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𝟏 − 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟎 
𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

 أو  

𝒙 =
𝝅

𝟑
 

𝒇 (
𝝅

𝟐
) = 𝟑 

𝒇 (
𝝅

𝟑
) = 𝟑.

𝟑

𝟒
+ 𝟒.

𝟏

𝟖
 

=
𝟗

𝟒
+

𝟐

𝟒
=

𝟏𝟏

𝟒
 

 
, 𝟐𝝅− ]على المجال   𝑪𝒇ارسم    ④ 𝟐 𝝅 ] 

 
تابع  ياني ل تناظر خط ب  𝒇مركز 

يكن   - ياني  𝒇ل تكن   𝒄𝒇تابعاً خطه الب ول
,𝑰ሺ𝒂النقطة   𝒃ሻ   توي, نقول من المس

ياني  𝑰ان   تناظر للخط الب  𝒄𝒇مركز 

يين: اذا  تال  حققت الشرطين ال

1- ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟹ 𝟐𝒂 − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 
2- 𝒇ሺ𝟐𝒂 − 𝒙ሻ + 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒃 

𝒇ሺ𝒙ሻ:     مثال =
𝟏

𝒙−𝟏
 

,𝑨ሺ𝟏اثبت ان   𝟎ሻ   تناظر للخط  𝒄𝒇مركز 

 الحل: 

  𝒇   معرف على𝑹/{𝟏} 
𝑨ሺ𝟏, 𝟎ሻ = ሺ𝒂. 𝒃ሻ 
𝒂 = 𝟏    ,     𝒃 = 𝟎 

تناظر اذا حققت الشرطان  𝑨تكون    مركز 

1- ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟹ 𝟐𝒂 − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 
∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟹ 𝟐ሺ𝟏ሻ − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 

𝒙البرهان:    ∈ 𝑹/{𝟏} 

 نضرب ب  
−𝟏                  −𝒙 ∈ 𝑹/{−𝟏} 

يف                         2نض

𝟐 − 𝒙 ∈
𝑹

{𝟏}
= 𝑫𝒇 

 الشرط الأول محقق. ⟸  

2- 𝒇ሺ𝟐𝒂 − 𝒙ሻ + 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒃 
 الاثبات: 

𝒍𝟏 = 𝒇ሺ𝟐𝒂 − 𝒙ሻ + 𝒇ሺ𝒙ሻ 
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= 𝒇ሺ𝟐 − 𝒙ሻ + 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐 − 𝒙 − 𝟏
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
 

=
𝟏

𝟏 − 𝒙
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
 

= −
𝟏

𝒙 − 𝟏
+

𝟏

𝒙 − 𝟏
= 𝟎 = 𝟐𝒃 = 𝒍𝟐 

 ⟸ 𝑨ሺ𝟐, 𝟎ሻ   تناظر ل  𝒄𝒇مركز 

𝒇ሺ𝒙ሻ:        مسألة  =
𝟐𝒙𝟐+𝒙+𝟕

𝒙+𝟏
 

 𝑫𝒇عين   -1
عند اطراف مجموعة   𝒇ادرس نهايات   -2

يفه.  تعر
𝒚اثبت ان   -3 = 𝟐𝒙 − مقارب مائل   𝟏

 𝒄𝒇للخط  
يرات   -4 تغ  ونظم جدولًا بها. 𝒇ادرس 
,𝑰ሺ−𝟏اثبت ان   -5 −𝟑ሻ .تناظر  مركز 
 𝒄𝒇ارسم   -6

 الحل : 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
 

  𝒇   معرف على𝑹/{−𝟏} 
] − ∞, −𝟏[∪] − 𝟏, +∞[ 

𝒍𝒊𝒎𝒙⟶+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙⟶+∞𝟐𝒙 = +∞ 
𝒍𝒊𝒎𝒙⟶−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙⟶−∞𝟐𝒙 = −∞ 

𝒍𝒊𝒎𝒙⟶−𝟏+𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟖

𝟎+
= +∞ 

  𝒙 =  𝒄𝒇و   ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏−
 تقع على يمين مقاربه.

𝒍𝒊𝒎𝒙⟶−𝟏−𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟖

𝟎−
= −∞ 

𝒙 = تقع   𝒄𝒇و   ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟏−
 على يسار مقاربه.

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ 
𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
− ሺ𝟐𝒙 − 𝟏ሻ 

𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
−

ሺ𝟐𝒙 − 𝟏ሻሺ𝒙 + 𝟏ሻ

𝒙 + 𝟏
 

=
𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
−

𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
 

=
𝟖

𝒙 + 𝟏
 

   𝒍𝒊𝒎𝒙⟶+∞    
𝟖

𝒙+𝟏
= 𝟎 

𝒍𝒊𝒎𝒙⟶−∞    
𝟖

𝒙 + 𝟏
= 𝟎 

,∞−مقارب مائل في جوار   +∞  

 

  𝒇   تقاقي في  𝑹/{−𝟏}اش
𝒇′ሺ𝒙ሻ

=
ሺ𝟒𝒙 + 𝟏ሻሺ𝒙 + 𝟏ሻ − ሺ𝟏ሻሺ𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕ሻ

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝒙 + 𝟏 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟕

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
 

=
𝟐𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
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𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝟐𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐
= 𝟎 

𝟐𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔 = 𝟎 
∆= 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 

= 𝟏𝟔 − 𝟒ሺ𝟐ሻሺ−𝟔ሻ 
= 𝟏𝟔 + 𝟒𝟖 = 𝟔𝟒 > 𝟎 

𝒙𝟏 =
−𝒃 + √∆

𝟐𝒂
=

−𝟒 + 𝟖

𝟒
= 𝟏 

𝒙𝟐 =
−𝒃 − √∆

𝟐𝒂
=

−𝟒 − 𝟖

𝟒
= −

𝟏𝟐

𝟒
= −𝟑 

𝒇ሺ𝟏ሻ =
𝟏𝟎

𝟐
= 𝟓 

𝒇ሺ−𝟑ሻ = −𝟏𝟏 
+∞ 𝟏 −𝟏 −𝟑 −∞ 𝒙 
+ −   𝟎 || 𝟎    + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
+∞ +∞ 

 
𝟓 

|| −𝟏𝟏 
 

−∞ 

 
 

−∞ 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

يكن   ,𝑰ሺ−𝟏ل −𝟑ሻ   تحقق يجب  تناظر  مركز 
 الشروط الاتية: 

1- ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ⟹ 𝟐𝒂 − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 
⟹ −𝟐 − 𝒙 ∈ 𝑫𝒇 

 الاثبات: 
𝒙 ∈ 𝑹/{−𝟏} 
−𝒙 ∈ 𝑹/{𝟏} 

−𝟐𝒙 ∈ 𝑹/{−𝟏} = 𝑫𝒇 
 محقق. 

2- 𝒇ሺ𝟐𝒂 − 𝒙ሻ + 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒃 
𝒇ሺ−𝟐 − 𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 

𝟐ሺ−𝟐 − 𝒙ሻ𝟐 − 𝟐 − 𝒙 + 𝟕

−𝟐 − 𝒙 + 𝟏
+

𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
 

=
𝟖 + 𝟖𝒙 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟐 − 𝒙 + 𝟕

−𝟏 − 𝒙

+
𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕

𝒙 + 𝟏
 

=
−𝟔𝒙 − 𝟔

𝒙 + 𝟏
= −𝟔

ሺ𝒙 + 𝟏ሻ

𝒙+𝟏
= −𝟔 = 𝟐𝒃 

𝒚لدينا  = 𝟐𝒙 −  مقارب مائل  𝟏
ሺ𝒙, 𝒚ሻ 𝒚 𝒙 

ሺ𝟎, −𝟏ሻ −𝟏 𝟎 
ሺ𝟏, 𝟏ሻ 𝟏 𝟏 

 
 : مسألة

تابع   يكن ال  المعرف بالشكل:  𝒇ل

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

𝟐
+

𝟏

𝒙
 

يرات   (1 تغ  ونظم جدولًا بها. 𝒇ادرس 
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اوجد معادلة المقارب المائل و   (2
بي    ادرس الوضع النس

 فردي   𝒇أثبت أن   (3
   𝒄𝒇ارسم المقارب المائل وارسم   (4

 الحل: 

1)   𝒇   معرف على] − ∞, 𝟎[∪]𝟎, +∞[ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟎+
= +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟎−
= −∞  

  𝒙 = و    ∞−و   ∞+مقارب شاقولي عند   𝟎
𝒄𝒇 .يقع على يمين مقاربه 

  𝒇   تقاقي على  ∗𝑹اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐
−

𝟏

𝒙𝟐
 

=
𝒙𝟐 − 𝟐

𝟐𝒙𝟐
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
𝒙ومنه    = √𝟐  ∈ 𝑫 

  𝒙 = −√𝟐 ∈ 𝑫    

𝒇൫√𝟐൯ =
√𝟐

𝟐
+

𝟏

√𝟐
 

=
𝟐 + 𝟐

𝟐√𝟐
=

𝟒

𝟐√𝟐
= √𝟐 

 و بشكل مماثل :  

𝒇൫−√𝟐൯ = −√𝟐 
+∞ √𝟐  𝟎 𝒙 
+    𝟎 − || 𝒇′ሺ𝒙ሻ 
+∞ 

 
 

√𝟐 
+∞ 

 
|| 𝒇ሺ𝒙ሻ 

:∆نضع    (2 𝒚 =
𝒙

𝟐
 

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ =
𝟏

𝒙
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ሻ = 𝟎 
 و كذلك  ∞+مقارب مائل عند   ⟸∆  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚𝜟ሻ = 𝟎 

 و كذلك  ∞−مقارب مائل عند   ⟸∆

بي :    أما عن درسة الوضع النس

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚𝜟 =
𝟏

𝒙
≠ 𝟎 

 
−∞         𝟎            + ∞ 𝒙 

− − −         + + + 𝒇ሺ𝒙ሻ

− 𝒚𝜟 
𝑪  فوق𝜟           C   تحت𝜟   الوضع

بي   النس

 فردي :   𝒇إثبات أن   (3
∀𝒙 ∈ 𝑹∗   ⟹ −𝒙 ∈ 𝑹∗ 

𝒇ሺ−𝒙ሻ = −
𝒙

𝟐
−

𝟏

𝒙
= − (

𝒙

𝟐
+

𝟏

𝒙
)

= −𝒇ሺ𝒙ሻ 
 الرسم:  (4
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𝟏 𝟎 𝒙 
𝟏

𝟐
 𝟎 𝒚 

(𝟏,
𝟏

𝟐
) ሺ𝟎, 𝟎ሻ ሺ𝒙, 𝒚ሻ 

 
𝒇ሺ𝒙ሻ:      مسألة = 𝟑 −

𝟏

𝒙
 

يرات   𝑫𝒇عين   تغ  وارسمه.   𝒇وادرس 

 الحل: 

  𝒇   معرف على𝑹/{𝟎} 
𝑫𝒇 =] − ∞, 𝟎[∪]𝟎, +∞[ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑 
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑 

  𝒚 = ,∞+مقارب افقي في جوار   𝟑 −∞ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎−𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 

  𝒙 = يقع   𝒄و   ∞+مقارب شاقولي نحو   𝟎
يقع على   𝒄و   ∞−على يسار المقارب ونحو  

 يمين مقاربه. 

  𝒇   تقاقي على  ∗𝑹اش

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒙𝟐
> 𝟎 

+∞ 𝟎 −∞ 𝒙 
+ || + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

𝟑 
 

−∞ 

|| +∞ 
 

𝟑 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 

 
 إضافي :  

ية   تتال  بالشكل :   ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎نعرف م
𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇ሺ𝒖𝒏ሻ    , 𝒖𝟎 = 𝟐 

يج أنّ:   -1 تدر  برهن بال
√𝟐 ≤ 𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝒖𝒏 

تناقصة   -2 تج أنها م تن  اس
ية  توابع جذر يرات  تغ  دراسة 

1- 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙𝟐 + 𝟏 
   𝒇    معرف على𝑹 

𝑫𝒇 =] − ∞, +∞[ 
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞ = +∞   , 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ = +∞    
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  𝒇   تقاقي على [اش − ∞, +∞[ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟏
=

𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 
𝒇ሺ𝟎ሻ = √𝟎 + 𝟏 = 𝟏 

+∞ 𝟎 −∞ 𝒙 
+ 𝟎 − 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

+∞ 
 

 
𝟏 

+∞ 
 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

  𝒇ሺ𝟎ሻ = ياً  𝟏  قيمة صغرى محل

 
 

2- 𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙 + 𝟏 
  𝒇   𝟏−]معرف على, +∞[ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞  , 𝒇ሺ−𝟏ሻ = 𝟎 
  𝒇   تقاقي على [اش − 𝟏, +∞[ 

تقاقي على   تابع جذري يكون اش لان أي 
يفه دون الأطراف.  تعر  مجال 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟏
> 𝟎 

+∞  −𝟏 𝒙 
 + || 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

+∞  
 

 
𝟎 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 
 

تقاطع مع   𝒙نجعل   ′𝒚𝒚ال = 𝟎 
⟹ 𝒚 = 𝟎 

3-    𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙√𝟑 − 𝒙 
𝟑 − 𝒙 ≥ 𝟎 

𝟑 ≥ 𝒙 
𝑫𝒇 =] − ∞, 𝟑] 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞√+∞ = −∞ 
𝒇ሺ𝟑ሻ = 𝟎 

  𝒇   تقاقي على [اش − ∞, 𝟑[ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = √𝟑 − 𝒙 +
−𝟏

𝟐√𝟑 − 𝒙
𝒙 

= √𝟑 − 𝒙 −
𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
 

=
𝟐ሺ𝟑 − 𝒙ሻ − 𝒙

𝟑√𝟑 − 𝒙
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=
𝟔 − 𝟑𝒙

𝟐√𝟑 − 𝒙
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 ⟹ 𝟔 − 𝟑𝒙 = 𝟎 
𝟑𝒙 = 𝟔 ⟹ 𝒙 = 𝟐 

𝒇ሺ𝟐ሻ = 𝟐 
𝟑  𝟐 −∞ 𝒙 
|| − 𝟎 + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

 
𝟎 

 𝟐  
−∞ 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 

 
 

 

تقاطع مع   𝒙نجعل     ′𝒚𝒚ال = 𝟎 
𝒚 = 𝟎 ⟹ √𝟑 − 𝟎, 𝟎 

 

4- 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖 
يرات   -1 تغ  𝒇ادرس 
𝒚اثبت ان   -2 = 𝟐𝒙  مقارب مائل 

 ارسم  -3

 الحل: 

1- 𝒇   معرف على𝑹 
𝑫𝒇 =] − ∞, +∞[ 

يين    تع 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻحالة عدم  = 

تابع   ياغة ال يد ص  نع

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖 
 نضرب بالمرافق: 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
൫𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖൯൫𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖൯

𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
 

=
𝒙𝟐 − ሺ𝒙𝟐 + 𝟖ሻ

𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
 

=
−𝟖

𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
  𝒚 =  ∞+مقارب افقي بجوار   𝟎

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = −∞ 
  𝒇   تقاقي في [اش − ∞, +∞[ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 −
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟖
 

=
𝟐√𝒙𝟐 + 𝟖 − 𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟖
 

=
√𝒙𝟐 + 𝟖 − 𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟖
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
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√𝒙𝟐 + 𝟖 − 𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟖
= 𝟎 

√𝒙𝟐 + 𝟖 − 𝒙 = 𝟎 
√𝒙𝟐 + 𝟖 = 𝒙 

يلة   تح  مس

 
+∞  −∞ 𝒙 
+ + + + + + 𝒇′ሺ𝒙ሻ 

𝟎   
−∞ 

𝒇ሺ𝒙ሻ 

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒚∆ 
𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖 − 𝟐𝒙 
= −𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = +∞ − ∞ 
يين  تع  حالة عدم 

ሺ−𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟖ሻሺ−𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖ሻ

−𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
 

=
𝒙𝟐 − 𝒙𝟐 + 𝟖

−𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
=

𝟖

−𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟎 
 

تقاطع مع   𝒙نجعل   ′𝒚𝒚ال = 𝟎 
−𝟐√𝟐 

ሺ𝒙, 𝒚ሻ 𝒚 𝒙 
ሺ𝟎, 𝟎ሻ 𝟎 𝟎 
ሺ𝟏, 𝟐ሻ 𝟐 𝟏 

 

 
 

ن الثوابت:   تعيي 

 الحالة الاولى : صيغ متكافئة 

ن إحداهما معلومة و الأخرى تشتمل على   نعطى صيغتي 

 ثوابت يُطلب تعيينها  

ٍ أو قسمة اقليدية أو توحيد  
نصلح إحدى الصيغ ) بنشر

ن   مقامات ( و نطابق الصيغتي 

 : 1مثال

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 3𝑥 + 4

𝑥 + 1
 

ن   ,𝑎عي  𝑏 إذا علمت 

 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
. 

 الحل: 

 بالقسمة الإقليدية  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + 2 +
2

𝑥 + 1
 

 بالمقارنة مع  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥 + 1
 

 نجد 
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𝑎 = 1 , 𝑏 = 2 , 𝑐 = 2 

𝑓ሺ𝑥ሻ: بفرض   2مثال =
𝑥

ሺ𝑥−1ሻሺ𝑥−2ሻ
   

ن  ,𝑎أوجد عددين حقيقي  𝑏  : يحققان أن 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎

𝑥 − 1
+

𝑏

𝑥 − 2
 

 الحل : 

 نوجد مقامات : 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎ሺ𝑥 − 2ሻ + 𝑏ሺ𝑥 − 1ሻ

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
 

=
𝑎𝑥 − 2𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑏

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
   

=
ሺ𝑎 + 𝑏ሻ𝑥 + ሺ−2𝑎 − 𝑏ሻ

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
  

 أصبح لدينا :  

𝑥

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
=

ሺ𝑎 + 𝑏ሻ𝑥 + ሺ−2𝑎 − 𝑏ሻ

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
 

و الثوابت مع   𝑥مع أمثال  𝑥نطابق البسوط )أمثال 

ن (   ي الطرفي 
 الثواب فن

𝑎 + 𝑏 = 1 … ሺ1ሻ 

−2𝑎 − 𝑏 = 0 … . ሺ2ሻ 

 بالجمع : 

−𝑎 = 1  ⟹ 𝑎 = −1  

ي ) 
 ( :  1نعو ض فن

 −1 + 𝑏 = 1 ⟹ 𝑏 = 2 

 و بالتالي :  

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−1

𝑥 − 1
+

2

𝑥 − 2
 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن  ( :3مثال ) =
𝑥2

ሺ𝑥−1ሻ2
, جد عددين  

ن   ,𝑎حقيقي  𝑏  : يحققان أن 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎 +
𝑏

𝑥 − 1
+

𝑐

ሺ𝑥 − 1ሻ2
 

 الحل : 

 لدينا : 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2

ሺ𝑥 − 1ሻ2
= (

𝑥

𝑥 − 1
)

2

 

بيع نجد :   بالقسمة الاقليدية داخل التر

𝑓ሺ𝑥ሻ = (1 +
1

𝑥 − 1
)

2

 

 نفك المطابقة : 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 12 + 2ሺ1ሻ (
1

𝑥 − 1
) + (

1

𝑥 − 1
)

2

 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 +
2

𝑥 − 1
+

1

ሺ𝑥 − 1ሻ2
 

 و بالمقارنة مع : 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎 +
𝑏

𝑥 − 1
+

𝑐

ሺ𝑥 − 1ሻ2
 

 نجد ان : 

𝑎 = 1   , 𝑏 = 2   , 𝑐 = 1 

𝑓ሺ𝑥ሻبفرض  : 4مثال =
𝑥3+4

𝑥2+2𝑥+3
  

ن   ن عددين حقيقي  ,𝑎عي  𝑏   
ً
 يحقق أن :  𝑢ሺ𝑥ሻو تابعا

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑢ሺ𝑥ሻ

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

 الحل : 

𝑓ሺ𝑥ሻلدينا  =
𝑥3+4

𝑥2+2𝑥+3
 بالقسمة الاقليدية :  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 − 2 +
𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

 بالمقارنة مع :  
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𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑢ሺ𝑥ሻ

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

 نجد أن : 

𝑎 = 1   , 𝑏 = −2   , 𝑢ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + 2 

𝑓ሺ𝑥ሻليكن   : 5مثال  =
3𝑥2+6𝑥

𝑥2−𝑥−2
. جد عددين  

𝑎, 𝑏, 𝑐  

 تحقق أن : 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎 +
𝑏

𝑥 + 1
+

𝑐

𝑥 − 2
 

 الحل : نوجد المقامات : 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎ሺ𝑥 + 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ + 𝑏ሺ𝑥 − 2ሻ + 𝑐ሺ𝑥 + 1ሻ

ሺ𝑥 + 1ሻሺ𝑥 − 2ሻ
 

=
𝑎𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎𝑥 − 2𝑎 + 𝑏𝑥 − 2𝑏 + 𝑐𝑥 + 𝑐

𝑥2 − 𝑥 − 2
 

=
𝑎𝑥2 + ሺ−𝑎 + 𝑏 + 𝑐ሻ𝑥 + ሺ−2𝑎 − 2𝑏 + 𝑐ሻ

𝑥2 − 𝑥 − 2
  

 نقارن مع الشكل : 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3𝑥2 + 6𝑥

𝑥2 − 𝑥 − 2
 

 فنجد بمطابقة أمثال البسوط :  

𝑎 = 3 

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 

−2𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0 

ك نجد أن :    بالحل المشتر

𝑎 = 3   ,   𝑏 = 1   , 𝑐 = 8 

 و بالتالي :  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 +
1

𝑥 + 1
+

8

𝑥 − 2
 

 

معطيات عددها يساوي عدد  الحالة الثانية : 

 من  
ً
جم كلا ي كيف نتر

المجاهيل و يوضح الجدول الآتر

 المعطيات إل عبارة رياضية 

 العلاقة المكافئة المعطى

ي  
الخط البياتن

للتابع يمر من  
نقطة  

𝐴ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ  
أو النقطة 

𝐴ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ 
تنتمي للخط  

ي 
 البياتن

بما ان النقطة تنتمي  
ي فإن :  

 للخط البياتن
𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0 

ي  
الخط البياتن

 ميله  
ً
يقبل مماسا

𝑚  ي النقطة
فن

ي فاصلتها  
 𝑥0التر

 من عبارة الميل :  
𝑓′ሺ𝑥0ሻ = 𝑚 

ي  
الخط البياتن
للتابع يقبل 
 ميله 

ً
 𝑚مماسا

ي نقطة منه  
فن

𝐴ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ 

ن : هنا لدينا   معلومتي 
 𝐴النقطة  -1

تنتمي للتابع 

إذن : 

𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0 

 𝐴الميل عند  -2

 :   𝑚هو 

𝑓′ሺ𝑥0ሻ
= 𝑚 

تذكر إذا ذكر أن  
ي فإن 

المماس أفقر
𝑚 = 0 

للتابع قيمة  
  𝑥0حدية عند 

بما أنها قيمة حدية  
 فهي تعدم المشتق :  

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 
للتابع قيمة  
 𝑥0حدية عند 
 𝑦0مساوية لـ 

ن : هنا لدينا   معلومتي 
𝑓′ሺ𝑥0ሻ = 0 
𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0 

 

 تدرب:

①                 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟑𝒙𝟑+𝒂𝒙+𝒃

𝒙𝟐+𝟏
 

ن   ,𝒂عي  𝒃   لتكون𝒚 = 𝟒𝒙 + معادلة المماس  𝟑

ي فاصلتها  𝑪𝒇للخط 
ي النقطة الت 

ن
 .𝟎ف

 الحل:

http://www.myway.edu.sy/


 نذير تيناويإعداد المدرس:                   شتقاقبحث الا إلىطريقي                       منصة طريقي التعليمية      
 ثالث ثانوي علمي  الصف:                             1التحليل مادة:                                     

                     whatsapp/tel:0947050592                                                          WWW.Myway.edu.sy 

𝑓′ሺ0ሻمن الميل  = والتابع يمر من النقطة   4

ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ  

𝑥حيث   = غت  معلومة فنحسبها من  𝑦0لكن    0

 المستقيم : 

𝑦0 = 4ሺ0ሻ + 3 = 3 

𝑓ሺ𝑥0ሻ = 𝑦0 ⇒ 𝑓ሺ0ሻ = 3  

𝑓   ي على
  ℝاشتقافر

𝑓′ሺ𝑥ሻ

=
ሺ9𝑥2 + 𝑎ሻሺ𝑥2 + 1ሻ − 2𝑥ሺ3𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏ሻ

ሺ𝑥2 + 1ሻ2
 

1ሻ     𝑓′ሺ0ሻ = 4 ⇒ 𝑎 = 4 

2ሻ     𝑓ሺ0ሻ = 3 ⇒ 𝑏 = 3 

②            𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒂𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝒃 

ن   𝒙إذا علمت أنه يقبل قيمة حدية عند  𝒂عي  = −𝟏 

 .  𝟐مساوية للعدد 

 لدينا معلومتان : الحل:

𝑓′ሺ−1ሻ = 0  ,  𝑓ሺ−1ሻ = 2  

𝑓   ي
 اشتقافر

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 3𝑎𝑥2 + 6𝑥 + 3 

𝑓′ሺ−1ሻ = 0 

3𝑎𝑥2 + 6𝑥 + 3 = 0 

3𝑎 − 3 = 0 

𝑎 = 1 

𝑓ሺ−1ሻ = −𝑎 + 3 − 3 + 𝑏 = 2 

−𝑎 + 𝑏 = 2 

−1 + 𝑏 = 2 

𝑏 = 3 

③      𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝟏

𝒙−𝟏
 

ن   ,𝒂عي  𝒃   إذا علمت أن𝒇ሺ−𝟏ሻ =  قيمة حدية.  𝟎

 الحل: 

𝑓ሺ−1ሻ = 0  

𝑎 − 𝑏 + 1

−2
= 0 

𝑎 − 𝑏 = −1 … ❶ 

𝑓′ሺ−1ሻ = 0  

𝑓   ي على
  ℝ \ {−1}اشتقافر

𝑓′ሺ𝑥ሻ

=
ሺ2𝑎𝑥 + 𝑏ሻሺ𝑥 − 1ሻ − ሺ𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1ሻ

ሺ𝑥 − 1ሻ2
 

𝑓′ሺ−1ሻ = 0 

ሺ−2𝑎 + 𝑏ሻሺ−2ሻ − ሺ𝑎 − 𝑏 + 1ሻ

4
= 0 

4𝑎 − 2𝑏 − 𝑎 + 𝑏 − 1 = 0 

3𝑎 − 𝑏 = 1 … ❷  

ن   نجد  ❷و  ❶بالجمع بي 

−2𝑎 = −2 

𝑎 = 1 

 

𝒇ሺ𝒙ሻحل المعادلات  = 𝝀 :  عندما نقول أن

𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة   = 𝜆   حل , أي أن المستقيم

𝑦الأفقي   = 𝜆   يقطع منحني التابع𝑓   في

 نقطة  

وقد يكون للمعادلة أكثر من حل وقد لا يكون  

 لها حلول " مستحيلة  " . 

 

 تأمل الأشكال التالية : 
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مستمر على المجال   𝑓هنا نلاحظ أن   (1

[1 , 5]   

, 𝑓ሺ[1ومتزايد عليه , وأن   5]ሻ =

 [1 ,4.75]   

 

𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة   = حل وحيد على   3

, 1]المجال   5]   

 

 لأن التابع مستمر  الحل موجود: 

  𝜆 = 3 ∈ 𝑓ሺ[1 , 5]ሻ = [1 , 4.75]     

 

𝑓′ሺ𝑥ሻمتزايد   𝑓لأن   الحل وحيد :  > 0  

, 1]على المجال   5] 

 

𝑓ሺ𝑥ሻالمعادلة   = مستحيلة الحل   5

λلأن  = 5 ∉ 𝑓ሺ[1 , 5]ሻ = [1 , 4.75] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓ሺ𝑥ሻالمعادلة   (2 =  حل وحيد هو 3

  𝑥 = 4 

, 1]على المجال    7]   

مستمرعلى    𝑓لأن   الحل موجود: 

[1 ,  و  [7

  𝜆 = 3 ∈ 𝑓ሺ[1 , 7]ሻ = [2 , 10]     

متناقص على   𝑓لأن   الحل وحيد : 

 المجال  

, 1]على المجال     7] 

𝑓ሺ𝑥ሻالمعادلة   = مستحيلة الحل    1

λلأن  = 1 ∉ 𝑓ሺ[1 , 7]ሻ = [2 , 10] 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓ሺ𝑥ሻالمعادلة   (3 = مستحيلة لأن   50

𝑓  غير مستمر 

𝑥عند   = 1000  

 فلا يوجد نقطة بحيث المستقيم 

  𝑦 =  يقطع التابع . 50

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓ሺ𝑥ሻالمعادلة   (4 =  حلان هما    2

𝑥 =
1

2
𝑥و     = 2   

 

مستمرعلى    𝑓لأن   الحل موجود: 

[0 ,  و  [3

  2 ∈ 𝑓ሺ[0 , 3]ሻ = [0 , 3]     

 

غير مطرد   𝑓لأن   الحل غير وحيد :

, 0]على المجال   3] 
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𝒇ሺ𝒙ሻكيف ندرس حلول المعادلة   = 𝝀  

مستمر على المجال   𝑓نثبت أن   •

[𝑎, 𝑏]   

𝜆نثبت أن    • ∈ 𝑓ሺ[𝑎, 𝑏]ሻ     فنضمن "

 بذلك وجود الحل"  

  𝑓′ሺ𝑥ሻلإثبات وحدانية الحل نحسب   •

 مطرد على المجال   𝑓ونثبت أن  

 

,𝒇ሺ[𝒂سؤال كيف نوجد   𝒃]ሻ   

,𝑓ሺ[𝑎متزايد فإن    𝑓إذا كان   • 𝑏]ሻ =

[𝑓ሺ𝑎ሻ, 𝑓ሺ𝑏ሻ]   

,𝑓′ሺ[𝑎متناقص فإن    𝑓إذا كان   • 𝑏]ሻ =

[𝑓ሺ𝑏ሻ, 𝑓ሺ𝑎ሻ]   

 إذا كان غير مطرد نشكل جدول   •

 مثلاً : 

 

ሺ[−3,1]ሻ = [−1,5] 

𝑓ሺ[1,2]ሻ = [−2,5] 

𝑓ሺ[2,3]ሻ = [−2,7] 

𝑓ሺ[−3,3]ሻ = [−2,7] 

 :  1تمرين

𝑓ሺ𝑥ሻالتابع المعرف بالشكل    𝑓ليكن   =

𝑥3 + 𝑥 − 1   

𝑓ሺ𝑥ሻأثبت أن للمعادلة   = حل وحيد      3

 [1,2]ضمن المجال  

 الحل : 

,𝑎]لدينا   𝑏] = λو  [1,2] = 3  

𝑓   تابع كثير حدود فهو معرف ومستمر

   ℝواشتقاقي على  

𝐼وبالتالي على المجال   = [1,2]  

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 3𝑥2 + 1 > 0 

∀ 𝑥 ∈ [1,2] 

   [1,2]فهو متزايد على المجال  

λ = 3 ∈ 𝑓ሺ[1,2]ሻ = [𝑓ሺ1ሻ, 𝑓ሺ2ሻ] = [1,9] 

𝑓ሺ𝑥ሻإذاً للمعادلة   = حل وحيد على   3

   [1,2]المجال  

 :  2تمرين

𝑓ሺ𝑥ሻالتابع المعرف بالشكل    𝑓ليكن   =

𝑥3 − 3𝑥2 + 1   

𝑓ሺ𝑥ሻأثبت أن للمعادلة   + 1 = ثلاث     0

 حلول فقط  

 الحل: 

𝑓   تابع كثير حدود فهو معرف ومستمر

   ℝواشتقاقي على  

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 3𝑥2 − 6𝑥 

 نعدم المشتق  

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 
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3𝑥2 − 6𝑥 = 0 

𝑥ሺ3𝑥 − 6ሻ = 0 

𝑥 = 0   𝑜𝑟   𝑥 = 2 

𝑓ሺ0ሻ = 1   ,   𝑓ሺ2ሻ = −3 

 ننظم جدول تغيرات  

 

 

1. 𝑓   مستمر ومتزايد على المجال] −

∞, 0[   

𝜆و   = −1 ∈ 𝑓ሺ ] − ∞, 0[ ሻ =] −

∞, 1[    

 

2. 𝑓   0,2[مستمر و متناقص على[   

𝑓ሺ𝑥ሻفللمعادلة   = حل وحيد على   1−

   ]0,2[المجال  

 

3. 𝑓   مستمر ومتزايد على المجال

]2, +∞[   
𝜆و  = −1 ∈ 𝑓ሺ ]2, +∞[ ሻ =] − 3, +∞[    

فللمعادلة حل وحيد على المجال  

]2, +∞[ 

 

𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة   ⇐ + 1 = ثلاثة حلول   0

 .  ℝفي  

 1تدريبات على الدفتر : تدرب 

 

 

 

 

 تمات في الاشتقاق :  ت

تخدام   تُدرس باس تابع  تقاق  ية اش قابل
 النهاية :  

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
 

يز الحالات الآتية:  ثم نم

يد   -1   𝒎إذا كان الناتج عدد حقيقي وح
تاق عند   𝒇فإننا نقول إن   قابل للاش

𝒂   و𝒇′ሺ𝒂ሻ = 𝒎   
سي  ير الهند تفس يل المماس   ال : م

تابع   𝒎هو  𝒂عند النقطة   𝒇لل
ير قابل   𝒇فإن   ∞إذا كان الناتج   -2 غ

تقاق عند      𝒂للاش
سي  ير الهند تفس يقبل مماساً   𝒄𝒇:   ال

تي   ياً في النقطة منه ال شاقول
تها فا  𝒂صل

 و معادلة هذا المماس
  𝒙 = 𝒂  

تابع ذو فرعين و نقطة   -3 إذا كان ال
تفرع هي   𝒙ال = 𝒂  تاج فإننا سنح

لدراسة النهاية السابقة بقيم أكبر و  
 قيم أصغر 
 عندئذٍ نُرمّزُ :  

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂+

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂+ሻ 
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𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂−
𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂−ሻ 

𝒇′ሺ𝒂+ሻفإذا كان   ≠ 𝒇′ሺ𝒂−ሻ   ير فهو غ
تقاق عند      𝒂قابل للاش

سي  ير الهند تفس يقبل   𝒄𝒇: الخط   ال
تي   نصفي مماسين عند النقطة منه ال

تها  فاصل
  𝒙 = 𝒂  

 معادلة نصف المماس من اليمين : 

𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂+ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 
 ومعادلة نصف المماس من اليسار : 

𝒚 = 𝒇′ሺ𝒂−ሻሺ𝒙 − 𝒂ሻ + 𝒇ሺ𝒂ሻ 
ين  :  1تمر

تابع   تقاق ال ية اش 𝒇ሺ𝒙ሻادرس قابل =

√𝟐𝒙 − تها  𝟒 𝒙عند النقطة التي فاصل = 𝟐  
تيجة  سي للن تأويل الهند    و أعطِ ال

 الحل : 

𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝟐ሻ

𝒙 − 𝟐
=

√𝟐𝒙 − 𝟒 − 𝟎

𝒙 − 𝟐
 

𝒈ሺ𝒙ሻ =
√𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙 − 𝟐
 

𝟐𝒙√نضرب البسط و المقام بالجذر   − 𝟒   : 

𝒈ሺ𝒙ሻ =
√𝟐𝒙 − 𝟒 . √𝟐𝒙 − 𝟒

ሺ𝒙 − 𝟐ሻ√𝟐𝒙 − 𝟒

=
𝟐𝒙 − 𝟒

ሺ𝒙 − 𝟐ሻ√𝟐𝒙 − 𝟒
 

𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝟐ሺ𝒙 − 𝟐ሻ

ሺ𝒙 − 𝟐ሻ√𝟐𝒙 − 𝟒
=

𝟐

√𝟐𝒙 − 𝟒
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟐𝒈ሺ𝒙ሻ = ∞ 
تالي   تقاق عند   𝒇و بال ير قابل للاش 𝒙غ = 𝟐   

ياني للخط   سي : الخط الب تأويل الهند   𝒄𝒇ال
ياً عند   𝒙يقبل مماساً شاقول = ته  𝟐 معادل

𝒙 = 𝟐 
ين يكن   2تمر تابع   𝒄𝒇: ل ياني لل    𝒇الخط الب

 المعرف بالشكل :  

𝒇ሺ𝒙ሻ =
|𝒙| + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐
 

تب   -1 تقلة عن   𝒇ሺ𝒙ሻاك بعبارة مس
 القيمة المطلقة  

يقبل نصفي   𝒄𝒇أثبت أن الخط   -2
𝒙مماسين عند   = و أوجد معادلة   𝟎

 كل منهما  
  الحل : 

 نعلم أن :   -1
|𝒙| = {

𝒙    ∶ 𝒙 ≥ 𝟎
−𝒙   ∶ 𝒙 < 𝟎

 
 لنجد أن :   𝒇ሺ𝒙ሻنعوض في عبارة  

𝒇ሺ𝒙ሻ = {

𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐
   ∶ 𝒙 ≥ 𝟎

−𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐
   ∶  𝒙 < 𝟎

 

تابع :   -2  نشكل ال

𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝟎ሻ

𝒙 − 𝟎
=

|𝒙| + 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐

−
𝟏
𝟐

 

𝒙
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و لكن بسبب وجود القيمة المطلقة فإننا  
يمين ثم من   يجب أن نحسب النهاية من ال

يسار:    ال

يمين :  ❖  من ال
𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+𝒈ሺ𝒙ሻ 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝒙 + 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐

−
𝟏
𝟐

𝒙
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝟐𝒙 + 𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝟐
𝟐ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ

𝒙
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝟐𝒙 − 𝒙𝟐

𝟐𝒙ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝒙ሺ𝟐 − 𝒙ሻ

𝟐𝒙ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝟐 − 𝒙

𝟐ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
=

𝟏

𝟐
 

تالي   𝒇′ሺ𝟎+ሻو بال =
𝟏

𝟐
  

يسار :  ❖  من ال

 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

−𝒙 + 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟐

−
𝟏
𝟐

𝒙
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

−𝟐𝒙 + 𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝟐
𝟐ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ

𝒙
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

−𝟐𝒙 − 𝒙𝟐

𝟐𝒙ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

𝒙ሺ−𝟐 − 𝒙ሻ

𝟐𝒙ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
 

= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+

−𝟐 − 𝒙

𝟐ሺ𝒙𝟐 + 𝟐ሻ
= −

𝟏

𝟐
 

يه فإن   𝒇′ሺ𝟎−ሻو عل = −
𝟏

𝟐
و  من ثم  فإن   

𝒇  تقاق عند ير قابل للاش 𝒙غ =  لأن :   𝟎
𝒇′ሺ𝟎+ሻ ≠ 𝒇′ሺ𝟎−ሻ 

سي  تأويل الهند ياني  ال لذلك أن الخط الب
تابع  𝒙يقبل نصفي مماسين عند   𝒇لل = 𝟎   : 

يني:  يم    معادلة نصف المماس ال
𝒚 = 𝒇′ሺ𝟎+ሻሺ𝒙 − 𝟎ሻ + 𝒇ሺ𝟎ሻ 

𝒚 =
𝟏

𝟐
ሺ𝒙 − 𝟎ሻ +

𝟏

𝟐
 

𝒚 =
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
 

يساري:    معادلة نصف المماس ال

𝒚 = 𝒇′ሺ𝟎−ሻሺ𝒙 − 𝟎ሻ +
𝟏

𝟐
 

𝒚 = −
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟐
 

تالي يوضح ما سبق :    الرسم ال

 

 

 

 

 

تابع   تقاق ال ية اش عند   𝒇تدرب: ادرس قابل
𝒂 = 𝟏   

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙

|𝒙 − 𝟏| + 𝟏
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ياً  تيجة هندس  وفسر الن

استخدام تعريف العدد المشتق في إزالة  

حالة عدم التعيين  
0

0
  : 

 يكون :  𝑎اشتقاقي عند   𝑓نعلم أنه إذا كان  

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
𝒇′ሺ𝒂ሻ 

يكن  : مثال تابع المعرف على  𝒇ل  بالشكل:  𝑹ال

𝒇ሺ𝒙ሻ = √𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 
,  𝒇′ሺ 𝟎ሻاحسب   -1 𝒇′ሺ𝒙ሻ ,   𝒇ሺ𝟎ሻ 
ية   -2 تنتج قيمة النها  اس

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
 

 : الحل

1-    𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟏 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙 + 𝟏

𝟐√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏
 

𝒇′ሺ𝟎ሻ =
𝟏

𝟐
 

2- 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂
𝒇ሺ𝒙ሻ−𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙−𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

𝒂 = 𝟎 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
= 𝒇′ሺ𝟎ሻ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

√𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
=

𝟏

𝟐
 

يكن  : مثال تابع المعرف على  𝒇ل  بالشكل:  𝑹ال

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
,  𝒇′ሺ 𝟎ሻاحسب   -1 𝒇′ሺ𝒙ሻ ,   𝒇ሺ𝟎ሻ 
ية   -2 تنتج قيمة النها  اس

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏

𝒙
 

1- 𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝒄𝒐𝒔 𝟎 = 𝟏 
𝒇′ሺ𝒙ሻ = −𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒇′ሺ𝟎ሻ = − 𝒔𝒊𝒏 𝟎 = 𝟎 
2- 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒙−𝟏

𝒙
 

تق:  يف العدد المش تعر  نعلم حسب 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝟎ሻ

𝒙
= 𝒇′ሺ𝟎ሻ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏

𝒙
= 𝟎 

تق أثبت ان  :  تمرين يف العدد المش  باستخدام تعر

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟏 

تابع  تق لل يف العدد المش  𝒂عند   𝒇تعر

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

𝒇ሺ𝒙ሻلنضع   = 𝒔𝒊𝒏 𝒙  تقاقي على  𝑹المعرف والاش

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
𝒂لنضع   = 𝟎 

𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝒔𝒊𝒏 𝟎 = 𝟎 
𝒇′ሺ𝟎ሻ = 𝒄𝒐𝒔 𝟎 = 𝟏 

يف:  تعر  نعوض في ال

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟎

𝒙 − 𝟎
= 𝟏 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟏 

 بوجه عام:  

𝒍𝒊𝒎∗→𝟎

𝒔𝒊𝒏ሺ∗ሻ

∗
= 𝟏 

 تمرين: باستخدام تعريف العدد المشتق احسب النهاية 
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𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅

𝟒

𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 𝟏

𝒙 −
𝝅

𝟒

 

تق   يف العدد المش  𝒂عند   𝒇تعر

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′ሺ𝒂ሻ 

𝒇ሺ𝒙ሻلنضع   = 𝒕𝒂𝒏 𝒙  تقاقي على  𝑹المعرف والاش

𝒂 =
𝝅

𝟒
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙 

𝒇 (
𝝅

𝟒
) = 𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
= 𝟏 

𝒇′ (
𝝅

𝟒
) = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐

𝝅

𝟒
 

= 𝟏 + 𝟏 = 𝟐 
يف:  تعر  نعوض في ال

𝟐 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅
𝟒

𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 𝟏

𝒙 −
𝝅
𝟒

 

 المعرف بالشكل: 𝒇مثال: احسب نهاية التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
ට𝒙 + 𝟒 − 𝟐

𝒙
 

𝒙عند  =  باستخدام تعريف قابلية الاشتقاق.  𝟎

 

 الحل: 

𝒈ሺ𝒙ሻ = √𝒙 + 𝟒 
𝒈ሺ𝟎ሻ = √𝟒 = 𝟐 

𝒈′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟒
 

𝒈ሺ𝟎ሻ =
𝟏

𝟒
 

ية  يف قابل تقاق تعر  الاش

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒈ሺ𝒙ሻ − 𝒈ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒈′ሺ𝒂ሻ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎
√𝒙 + 𝟒 − 𝟐

𝒙
=

𝟏

𝟒
 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟒
 

𝒇ሺ𝒙ሻ  مثال: =
𝒕𝒂𝒏 𝒙

𝒙
             , 𝒂 = 𝟎 

𝒈ሺ𝒙ሻلنضع   = 𝒕𝒂𝒏 𝒙  تقاقي على  𝑹معرف واش
𝒈′ሺ𝒙ሻ = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙 
𝒈ሺ𝟎ሻ = 𝒕𝒂𝒏 𝟎 = 𝟎 

𝒈′ሺ𝟎ሻ = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝟎 = 𝟏 
تق  يف العدد المش تعر  نعوض في 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒈ሺ𝒙ሻ − 𝒈ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
= 𝒈′ሺ𝒂ሻ 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 𝟎

𝒙 − 𝟎
= 𝟏 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎  
𝒕𝒂𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟏 

𝒇ሺ𝒙ሻتدريب:  =
ට𝒙+𝟏−ට𝟐

𝒙−𝟏
         , 𝒂 = 𝟏 

𝒈ሺ𝒙ሻلنضع   = √𝒙 + ,𝟎]معرف على   𝟏 تقاقي  ]∞+ واش
,𝟎[على  +∞[ 

𝒈′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟏
 

𝒈ሺ𝟏ሻ = √𝟐 

𝒈′ሺ𝟏ሻ =
𝟏

𝟐√𝟐
 

تق  يف العدد المش تعر  نعوض في 

𝒈′ሺ𝒂ሻ = 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒂

𝒈ሺ𝒙ሻ − 𝒈ሺ𝒂ሻ

𝒙 − 𝒂
 

𝟏

𝟐√𝟐
= 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟏

√𝒙 + 𝟏 − √𝟐

𝒙 − 𝟏
 

 مثال: ننوي دراسة  نهاية التابع عند 
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𝒇: 𝒙 →
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒙 −
𝝅

𝟐

           , 𝒂 =
𝝅

𝟐
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅
𝟐

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟎

𝟎
 

يين .  تع  حالة عدم 

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ...................................................
 ................................. 

 

 مثال:

1- 𝒇൫𝒙൯ =
ට𝒙𝟐+𝒙+𝟐−𝟐

𝒙−𝟏
         , 𝒂 = 𝟏 

𝒈ሺ𝒙ሻلنضع   = √𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐 

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ...................................................
 ................................. 

2- 𝒇൫𝒙൯ =
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒙−
𝝅

𝟐

 

𝒈ሺ𝒙ሻلنضع   = 𝒄𝒐𝒔 𝒙  تقاقي على  𝑹معرف واش

 ...........................................................................................
 ................... ........................................................................

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.. .........................................................................................
 ...........................................................................................

............................................................................ ...............
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ................................. 

 

 

 عليا:المشتقات من مراتب  

 

   ′𝑓و مشتقه   𝐼تابع اشتقاقي على   𝑓ليكن  

نعرف  𝐼اشتقاقي على   ′𝑓عندئذٍ إذا كان  
 وفق :   𝑓المشتق من المرتبة الثانية للتابع  

𝑓′′ሺ𝑥ሻ = ൫𝑓′ሺ𝑥ሻ൯
′ 

 𝑛و هكذا فإننا نعرف المشتق من المرتبة  
 بالشكل :  

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ൫𝑓ሺ𝑛−1ሻሺ𝑥ሻ൯
′
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لا يمثل قوة وإنما عدد   𝑓ሺ𝑛ሻحيث  أن الرمز 
 𝑛مرات الاشتقاق هو  

 تمارين :  

 التمرين الأول : 

 وفق :   𝑅التابع المعرف على   𝑓ليكن  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + √1 + 𝑥2 
1√تحقق أن   -1 + 𝑥2𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ 
 استنتج أن :  -2

ሺ1 + 𝑥2ሻ𝑓′′ሺ𝑥ሻ + 𝑥𝑓′ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ...................................................
 ................................. 

 ...........................................................................................
................................................................................ ...........

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

............................................................... ............................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 .............................................. .............................................

 ...........................................................................................
 ................................. 

 ...................................................................................... .....
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

..................................................................... ......................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.................................................... .......................................
 ...........................................................................................

 ............................................. 

ين الثاني :   تمر  ال

يكن   تابع المعرف على   𝒇ل ,𝟎[ال  وفق :   ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒙
 

,𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب   -1 𝒇′′ሺ𝒙ሻ, 𝒇ሺ𝟑ሻሺ𝒙ሻ  
 أثبت أنّ:   -2

𝒇ሺ𝒏ሻሺ𝒙ሻ =
ሺ−𝟏ሻ𝒏𝒏!

𝒙𝒏+𝟏
 

 الحل :  

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ...................................................
 ................................. 
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 ...........................................................................................
................................................................................ ...........

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

............................................................... ............................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 .............................................. .............................................
 ...........................................................................................

 ................................. 

 ...................................................................................... .....
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

..................................................................... ......................
 ...........................................................................................

 .......................................... 

 فائدة :  

توابع   تقات ال يغ أخرى لمش فمثلًا    𝒄𝒐𝒔𝒙و  𝒔𝒊𝒏𝒙يوجد ص
تابة :    يمكن ك

ሺ𝒔𝒊𝒏𝒙ሻ′ = 𝒔𝒊𝒏 (𝒙 +
𝝅

𝟐
) 

ሺ𝒄𝒐𝒔𝒙ሻ′ = 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 +
𝝅

𝟐
) 

تق هنا يعني إضافة ربع دورة مباشرة إلى  أي أن المش
 الزاوية  

ين الثالث :   تمر  ال

يكن   تابع المعرف على   𝒇ل 𝒇ሺ𝒙ሻوفق :   𝑹ال = 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙   و
 المطلوب : 

,𝒇′ሺ𝒙ሻاحسب   -1 𝒇′′ሺ𝒙ሻ, 𝒇′′′ሺ𝒙ሻ  
يج أنه مهما تكن   -2 تدر تخدماً البرهان بال أثبت مس

𝒏 ≥  يكون :   𝟏

𝒇ሺ𝒏ሻሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒄𝒐𝒔 (𝒙 +
𝒏𝝅

𝟐
) + 𝒏𝒄𝒐𝒔 (𝒙 +

ሺ𝒏 − 𝟏ሻ𝝅

𝟐
) 

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

.......................................................................... .................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

......................................................... ..................................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 ........................................ ...................................................
 ................................. 

 ...........................................................................................
................................................................................ ...........

 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

............................................................... ............................
 ...........................................................................................
 ...........................................................................................

 .............................................. .............................................
 ...........................................................................................

 ................................. 

 

ياني انطلاقاً من خط   تاج الخط الب تن اس
 معلوم:

 الانسحاب: 

𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = 𝒇ሺ𝒙ሻ + 𝒃   فإن𝒄𝒈   تج عن ين
𝒄𝒇   بانسحاب شعاعه𝒃𝒋   انسحاب شاقولي (

  ) 
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𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = 𝒇ሺ𝒙 + 𝒂ሻ   فإن𝒄𝒈   تج عن ين
𝒄𝒇   بانسحاب شعاعه−𝒂𝒊  )انسحاب أفقي( 

 

 التناظر : 

𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = 𝒇ሺ−𝒙ሻ   فإن𝒄𝒈   ير  𝒄𝒇نظ
تيب ترا  بالنسبة لمحور ال

 

𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = −𝒇ሺ𝒙ሻ   فإن𝒄𝒈   ير  𝒄𝒇نظ
 بالنسبة لمحور الفواصل  

 

𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = −𝒇ሺ−𝒙ሻ   فإن𝒄𝒈   ير  𝒄𝒇نظ
 بالنسبة للمبدأ  

 القيمة المطلقة:

𝒈ሺ𝒙ሻإذا كان   = |𝒇ሺ𝒙ሻ|   فإن𝒄𝒈   تج عن  𝒄𝒇ين
تحت محور الفواصل   تبدال النقاط التي  باس

 بنظائرها بالنسبة لمحور الفواصل  

 أمثلة و تدريبات : 

ية الخط   تال تج في كل ٍ من الحالات ال تن اس
ياني   تابع   𝒄𝒈الب الخط   𝒄𝒇انطلاقاً من   𝒈لل

تابع   ياني لل  المعرف بالشكل :   𝒇الب

𝒇ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
 

1- 𝒈ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙−𝟏ሻ𝟐

𝒙𝟐+𝟏
 

 نلاحظ أن :  

𝒇ሺ−𝒙ሻ =
ሺ−𝒙 + 𝟏ሻ𝟐

ሺ−𝒙ሻ𝟐 + 𝟏
=

ሺ𝟏 − 𝒙ሻ𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
 

=⏟

نخرج  ناقص 

൫−ሺ𝒙 − 𝟏ሻ൯
𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
=

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
= 𝒈ሺ𝒙ሻ 

 

ير   𝒄𝒈و منه   تيب .   𝒄𝒇نظ ترا  بالنسبة لمحور ال

2- 𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐

ሺ𝒙−𝟏ሻ𝟐+𝟏
   

 نلاحظ أن :  

𝒇ሺ𝒙 − 𝟏ሻ =
ሺ𝒙 − 𝟏 + 𝟏ሻ𝟐

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐 + 𝟏
=

𝒙𝟐

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐 + 𝟏
= 𝒈ሺ𝒙ሻ 

تالي   تج عن   𝑪𝒈و بال بانسحاب شعاعه   𝒄𝒇ين
𝟏 𝒊 . 

3- 𝒈ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝒙+𝟏ሻ𝟐+𝒙𝟐+𝟏

𝒙𝟐+𝟏
   

 نلاحظ أن :  

𝒇ሺ𝒙ሻ + 𝟏 =
ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
+ 𝟏

=
ሺ𝒙 + 𝟏ሻ𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
= 𝒈ሺ𝒙ሻ 

تالي   تج عن   𝒄𝒈و بال بانسحاب شعاعه   𝒄𝒇ين
𝟏𝒋 
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 أسئلة دورات : 

التابع المعرف على   𝑓ليكن    السؤال الأول  :

𝑅\{1} 

𝑓ሺ𝑥ሻوفق   =
2𝑥+3

𝑥−1
 و المطلوب:   

   𝑓للتابع   ′𝑓عين التابع المشتق   -1
 التابع المعرف وفق 𝑔ليكن   -2

𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓൫√𝑥൯ 

𝐽على   =]1,  𝑔أثبت أن    ]∞+

 𝑔′ሺ𝑥ሻثم احسب   𝐽ـاشتقاقي على  

   𝐽على  

التابع المعرف وفق   𝑓ليكن    السؤال الثاني  :

: 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

,𝑎عين العددين الحقيقين   𝑏   لتكون

𝑓ሺ−1ሻ =  قيمة حدية للتابع .  0

التابع المعرف   𝑓ليكن    السؤال الثالث  :

 وفق :   𝑅على  

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥2 𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
)    , 𝑓ሺ0ሻ = 0 

 و المطلوب :  

𝑥اشتقاقي عند   𝑓أثبت أن   -1 = 0  
   ∗𝑅على   𝑓′ሺ𝑥ሻاحسب   -2
𝑙𝑖𝑚جد -3

𝑥→+∞
𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ:  السؤال الرابع  = 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥  اثبت أن𝑓  

 متزايد  

𝑓ሺ𝑥ሻالسؤال الخامس  :  = 𝑥 − 4 +

√𝑥 − 2  ∶]2, +∞[    

على المجال   𝑓ادرس تغيرات   -1
]2,  و نظم جدولاً بها   ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻأثبت أن للمعادلة   -2 =  حل وحيد  0
في   𝐶اكتب معادلة المماس للخط   -3

𝑥النقطة التي فاصلتها   = 3 

   السؤال السادس :

المعرف على   𝑓الخط البياني للتابع   𝐶ليكن  

]0,  وفق :   ]∞+

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑥 + 𝑏 −
𝑙𝑛𝑥

𝑥
 

,𝑎عين   -1 𝑏   إذا علمتت ان المماس

يوازي   𝐴ሺ1,0ሻفي النقطة   𝐶للخط  
 المستقيم 

  𝑑: 𝑦 = 3𝑥 
𝑎من أجل   -2 = 4, 𝑏 = أثبت أن   4−

𝑦المستقيم   = 4𝑥 − مقارب مائل   4
  و ادرس ∞+في جوار   𝐶𝑓للخط  

 الوضع النسبي  
الخط البياني  𝑪ليكن   التمرين السابع:

𝒇ሺ𝒙ሻوفق :   𝑹المعرف على  𝒇للتابع   =

𝒙 +
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
 

و  𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝒇ሺ𝒙ሻاحسب   -1
𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞𝒇ሺ𝒙ሻ  

𝒚الذي معادلته  𝚫أثبت أن   -2 = 𝒙 +
 ∞+مقارب مائل في جوار  𝟏

 ادرس الوضع النسبي  -3
 𝒈أولاً : ليكن التابع   السؤال الثامن :

 المعرف وفق 

 𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒂

𝒙−𝟏
 

,𝒂جد العددين   𝒃   علماً أن التابع𝒈   يقبل

𝒙قيمة محلية عند  = قيمتها تساوي  𝟎

𝟐 

 ثانياً بفرض التابع 

 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 + 𝟑 +
𝟏

𝒙−𝟏
 

:𝚫اثبت أن   -1 𝒚 = 𝒙 +  مقارب مائل  𝟑
ادرس نهايات عند حدود مجال   -2

 تعريفه 
 ونظم جدولاً بها  𝒇ادرس تغيرات   -3
استنتج من جدول التغيرات أن   -4

𝒇ሺ𝒙ሻللمعادلة  = حلاً حقيقياً  𝟎
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 ينتمي إلى المجال  𝜶واحداً  
 ] − 𝟑, −𝟐[  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

قاوم حتى لو وصلت ممزقاً... لذة 
 الوصول سترممك 

 
 فالطريق لمن صدق لا لمن سبق 

 
طالما لديك قرارٌ صادق في تحقيق 

أحلامك و تجاوز عثراتك و بلوغ أهدافك 
 .. فإنك بإذن الله ستصل ...

 
 فقد سمعت معلمي ذات مرة يقول : 

 
 

القرار الصادق و النابع من قلب الإنسان 
و المتعلق بمصير حياته ..... قلَّ ما 

 تنقضه الأيام
 

 #لن_يبلى_الشغف
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